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强粘性剪切流稳定性方程组的简化及计算判据
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摘 要: 研究强粘性剪切流稳定性方程组的物理尺度及其相互关系。同时，对强粘性剪切流稳定性

方程组作 GCS 分析，从而解决强粘性剪切流稳定性方程组的某些计算问题。作为应用，给

出 Orr-Sommerfeld 方程的一种新的简化形式。
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流体质点在外力作用下，流动本身使之具有一定的稳定性（保持层流运动状态），它能

抵抗微弱的扰动，使之消失。当雷诺数超过临界雷诺数(记为 Recr), 流动便失去了(层流)稳
定性，这时只要有微弱扰动就会使之扩展，逐渐过度到湍流(流动的另一种稳定状态)。确定
层流稳定性的理论研究已有许多，最有代表性的理论是 Rayleigh 的无粘稳定性理论，Orr-
Sommerfeld 方程和林家翘的稳定性理论[1,2]。

强粘性流动指高雷诺数流场中这样的流场区域，其中至少有一个粘性项与惯性项同量阶。

在强粘性流以外的流动区域中粘性项比较次要。强粘性剪切流和强粘性扩散迎风流动是最主要

的强粘性流动[3]。本文主要研究强粘性剪切流稳定性方程组的物理尺度及其相互关系，对强粘

性剪切流稳定性方程组 GCS 分析。作为应用，给出 Orr-Sommerfeld 方程的一种新的简化形
式。最后，讨论强粘性剪切流稳定性方程组的计算问题。

1 强强强粘粘粘性性性剪剪剪切切切流流流稳稳稳定定定性性性方方方程程程组组组

利用小扰动法的基本思想，即流动中迭加一个适用于 N-S 方程组的微小扰动，流场中运
动参数可用基本流迭加微小扰动来表示。考虑具有无穷小对流不稳定性的剪切流(例如, 非曲
屈表面)。为讨论方便起见, 本文仅考虑平行平板边界层。设基本流为 (U, 0, P )，且满足不可
压 Navier-Stokes 方程组。设线性不可压缩小扰动为 (u, v, p), 则剪切流的速度、温度和密度分
别为

Ũ = U + u, Ṽ = v, P̃ = P̄ + p (1)

将(1)代入不可压 Navier-Stokes 方程组，并利用状态方程消去 Navier-Stokes 方程组中的压
强，即可得到如下二维不可压缩稳定性方程组

∂(U + u)
∂x

+
∂(v)
∂y

= 0, (2a)
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其中 U, u, v由 Ue归一化; x, y由 L归一化; ρ和 µ分别由 ρe和 µe归一化；Reynold数 Re =
ρeUeL

µe
, 它们是流场工程计算常用的参考尺度。

若忽略小扰动量的二次项，并考虑到基本流本身所满足的 Navier-Stokes 方程组，则
由(2a)∼(2c)式得到线性不可压缩稳定性方程组
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式(3a)∼(3c)是关于小扰动量 (u, v, ρ, θ) 的线性偏微分方程组。虽然方程组 (3a)∼(3c) 是从
流体力学基本方程组导出的，但与基本方程组不同，他们是线性的偏微分方程组，因而有

可能利用分离变量法求解，并具有解可以叠加的性质。下面考虑线性不可压缩稳定性方程

组(3a)∼(3c)的简化及计算判据。

2 强强强粘粘粘性性性剪剪剪切切切流流流稳稳稳定定定性性性方方方程程程组组组的的的物物物理理理尺尺尺度度度

二维线性不可压缩稳定性方程组(3a)∼(3c)的物理尺度(包括长度尺度 xp, yp 和速度尺

度 up, vp) 可表示为

(xp, yp;up, vp) ∼= (Re−nx ,Re−ny ; Re−nu ,Re−nv ) (4)

由文[5]知，二维线性化扰动存在与其未扰二维粘性流同一的对流-扩散相互作用结
构，且时间、空间和速度尺度（简称物理尺度）相同；反之亦然。即有 (xp, yp;up, vp) ∼=
(x̄p, ȳp;Up, V p), 其中 (x̄p, ȳp 为未扰流的长度尺度（见文[5]）。强粘性剪切流的近似主流方向
为 x− 方向，则由二维线性不可压缩稳定性方程组(3a)∼(3c)推知: ∂u

∂x ∼ ∂v
∂y , U ∂u

∂x ∼ ν ∂2u
∂y2。假

使能量耗散率 ∂u3

∂x ∼ du2

dt
与 Re 近似无关(该假使的正确性的证明见下文)，可导出强粘性剪切

流稳定性方程组的的物理尺度为

(xp, yp;up, vp) ∼= (Re−
3
2 q,Re−

1
2 (1+q); Re−

1
2 q,Re−

3
2 (1−q)) (5a)

q = ln
up

xp
/lnRe = −nu + nx (5b)

强粘性小扰动引起的能量耗散率 φm 的形式和流体主运动能量的粘性耗率 Φm 相同，可表

示为

φm = −ν(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi
)
∂ui

∂xj
(6)
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由上式可知，在 Re 数很大的极限意义下，当 0 ≤ q ≤ 1
2 时，强粘性小扰动引起的能量耗散

率 φm 与 Re 数近似无关的假设成立。

3 强强强粘粘粘性性性剪剪剪切切切流流流稳稳稳定定定性性性方方方程程程组组组的的的 CGS 分分分析析析

对于典型流动，物理尺度（包括长度尺度和速度尺度）可表示为[4]

(xp, yp;up, vp) ∼= (Re−nx ,Re−ny ; Re−nu ,Re−nv )

∼=
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1
2 ), 扩散迎风层,

(Re−
7
8 ,Re−

5
8 ,Re−

1
8 ,Re−

3
8 ), 干扰扩散迎风层.

(7)

N-S 方程组包含宽广的空间尺度范围，因而其稳定性方程组也包含宽广的空间尺度范围。
对于稳定性方程组的计算，惯性项和强粘性项不应落入其差分格式修正微分方程的截断误差项

中。同时，计算某一物理尺度范围内的流动特性，网格尺度也必须很小于该物理尺度。因此，

网格尺度应满足如下关系

4x ¿ min(xp,4xcgs),4y ¿ min(yp,4ycgs) (8)

其中4x和4y为x−和y−坐标方向的网格尺度，xp 和 yp 为流动物理尺度，4xcgs 和4ycgs

为临界网格尺度 (CGS) 。对于强粘性剪切流的 CGS 定义为：若网格尺度大于 CGS，所有粘
性项将落入稳定性方程组差分格式修正微分方程的截断误差项中。

为了给出临界网格尺度 (CGS) 的合理估计，考虑线性不可压缩稳定性方程组(3a)∼(3c)的半
离散差分格式的如下修正微分方程
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∂x
+

1
Re

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
) + Σαn

∂2n+1p
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+
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′′
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∂x2n+2
)4x2n

+
γ
′′
n

Re
∂2n+2u

∂y2n+2
)4y2n (9)

其中 αn, βn, β
′
n, β

′′
n , 和 γ

′
n 为常数。假使不可压缩稳定性方程组(3a)∼(3c)的半离散差分格式

的精度为：x-方向为 m 阶，y-方向为 t 阶。由修正微分方程(9)能够推出最大粘性项 1

Re
∂2u
∂y2 落

入截断误差项的临界网格尺度 (CGS)4xcgs 和 4ycgs 分别为：

(4xcgs,4ycgs) ∼= (Re−nx− 1
m (1−nu+nx−2ny),Re−ny ) (10)

如果需要计算完全线性不可压缩稳定性方程组(3a)∼(3c)，必须使得惯性项和所有粘性项不
应落入其差分格式修正微分方程的截断误差项中，这时，网格尺度应满足如下关系

4x ¿ min(xp,4x̄cgs),4y ¿ min(yp,4ȳcgs) (11)
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其中4x和4y为 x-和 y-坐标方向的网格尺度，xp和 yp为流动物理尺度，4x̄cgs和4ȳcgs

为准临界网格尺度 (NCGS)。准临界网格尺度 (NCGS) 的定义为：若网格尺度小于 NCGS，
所有粘性项均不落入稳定性方程组差分格式修正微分方程的截断误差项中，且 NCGS 为
满足这种要求的最大的网格尺度。最小粘性项 1

Re
∂2u
∂x2 不落入截断误差项的准临界网格尺

度 (NCGS) 的 4x̄cgs 和 4ȳcgs 分别为：

(4x̄cgs,4ȳcgs) ∼= (Re−nx− 1
m (1−nu−nx),Re−ny− 1

t (2ny−2nx))

= 4xcgs
∼= (Re−

1
m (−2ny−2nx),4ycgsRe−

1
t (2ny−2nx))

∼=





(4xcgsRe−
1
m ,4ycgsRe−

1
t ), 边界层,

(4xcgsRe−
1

2m ,4ycgsRe−
1
2t ), 干扰边界层主层,

(4xcgsRe
1
m ,4ycgsRe

1
t ), 扩散迎风层,

(4xcgsRe−
1

2m ,4ycgsRe
1
t ), 干扰扩散迎风层.

(12)

式(18)表明，扩散迎风层和干扰扩散迎风层的准临界网格尺度 (NCGS) 无需考虑。而
边界层和干扰边界层主层在高 Re 数流场的计算中要保证最小粘性项不若入截断误差项
十分困难。例如对边界层流动，若 max{m, t} ≤ 2 时，若 Re = 106, 则 (4x̄cgs,4ȳcgs) ≥
Re−1/2(4xcgs,4ycgs)。由物理尺度关系知，(4x̄cgs,4ȳcgs) ¿ (Re0,Re−1/2)。从而，(4xcgs,

4ycgs) ¿ (Re−1/2,Re−1)。另一方面，又要求 (4xcgs,4ycgs)很大于分子平均自由程MRe−1，

这里，M = U/a 为 Mach 数，a 为声速。因此，当差分格式精度较低 (m ≤ 2), Mach 数 M 不

很小于1时，上述要求得不到满足。即使格式精度高 (m ≥ 3)，由于接近固壁时格式不得不降
阶，因此在固壁附近，上述要求更难满足。

4 Orr-Sommerfeld 方方方程程程的的的一一一种种种新新新的的的简简简化化化形形形式式式

由于小扰动是二维的，所以由扰动连续性方程可以引进扰动流函数 Ψ(x, y, t) ，它与扰流
速度关系为

u =
∂Ψ
∂x

, v =
∂Ψ
∂y

(13)

而扰动流函数可表示为坐标变量的分离形式

Ψ(x, y, t) = ψ(y)ei(αx−βt) (14)

从扰动的时间增长理论(即假使 α 为实数，β 为复数)出发，将流函数(14)代入线性不可压缩
稳定性方程组(3a)∼(3c)，且利用如下无量纲量

y∗ =
y

l0
, U∗ =

U

u0
, c∗ =

c

u0
, al = al0,Re =

u0l0
ν

(15)

即可得到如下 Orr-Sommerfeld 方程

(U∗ − c∗)(φ
′′ − a2

l φ)− U∗′′φ = − i

alRe
(φ(4) − 2a2

l φ
′′

+ a4
l φ) (16)

其中，c = α
β 。Orr-Sommerfeld 方程主要适合于平行平板间流动、槽渠流动和边界层流

动。Orr-Sommerfeld 方程是一个四阶常微分方程，利用不同的边界条件，可以得到它的不同
简化形式[8]。下面利用强粘性剪切流流场特点，对 Orr-Sommerfeld 方程本身进行简化。
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利用物理尺度关系(5)容易推出二维线性不可压缩稳定性方程组(3a)∼(3c)中诸项的下方标
出。尺度关系(8)与强粘性剪切层流的物理尺度关系[3]一致，并有 0 ≤ q ≤ 1

2，当 q = 1
2 ，所

有的粘性诸项具有相同的数量级，二维线性不可压缩稳定性方程组(3a)∼(3c)中所有惯性项和
粘性项具有相同量阶，这时称为完全的二维线性不可压缩稳定性方程组。q = 1

4 时为多层边界

层(三层)下层[3,5]；q < 1
2 时剪切粘性项很大于其它的粘性项，剪切流及其外流在 x-方向可取

扩散抛物化近似，即可忽略对 x-求偏导的粘性诸项[3]。若平均运动为

(U, V, P ) = (U(y), 0, P (x, y)) (17)

则二维线性不可压缩稳定性方程组(3a)∼(3d)可以简化为

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0, (18a)

∂u

∂t
+ U

∂u

∂x
+ u

∂U

∂x
+ v

∂U

∂y
= −1

ρ

∂p

∂x
+

1
Re

∂2u

∂y2
(18b)

∂v

∂t
+ U

∂v

∂x
= −1

ρ

∂p

∂y
+

1
Re

∂2v

∂y2
(18c)

将流函数(13)代入线性不可压缩稳定性方程组(3a)∼(3c)，且利用无量纲量(15), 即可得到如
下 Orr-Sommerfeld 方程的简化形式

(U∗ − c∗)(φ
′′ − a2

l φ) = − i

alRe
(φ(4) − a2

l φ
′′
) (19)

若记T = φ
′′ − a2

l φ，则(19)式可以表示为

(U∗ − c∗)T = − i

alRe
T
′′

(20)
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The Simplification of the Fluid Mechanics Equations on the Strong

Viscous Shear Flow and Its Computational Criterion

LI Ming-jun1,2, GAO Zhi2

(1-Hunan,Xiangtan University, Inst of Math and Comput Sci, Xiangtan 411105;

2-Institute of Mechanics, Chinese Academy of Sciences, Beijing 100080)

Abstract: The physics scales and their relations of the fluid mechanics equations are investigated on

the strong viscous shear flow. On the same time, GCS analysis is done on the strong viscous fluid

stability equations. Then, some questions are resolved on the strong viscous fluid stability equations.

As applications, a new simplified form of Orr-Sommerfeld equation is gained.

Keywords: strong viscous; shear flow; the fluid mechanics equations; GCS analysis


