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三维链网模型及其参数标定

刘晓宇 梁乃 刚 李 敏
中国科学院力学研究所非线性力学国家重点实验室

,

北京

摘要 提出一种材料模型
,

由三维空间取向的平行弹簧束作为构架 讨论 了按空间

取 向进行离散的方式
,

实现立体角划分的最优化 构造 了由一维构元组成的三维链网

体胞
,

给出了体胞几何
、

物理参数的标定方法 证 明该体胞能精确模拟 比从
一 的材料行为

,

突破了已往模型模拟范围 一 的限制 探讨了模型简化问题
,

实现

了模拟精度高而计算费用低的统一 举例论述 了该模型模拟短纤维增强复合材料的独

特优点

关键词 应变能 刚度张 取向构元 链网模型 比

近 年来
,

链网模型在许多领域得到了应用 在计算机技术广泛应用之前
,

针对大型析架类

工程结构
,

人们开始使用离散模型进行力学分析 ’, 世纪 年代中后期
,

随着计算机技术

的发展
,

理论物理学家开始建立由二维链网构成的数值模型来分析无序介质在脆性断裂过程

的统计规律 世纪 年代
,

二维链网模型在混凝土
、

陶瓷
、

粒子增强复合材料
、

短

纤维增强复合材料
一

等材料的力学性能预测及损伤演化研究中发挥了巨大作用

对于二维链网模型
,

由于链网体胞所具有的空间对称性
,

按照应变能相等的原则
,

可惟一

确定不同拓扑结构二维链网模型的几何
、

物理参数 〔’”〕 同时证明了
,

当二维链网体胞尺寸趋于

零时
,

链网模型模拟的变形场满足连续介质力学的 方程 然而
,

到目前为止三维链网

模型的理论研究与应用很少见 原因是三维链网模型的构造较为复杂
、

难以按几何对称性直观

标定各种取向构元的几何
、

物理参数

在文献 中指出
“

链网模型在本质上基于材料的原子链模型
”

本文从

材料内原子间相互作用出发
,

建立一种材料模型并讨论其离散方式
,

构造出三维链网模型 论

述标定链网模型构元几何
、

物理参数的依据
,

导出标定公式 接着提出一种简化的链网模型
,

分析简化模型的精度 最后讨论用链网模型模拟短纤维增强复合材料的优势和潜力

基于原子间相互作用的材料模型

材料单元的应变能与弹簧束组合材料模型

在微观尺度
,

任意宏观材料单元都包含无穷多原子
,

材料单元的应变能取决于原子间相

互作用 由嵌人原子方法
一 ” 可知

,

材料单元的应变能由原子核之

间及原子核与其周围电子云相互作用的势能构成
,

即

一 一
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艺少
, 八

,

其中 遍历材料单元中的所有原子
,

少 ,为原子 与周围原子核的相互作用势能
, ,为原子 周

围的电子云密度
,

队为将 嵌入电子云密度
,

所要求的能量

根据 式
,

可将真实材料看作两种简单材料的复合 第 种简单材料与第 种简单材料经

历同样的变形
,

它们共同分担真实材料承受的载荷
,

其应变能分别由 式右端的两项描述

在第 种简单材料中
,

将任意原子
,

例如图 中的
,

与其他各原子间的相互作用用一根

弹簧代替 在图 所示坐标系
,

记方向
,

哟上的方向余弦为
, 必 口

,

必
,

必
, , ,

则方向
,

勿邻域内的立体角可记为 △口 二 越沁 设想垂直于
,

哟方向有一尺度远比原子

间距大的单位面积截面 尸
,

见图 当材料单元沿方向
,

必上有一应变增量 △￡时
,

记取向落

在 △口 内的弹簧力在 尸上的合力变化为 △
,

可定义材料单元在方向
,

肉上的弹性模量为
,

哟 口 △月△￡
,

图 用弹簧表示原子间相互作用 图 坐标系与方向
,

妇上单位横断面积 阴影

因此 在宏观应变 今作用下
,

单位体积材料中取向落在方向
,

肉的 △口邻域内所有弹簧束的

应变能总和为

△琳 “
,

, 一

告
“

,

, 一
,

, · , “
,

,
· ,

, ·
、 ,

, 、 ‘·沁。
,

由于取向
‘ , ,

遍及 的上半个立体角
,

单位体积材料的应变能为

一舀 ,尽
。 少
‘ 。 , 了

“
。 。

,

, 。, 。
,

, 。 , 。
,

, 。
,

, 。
,

, 。 ,
,

· 。 ‘ ‘

」

对于各向同性材料
,

弹性模量 为常数
,

上式将为

琳 一去
“ 、、‘乓

‘

成
·

戊
‘

药

其中占 为 符号

第 种简单材料的应变能仅与体积变形有关
,

因此在宏观应变 作用下
,

应变能可写为
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、 告氏氏
、称

,

其中
。

为体积模量

空间取向离散

对于第 种简单材料
,

按空间取向进行积分时 式成为

川 一

告
、、几 ‘“

· “ ,· , “ ,二 “ ,一‘“ , “
,

其中口表示取向
‘

口 遍及的立体角 将上半空间 延必蕊 兀 离散成 个立体角
,

第

体角的代表取向为 “ ,

式的离散形式为

个立

△ ’ 土昌、
。

丫 万‘
“ ,。 。

甲,。 ,。 “ ,△‘
,

屠
, 一

昌
另一方面

,

对于取向为川
“ ,

、

刚度模量为 ‘“ ,的平行弹簧束
,

其单位体积的应变能

‘。 一

合
、、 · · “ ·

笋
· “ ,· “ ’

,

“ ,

比较 与 式可知
,

材料单元被离散为 个取向的弹簧束
,

刚度模量

尤占, 万‘“ , 口‘ ,

离散立体角的代表方向

要保证计算精度
,

必须合理选择立体角离散的个数 及各离散立体角的代表方向 动

考虑对直角坐标系的对称性
,

极射赤面投影图 一 中显示了几种可能的离散方式 其

中
,

图 表示 个代表方向的离散方案
,

其方向数分别为
, , , , , , , , , , , ,

, ,

一
, , , , ,

丁
, ,

丁
, , , ,

丁
,

一
‘

丁
’

表示
‘
一

’ ,

下同 图 表示 个代表方向的离散

方案
,

其方向数分别为
, , , , , , , , , ,

一
, ,

丁
, , , ,

丁
, ,

丁
,

丁
,

图 表示

个代表方向的离散方案
,

其方向数分别为
, , , , , , , , , , , , , ,

一
, , , , , , ,

口
, , , ,

丁
, , , , ,

丁
, , , ,

了
, ,

了
,

丁
,

一 图 表示 个代表方向的离散方案
,

种

典型代表方向的方向数分别为
, , , , , , , , ,

汇
, ,

和
, ,

随着离散立体角个数增

加
,

各个离散立体角内的取向偏差减小
,

离散精度提高 当然
,

离散立体角个数的增多引起计

算代价的增加 计算结果表明
,

选用图 所示的离散方式可以兼顾计算精度与计算费用

图 代表取向的极射赤面图

不失一般性
,

下文针对图 所示的离散方式进行讨论 将 式按所示的 种取向进行
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离散
,

式成为

一昌、￡”
, 艺

‘“ , “ , 尹
, “ , ,△刀 “ ,

离散立体角大小的确定

图 中的代表取向分 组 第 组为
, , , , , , , ,

第 组为
, , , , , ,

, ,

一
,

一
,

丁
, ,

丁
, , , ,

丁
,

第 组为〔
, , ,

丁
, , , ,

丁
, ,

丁
,

丁
,

分别记其立体角

△口
,

△口 与 △口 于是
,

对于各向同性材料单元
,

式成为

琳 一

知
、 △“ 氏 ·戊 氏 ·拭以

,

△口
十

—△口
—匕较 与 式得

乓 成 氏氏 一 成氏 氏
, 氓氏 戈 氏 氏

。 ·戊。
、 ·。

、

。
·

一 戊 、氏 ·戊 、氏 ·戊 氏氏
,

、,,、,一以
‘

且了
百,、了、、

△口 , △口 , , 十兰△口 ,

一 兀

十兰△口
—

各离散立体角的大小越接近
,

离散精度越高 因而最优离散方案应使
、护、尹‘月

‘了占、、了、△口
,

△口
,

△口 △口
,

△刀
,

△口
,

取最小值 令 杏 △口 △口 并将其带人 与 式
,

可得

△俨 △

沪
△护

一 旦 幼 乙
又

一

少

因而
,

随 杏的变化规律见 图
△口 △口 得

△‘ 兰

当 步

兀 ,

△口

时 式取极小值 联立 和 式
,

取

—兀
,

△口 竺

省的值

图 随 寸的变化曲线

同样的方法可用于确定其他离散方式的立

体角大小

三维链网模型

基于如图 所示的离散方式
,

材料单元

离散为 种取向的弹簧束
,

弹簧束的刚度模量

由 式决定 如果将各个弹簧束用取向相同
、

刚

度模量相同的一维构元代替
,

可 以得到图

所示的三维链网体胞单元

特别地
,

对于体积为 的正六面体链网体

一一

﹃、﹄︶、︸亡、︸八曰气︸﹃、﹄︸、︸月任月峥,内,‘,‘

恻易权

胞
,

可知第 组构元长度为 。 第 组构元长度为 。抓云万 第 组构元长度为
。
褥下万 根据
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、、、‘

,主,︸口、
、
了厅、

图 三维链网体胞单元 及其构成的三维链网离散方式

和 式及长度的变化
,

链网体胞中第 个构元的刚度

丸 。 万 △口
,

因此
,

这 组构元的刚度 无‘
, ,

满足

无 无 无

链网体胞参数标定

链网体胞应变能

使用链网体胞模拟材料时
,

链网的应变能

一生丫 、‘
。

,

“ “ 一 。 ” 。
,

刀
,

全恨八
“

,

其中 和 刀为节点序列号
,

娜对所有构元求和
“‘“ ’和 “ 分别为节点 和 夕的位移

, 为从节点 和 刀到单位矢量
“ ,

刀为构元的轴向刚度
,

它们分别为相应的

在纯剪切变形
, “ , , 情况下

,

图 所示边长为 。链网体胞的应变能

, 生、 。

尸

链网体胞的应变能

厂了‘、

一一下

在纯体积变形 泞 , ,

刀
,

厅 情况下
,

勺︸

斤
,‘

、、夕

互、
‘ 十 、 , 、

了、
、

一一亡

平衡条件与对坐标系选择无关性条件

应变能 对位移 口
求偏导数为作用于节点 上的总合力 节点平衡条件要求合力为零

,

从而

。一粤
一 、

,

, ,、「“ , , 一 “‘ ,
· 。‘

,

, , 〕。‘
,

“ , 一 。

日 、“ ,

丁
、

戈
,

卢夕

当链网体胞的尺寸越来越小时
,

节点声趋近于节点
,

可在节点 附近将 户展开为 级数
,



中 国 科 学 辑 第 犯 卷

取前二阶得

、 一“ 一 若
,

刀巫
。 “

,

, 十生若
。

,

, 。

叙
,

,

夕,坷
“ ,

夕, , , ,

其中 , 脚 与 。’户 为分别为连接节点 和 夕构元的长度与方向余弦

将 式代人 式中
,

可知平衡条件要求构元刚度满足

几

产

了、气曰、,、 , 一 、 一兰、 , 己 。
,

己 。
, 。

入

—
。 一一 二二 。

—“ 机击
‘

机姚夕

‘

、
饰乙

十旦、

奴奴
生、 。 ‘

飒帆
、,‘了

、

尤

厂、、
、

,,乙护
了吸、

另一方面
,

用位移表达的材料单元的平衡方程为
。

尤 一 刀 下子一 刀二
一 一一 “

尤天 人 灸

式中 兄和 粼为材料的 系数 对照 式与 式知
,

链网模型构元的刚度应满足

、、苦了、 ,八丫,‘了、
尹厅、

了 、 ‘ , 、
,

飞、 。
、” 一 、‘ , 一一 、“ , ,

飞

、 , 十旦、

、‘ , 兰、
兄一 十刀

可以验证
,

式正是对坐标系选择无关性
,

即对材料模型的客观性要求 显然
,

式所规定

的刚度满足 式 而由 和 式知
,

可取第 种简单材料的体积模量
二 兄一声

剪切模最要求及参数标定

由 式知
,

要模拟材料单元的剪切模量
,

、‘ 十生、
模型构元的刚度必须满足

二 八

于是
,

满足离散条件表达 式和剪切模量表达 式的构元刚度
‘。、 门 、

、”

份群
, ‘ ,

分刀
, ,

分产’ ’ ’

可以验证
,

标定后的链网体胞满足材料单元的体积模量要求
,

即

一
一一

,一且、
, 十 、 , 、

又凡十 八 一二乙
且满足单轴拉伸模量要求

,

即

〔生
、 , 生、 生、 一 钾

“ ·’一

妙
简化的三维链网模型

当 比为 时
,

兄 声且 二 ,

第 种简单材料的应变能为零 由于大多数工程

材料的泊松比都接近
,

《
, , ,

于是可忽略第 种简单材料的作用 实际上
,

在



中 国 科 学 辑 第 犯 卷

取前二阶得

、 一“ 一 若
,

刀巫
。 “

,

, 十生若
。

,

, 。

叙
,

,

夕,坷
“ ,

夕, , , ,

其中 , 脚 与 。’户 为分别为连接节点 和 夕构元的长度与方向余弦

将 式代人 式中
,

可知平衡条件要求构元刚度满足

几

产

了、气曰、,、 , 一 、 一兰、 , 己 。
,

己 。
, 。

入

—
。 一一 二二 。

—“ 机击
‘

机姚夕

‘

、
饰乙

十旦、

奴奴
生、 。 ‘

飒帆
、,‘了

、

尤

厂、、
、

,,乙护
了吸、

另一方面
,

用位移表达的材料单元的平衡方程为
。

尤 一 刀 下子一 刀二
一 一一 “

尤天 人 灸

式中 兄和 粼为材料的 系数 对照 式与 式知
,

链网模型构元的刚度应满足

、、苦了、 ,八丫,‘了、
尹厅、

了 、 ‘ , 、
,

飞、 。
、” 一 、‘ , 一一 、“ , ,

飞

、 , 十旦、

、‘ , 兰、
兄一 十刀

可以验证
,

式正是对坐标系选择无关性
,

即对材料模型的客观性要求 显然
,

式所规定

的刚度满足 式 而由 和 式知
,

可取第 种简单材料的体积模量
二 兄一声

剪切模最要求及参数标定

由 式知
,

要模拟材料单元的剪切模量
,

、‘ 十生、
模型构元的刚度必须满足

二 八

于是
,

满足离散条件表达 式和剪切模量表达 式的构元刚度
‘。、 门 、

、”

份群
, ‘ ,

分刀
, ,

分产’ ’ ’

可以验证
,

标定后的链网体胞满足材料单元的体积模量要求
,

即

一
一一

,一且、
, 十 、 , 、

又凡十 八 一二乙
且满足单轴拉伸模量要求

,

即

〔生
、 , 生、 生、 一 钾

“ ·’一

妙
简化的三维链网模型

当 比为 时
,

兄 声且 二 ,

第 种简单材料的应变能为零 由于大多数工程

材料的泊松比都接近
,

《
, , ,

于是可忽略第 种简单材料的作用 实际上
,

在
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