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线弹性土壤中埋设悬跨管道的弯曲和振动特性
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摘　要 :利用细长梁小挠度理论 ,研究给出了两端埋设在线弹性土壤中的悬跨段管道和埋设段管道在自重作用下的变形和内

力公式。基于静挠度公式 ,用能量法给出了第一阶弯曲振动的固有频率公式。讨论了不同土壤刚度条件下悬跨段管道的变

形和内力特征 ,以及第一阶弯曲振动固有频率 ,并和工程上推荐使用的简支梁和两端固支梁的静动态特性进行比较。研究表

明在跨度大、土壤刚度大、管道弯曲刚度较小时无量纲土壤刚度系数较大 ,埋设段管道对悬跨段管道的刚度约束比较大 ,悬跨

段管道可以近似按两端固支梁模型来模拟 ;反之 ,只有在土壤刚度系数较小的几个参数点上 ,悬跨管道的静动力特性等价于

简支梁模型。
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Bending and vibration characteristics of spanning pipe buried in linear elastic soil
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Abstract : Deflection and internal forces formulae of buried section pipe in linear elastic soil and spanning section pipe under self2weight load

are deduced with small deflection beam theory. The first order nature frequency formula of bending vibration is given by energy balance method

based on the static deflection formula. Deflection and internal forces characteristics as well as the first order frequency of spanning pipe are dis2
cussed under different soil stiffness. Comparison between spanning pipeline and simply supported beam , and fixed2fixed supported beam model

recommended in engineering in terms of static and dynamic characteristics is done. Research shows that the stiffness influence of the buried

section pipe to the spanning section pipe becomes stronger when the span increases , or for the pipe with smaller flexural rigidity in harder soil

whereas dimensionless soil stiffness coefficient increases , then the spanning pipe can be modeled by the fixed2fixed supported beam approxi2
mately. On the contrary , the spanning pipe can be modeled as a simply supported beam only on several special points with small soil stiffness

coefficient.
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陆地管线经常需要跨越不同地质结构的地层 ,地层运动、地震、滑坡、泥石流等自然灾害有时会引起管线

某一段失去下面土体支持 ,这种受力工况叫悬跨 (spanning) ,或管跨。海上油气管道铺设在不平坦的海底时 ,

将导致部分悬空[1 ]。在深海区域 ,或者非常坚硬的海床上 ,或者由于海流淘蚀 ,悬跨情况有时很难避免[2 ,3 ]。

管道悬跨不仅造成管道的静载应力增大 ,同时海流引起周期性涡漩释放会引发悬跨管道的涡激振动 ,造成海

底管道的疲劳破坏。海流淘蚀造成管道悬跨长度有时可以达到几十米[4 ]。为此 DnV专门制定了悬跨管道

设计规范推荐做法[5 ]。在设计阶段通过最大悬跨长度来控制 ,以避免结构频率与涡旋释放频率发生共振为
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设计准则[6 ] ,同时保证静力强度满足设计条件[1 ]。

国内外学者研究了悬跨管道的应力分析和涡激振动算法[7 ,8 ]、非线性振动[9 ,10 ]以及涡激振动引起的疲

劳寿命[11 ]。这些研究都使用了两端固支梁 ,或者简支梁的边界条件。DnV规范建议悬跨管道可以简化为简

支梁或者两端固支梁模型。普遍认为 ,简支梁模型弱化了埋设段管道的约束作用 ,而固支梁强化了这种作

用 ,这两种模型认为是悬跨管道的两个极端情况。实际悬跨管道两端很长 ,通常埋设在土壤里 ,或者放置在

地面或海床上。当悬跨段管道发生弯曲变形时 ,两端管道要对悬跨段管道产生影响。准确计算两端管道对

悬跨段管道的约束作用 ,对悬跨管道的静力分析和振动分析 ,都是非常重要的。

弹性支座能在一定程度上更加准确地反映两端管道的约束作用 , Kapuria考虑了土壤刚度 ,将悬跨管道

简化为两端由两个独立的线弹簧和转角弹簧支承的梁模型 ,研究了涡激振动和疲劳寿命问题[12 ]。研究表

明 ,悬跨管道两端埋设段的约束作用并不能用两个独立弹簧来模拟。利用埋设段和悬跨段同时求解的方法

给出了两段管道的弯曲变形和内力 ,用能量法给出了第一阶弯曲振动频率 ,研究表明两端固支梁和简支梁在

很多情况下不能很好地模拟悬跨管道的静力动力特性。

1　控制方程及其求解

图 1　线弹性土壤里埋设的悬跨管道计算模型

Fig. 1　Calculation model of spanning pipe buried

in linear elastic soil

通常 ,管道的悬跨长度 2 a远远大于管道直径 ,横

向挠度和跨度相比很小 ,可以用梁的小挠度理论计算

悬跨管道变形。设悬跨管道两端很长 ,埋设在线刚度

为 kb (N/ m2/ m)的线弹性土壤中 ,忽略轴向力影响。设

管道弯曲刚度 EI (N·m2) ,在均布自重 q (N/ m)作用下

发生小挠度弯曲 ,挠度向下为正。坐标系原点选取在

没有发生变形的悬跨段管道左端与埋设段管道相接位

置 ,管道变形后关于跨中左右对称 (图 1) 。

1. 1　控制方程

根据细长梁小挠度弯曲微分方程 ,悬跨段管道挠度 y1 ( x)满足

d4 y1

d x4 =
q

EI
(1)

埋设在线弹性土壤中的埋设段管道挠度 y2 ( x)满足

EI
d4 y2

d x4 + kby2 = q (2)

1. 2　边界条件

定义无量纲变换ζ= x/ a ,引入无量纲挠度 Y1 (ζ) = y1 ( x) / a ,求解方程 (1)得到

Y1 (ζ) =
q0ζ

4

24
+ C1ζ

3 + C2ζ
2 + C3ζ+ C4 , 　(0 ≤ζ≤1) (3)

其中 , q0 =
qa3

EI
。考虑到埋设段管道挠度 y2 ( x)在负无穷远处的变形条件 :

d y2

dζ |ζ= - ∞ = 0 , 　
d y2

2

dζ2 |ζ= - ∞ = 0 (4)

求解方程 (2)得到无量纲挠度 Y2 (ζ) = y2 ( x) / a ,它可化简为

　　Y2 (ζ) = q0/ (4λ4
0) - eλ0

ζ( C5cosλ0ζ+ C6sinλ0ζ) , 　( - ∞ <ζ≤0) (5)

其中 ,引入无量纲土壤刚度系数λ0来反映土壤的相对刚度

λ4
0 = kba4/ (4 EI) (6)

　　在悬跨段管道与埋设段管道的相接位置ζ= 0 ,有连续性条件

Y1 (0) = Y2 (0) , 　
d Y1

dζ |ζ=0 =
d Y2

dζ |ζ=0 , 　
d Y2

1

dζ2 |ζ= 0 =
d Y2

2

dζ2 |ζ= 0 , 　
d Y3

1

dζ3 |ζ=0 =
d Y3

2

dζ3 |ζ=0 (7)

在悬跨段管道的跨中位置 ,有对称条件 :
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d Y3
1

dζ3 |ζ=1 = 0 , 　
d Y1

dζ |ζ= 1 = 0 (8)

2　求解变形和内力

将方程 (1)和方程 (2)的通解式 (3)和式 (5)代入边界条件式 (7)和式 (8) ,确定积分常数 C1至 C6 ,并由此

得到挠度公式 ,对挠度公式求两阶导数可以得到弯矩函数。

2. 1　确定积分常数

将式 (3)和式 (5)代入式 (7)和式 (8) ,得到 6个积分常数 :

C1 = -
q0

6
, C2 =

q0 (2λ2
0 - 3)

12λ0 (λ0 + 1) , C3 =
q0 (2λ0 + 3)

6λ0 (λ0 + 1) ,

C4 =
q0 (2λ3

0 + 6λ2
0 + 6λ0 + 3)

12λ4
0 (λ0 + 1)

, C5 =
q0 (2λ2

0 + 6λ0 + 3)

12λ3
0 (λ0 + 1)

, C6 = -
q0 (2λ2

0 - 3)

12λ3
0 (λ0 + 1)

(9)

2. 2　挠度函数

将积分常数式 (9)代入到式 (3)和式 (5) ,可得无量纲挠度函数。

2. 3　弯矩方程

将式 (3)和式 (5)关于ζ求导两次 ,得无量纲弯矩为

M1 (ζ) = -
d2 Y1 (ζ)

dζ2 = -
q0ζ

2

2
- 6 C1ζ - 2 C2 , 　(0 ≤ζ≤1) (10a)

M2 (ζ) = -
d2 Y2 (ζ)

dζ2 = 2λ2
0eλ0
ζ·[ C6cos (λ0ξ) - C5sin (λ0ζ) ] , 　( - ∞ <ζ≤0) (10b)

悬跨段管道与埋设段管道相接位置的无量纲弯矩为

M1 (ζ) |ζ=0 = - 2 C2 = -
q0 (2λ2

0 - 3)

6λ0 (λ0 + 1)
(11)

悬跨段管道跨中最大无量纲弯矩

M1 (ζ) |ζ=1 = -
q0

2
- 6 C1 - 2 C2 =

λ2
0 + 3λ0 + 3

6λ0 (λ0 + 1)
q0 (12)

2. 4　土壤刚度无穷大时悬跨管道的最大挠度和弯矩

令式 (9)中的土壤刚度系数趋向无穷大 ,得到积分系数的极限值 :

C1 = -
q0

6
, C2 =

q0

6
, C3 = 0 , C4 = 0 (13)

　　将式 (13)代入式 (3) ,得无量纲挠度函数。变换成有量纲挠度 ,得跨中挠度为

y1 ( a) = 2 aY1 (1) = q0 a4/ (24 EI)

　　与文献[13 ]给出的长度 l = 2 a的挠度结果完全相同。将式 (13)代入式 (10a) ,得无量纲弯矩。变换成有

量纲弯矩 :

M1 (0) = - qa3/ 3 , 　M1 (1) = qa3/ 6

　　与文献[13 ]给出的长度 l = 2 a的弯矩结果完全相同。可见 ,两端埋设在无穷大刚度土壤里的悬跨管道

等价于两端固支梁模型。

3　用能量法计算第一阶弯曲固有频率

当管道在弯曲后的平衡位置附近发生小振幅振动时 ,静平衡位置的最大动能等于最大振幅位置的势能。

当支座参与振动时 ,势能部分需要考虑支座的弹性势能。

以悬跨段管道挠度曲线式 (3)作为振型 ,忽略弹性土壤及其埋设段管道动能 ,只考虑弹性土壤的弹性势

能及悬跨段管道的动能和变形能。弹性土壤的弹性势能由截面 x = 0位置的内力来反映 ,频率公式为 :

ω2 = ( EI∫
a

0
y″21 ( x) d x - M1 (0)θ1 (0) + Q1 (0) y1 (0) ) / (ρA∫

a

0
y2

1 ( x) d x) (14)

式中 : Q1 (0)和 M1 (0)分别是截开位置 x = 0处的剪力和弯矩。由无量纲挠度和有量纲挠度之间的关系 ,式
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(14)可表示为 :

ω2 =
EI
ρAa4
∫

1

0
Y″21 (ζ) dζ+ Y″(0) Y′(0) - YÊ(0) Y (0)

∫
1

0
Y2

1 (ζ) dζ
=

EI
ρAa4ω

2
0 (15)

　　上式定义了无量纲频率系数ω0。将式 (3)及其导数代入频率公式 (15) ,考虑式 (9) ,化简得 :

ω2
0 =

252 (1 +λ0)λ4
0[45 (1 + 2λ0 + 2λ2

0) + 4λ3
0 (15 + 6λ0 +λ2

0) ]

2 835 (1 + 4λ0 + 8λ2
0) + 252λ3

0 (120 + 117λ0 + 86λ2
0 + 49λ3

0) + 32λ7
0 (171 + 55λ0 + 11λ2

0 +λ3
0)

(16)

4　静动力特性与现有模型比较

工程上推荐用两端固支梁或者简支梁模型来模拟悬跨管道的静力和动力特性。通过第 3节的比较发

现 ,只有当土壤刚度系数趋向无穷大时 ,悬跨段管道才等价于两端固支梁模型。从式 (11) ,式 (12)和式 (16)

看出 ,悬跨段管道的内力和频率特性与土壤刚度系数有关。

4. 1　简支梁的最大挠度和弯矩

按照文献[13 ] ,跨度 l = 2 a的简支梁跨中的最大挠度和最大弯矩分别等于

y1max =
5 ql4

384 EI
=

5 qa4

24 EI
, 　M1 ( a) =

qa2

4

4. 2　简支梁和两端固支梁的第一阶固有频率

根据文献[14 ] ,简支梁和两端固支梁的第一阶频率公式分别为 :

ω2 = 31141 592 EI
ρAl4 , 　ω2 = 41730 042 EI

ρAl4

4. 3　不同土壤刚度下悬跨管道的最大挠度和最大弯矩

图 2　埋设悬跨管道的最大挠度与土壤刚度系数的关系

Fig. 2　Maximum deflection of the pipe vs. soil

stiffness coefficient

当土壤刚度系数λ0变化时 ,图 2给出了悬跨段管

道跨中最大挠度的变化情况。从图中看出 ,只有在λ0

= 2. 162 6时悬跨管道的最大挠度等价于简支梁模型

的最大挠度。在λ0 趋向无穷大时悬跨段管道的最大

挠度等价于两端固支梁模型的最大挠度。

图 3给出了土壤刚度系数λ0 变化时悬跨管道跨

中最大正弯矩和左端最大负弯矩的变化情况。随着

λ0增大 ,悬跨段管道的跨中弯矩逐渐减小 ;悬跨段管

道的左端弯矩在λ0 很小时大于零 ,且随λ0 增加逐渐

减小 ,在λ0 = 1. 224 75时等于零 ,随后其绝对值逐渐增大。在λ0 = 4. 372 3时悬跨管道的最大正弯矩等价于

简支梁跨中正弯矩 ;当λ0趋于无穷大时 ,悬跨管道的最大正负弯矩等价于两端固支梁模型。

图 3　埋设悬跨管道的最大弯矩与土壤刚度系数的关系

Fig. 3　Maximum bending moment of the pipe vs.

soil stiffness coefficient

图 4　埋设悬跨管道的第一阶弯曲固有频率系数

与土壤刚度系数的关系

Fig. 4　The first order natural frequency of spanning pipe

vs. stiffness of soil coefficient
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4. 4　不同土壤刚度下悬跨管道的弯曲振动固有频率

图 4给出了当土壤刚度系数λ0变化时悬跨段管道第一阶弯曲振动固有频率系数ω0的变化情况。从图

中看出 ,在λ0 = 2. 207 8时固有频率等价于两端简支梁。当λ0趋于无穷大时 ,悬跨段管道的频率等价于两端

固支梁模型。

5　结　语

从两端埋设在线弹性土壤里的悬跨管道模型的静动态特性分析后发现 ,只有在土壤刚度系数λ0的几个

特殊点上 ,悬跨管道的静动态特性等价于简支梁模型。只有在土壤刚度系数λ0非常大的情况下 ,悬跨管道

才可以近似用两端固支梁模型来处理。

本研究提供的理论和计算公式可以为悬跨管道的静动态计算提供理论指导。特别是土壤刚度系数λ0

的引入准确量化了土壤刚度的弹性约束作用 ,使土壤刚度的约束作用度量不再是按照实际土壤刚度的大小。

应该用综合考虑土壤刚度、管道弯曲刚度和跨度的无量纲土壤刚度系数λ0 ,才能更客观地反映埋设段管道

对悬跨段管道的约束作用。
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