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辛体系下曲线形水中悬浮隧道
对波浪激励的动力响应研究

3
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摘要 : 在哈密顿体系下建立曲线形水中悬浮隧道的运动方程 ,即哈密顿正则方程。用哈密顿混合

能变分原理处理曲线形水中悬浮隧道的两端边界条件以及径向布设的张力腿弹性支承 ,建立满足

边界条件的线性方程组 ,采用分离变量法和本征向量展开法求解哈密顿正则方程。为曲线形水中

悬浮隧道的动力响应分析提供一类方法。最后结合案例 ,运用辛方法分析波浪作用下曲线形水中

悬浮隧道的弯矩和扭矩 ,结果表明 ,可以忽略扭矩对弯矩的影响。

关键词 :水中悬浮隧道 ;哈密顿体系 ;辛方法 ;波浪 ;动力响应

中图分类号 :U459 ;O34　　　文献标识码 :　A

1　引　言

水中悬浮隧道 ( Submerged Floating Tunnel 简

称 SF T) ,又称阿基米德桥 ,是一种悬浮在水中的交

通通道 ,通过锚固系统定位于水底。对于那些由于

受环境限制而不能采用通常交通方案的水域 , SF T

是一种可能的解决方案。目前世界上还没有一座水

中悬浮隧道建成 ,各国学者正在积极开展前期研

究[1211 ]。迄今研究的对象主要是直线型 SF T ,由于

交通对线形的要求 ,在复杂地形地貌下 SF T与岸连

接段很可能采用曲线形结构。了解流体环境下曲线

形水中悬浮隧道的动力行为 ,对于曲线形水中悬浮

隧道的实现很重要。

经典力学有牛顿力学、拉格朗日力学、哈密顿力

学三种形式表示 ,这些不同数学形式陈述同一物理

规律 ,由于形式不同 ,它们在实践中对解决问题会提

供不同的途径。在拉格朗日体系下分析曲线结构运

动 ,得出弯扭耦合的四阶微分方程组[2 ] ,不易求解。

即使能得出位移 ,但如果想进一步获得力 ,仍要费一

番功夫。本文在哈密顿体系下建立平面曲线形式

SF T的运动方程 ,分析波浪作用下曲线形 SF T的动

力响应。

2　曲线形水中悬浮隧道运动方程
的哈密顿形式

　　可以将 SF T简化为梁来研究 ,分析对象是径向

支承的平面圆曲形水中悬浮隧道 ,采用曲线坐标系 ,

如图 1所示。ξ轴正向指向圆心 ,η轴正向指向下 ,ζ

轴与隧道轴线切线平行 ,正向指向右。坐标系ζ轴的

原点在 A 点。

图 1　曲线坐标系

在分析振动或波动问题

时 ,对于时间 t 经常采用傅

里叶展开法 ,即将时域化为

频率法。此时广义位移有一

个乘子 e -ωti , 例如 �u =

u(ζ) e - iωt , 角 位 移 �< =

<(ζ) e - iωt ,其中ω是角频率 ,
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参数。以下分析均在频域中进行。

考虑剪力的影响 ,引入几何关系[9 ]

γξζ =
d uξ
dζ

- <η , 　γηζ =
d uη
dζ

+ <ξ , 　εζ =
d uζ
dζ

-
uξ
R

,

χξ =
d<ξ
dζ

+
<ζ
R

, 　χη =
uξ
R 2 +

d<η
dζ

, 　τ=
d<ζ
dζ

+
1
R

d uη
dζ

(1)

式中 : uξ、uη分别为ξ、η方向位移 ; <ξ、<η、<ζ分别为绕

轴ξ、η、ζ的转角 ;γξζ、γηζ为剪切应变 ;εζ为轴向应变 ;

χξ、χη为挠曲率 ;τ为扭转率。下面以上标点表示对ζ

求导。

广义位移为

q = ( uξ , uη , uζ , <ξ , <η , <ζ) T (2)

拉格朗日方程为

L ( q , Ûq) =
1
2

[ EIξ(Û<ξ +
<ζ
R

) 2 + EIη(Û<η +
uξ
R 2 ) 2 + GI d (Û<ζ +

Ûuη
R

) 2 + kGA ( Ûuξ - <η) 2 + kGA ( Ûuη + <ξ) 2 +

EA ( Ûuζ -
uξ
R

) 2 - ρω2 ( A u2
ξ + A u2

η + A u2
ζ + A a2 <2 + Iξ<2

ξ + Iη<2
η) - 2 fηuη - 2 fξuξ] (3)

式中 : fη , fξ分别为η,ξ方向单位长度分布荷载。

勒让德变换将Ûq变换为 p

p =

p1

p2

p3

p4

p5

p6

=
5L
5Ûq =

kGA ( Ûuξ - <η)

kGA ( Ûuη + <ξ) + GI d (Û<c + Ûuη/ R) / R

EA ( Ûuζ - uξ/ R)

EIξ(Û<ξ + <ζ/ R)

EIη(Û<η + uξ/ R2 )

GI d (Û<ζ + Ûuη/ R)

(4)

拉格朗日方程可写为

L ( q , p) =
1
2

[
p2

1

kGA
+

( p2 - p6 / R) 2

kGA
+

p2
3

EA
+

p2
4

EIξ
+

p2
5

EIη
+

p2
6

GI d
- ρω2 ( A u2

ξ + A u2
η +

A u2
ζ + A a2 <2 + Iξ<2

ξ + Iη<2
η) - 2 fξuξ - 2 fηuη] (5)

于是哈密顿函数为

H ( q , p) =
p2

1

2 kGA
+ p1 <η +

( p2 - p6 / R) 2

2 kGA
- p2 <ξ +

p2
3

2 GI d
+

p3 uξ
R

+
p2

4

2 EIξ
-

p4 <ζ
R

+
p2

5

2 EIη
-

p5 uξ
R 2 +

p2
6

2 GI d
+

p6 <ξ
R

+
1
2
ρω2 ( A u2

ξ + A u2
η + A u2

ζ + A a2 <2
ζ + Iξ<2

ξ + Iη<2
η) + fξuξ + fηuη (6)

哈密顿正则方程如下

Ûq =
5 H
5 p

=

p1

kGA
+ <η

p2 - p6 / R
k GA

<ξ

p3

EA
+

uξ
R

p4

EIξ
<ξ
R

p5

EIη
uξ
R 2

p6 ( 1
GI d

+
1

kR 2 GA
) -

p2

kR GA
+

<ξ
R

, 　Ûp =
5 H
5q

=

- ρAω2 uξ
p3

R
+

p5

R2 fξ

- ρAω2 uη - fη

- ρAω2 uξ

- ρω2 Iξ<ξ + p2
p6

R

- ρω2 Iη<η - p1

- ρA a2ω2 <ξ +
p4

R

(7)

引入对偶变量

v = ( qT , pT ) T (8)

式 (7) 可表达为

Ûv = Hv + h (9)
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H =

0 0 0 0 1 0 1
kGA

0 0 0 0 0

0 0 0 - 1 0 0 0 1
kGA

0 0 0 1
kRGA

1
R

0 0 0 0 0 0 0 1
EA

0 0 0

0 0 0 0 0 0 -
1
R

0 0 0 1
EIξ

00

-
1
R2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

EIη
0

0 0 0 1
R

0 0 0 1
kRGA

0 0 0 1
GI d

+
1

kR2 GA

-ρAω2 0 0 0 0 0 0 0 -
1
R

0 1
R2 0

0 -ρAω2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 -ρAω2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 -ρIξω2 0 0 0 1 0 0 0 -
1
R

0 0 0 0 - ρIηω2 0 - 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 -ρA a2ω2 0 0 0 1
R

0 0

h为荷载 ,对于水中悬浮隧道 ,垂直于隧道外表面的

荷载可分解为竖向和径向 ,即

h = (0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 , fξ , fη ,0 ,0 ,0 ,0) T (10)

　　在推导过程中不能忽略剪力的影响 ,否则得到

的一阶方程组相矛盾 ,方程无解 ,也即与物理意义不

相符。

3　边界条件

关于梁的理想边界条件通常的提法为 :自由端

Fs = 0 , M = 0 ; 简支端 w = 0 , M = 0 ; 固支端 w

= 0 ,θ= 0。

由于每一端只给出 n个条件 ,而未知量为 2n个 ,

因此在每端直接求解是有困难的 ,应当将两端的条件

合起来建立方程来求解。对于边界条件来说 ,它给出

的可以是力为已知或位移为已知 ,这与变分原理中的

给力边界条件Γσ或给位移边界条件Γu相对应。对于 x

= 0与 x = l两端 ,相应地将边界条件记为Γσ0、Γσl、

Γu0、Γul。于是可给出一般形式的边界条件为

( q = �q0 )Γ
u0 , 　( p = �p0 )Γσ0 , 　( x = 0)

( q = �ql )Γul
, 　( p = �p l )Γσl , 　( x = l)

(11)

即在端部 n个条件中 ,一部分是给定力边界条件 ,而

另一部分是给定位移边界条件。

有了边界条件 ,就可以写出与对偶方程组及边

界条件式 (11) 等价的哈密顿混合能变分原理[12 ]

δ{∫
l

0
[ pTÛq - H( q, p) ]d x - [ pT ( q - �ql ) ]Γ

ul
- [�pT

l q ]Γσl +

[ pT ( q - �q0 ) ]Γ
uo

+ [ �pT
0 q]Γσ0 } = 0 (12)

展开变分式 (12) 有

∫
l

0
[ (δp T ) (Ûq -

5 H
5 p

) - (δqT ) ( Ûp +
5 H
5q

) ]d x +

[ pTδq ] l
x = 0 - [ (δp T ) (�q - ql ) ]Γ

ul
- [ �pT

lδq ]Γσl +

[ (δp T ) ( q - �q0 ) ]Γ
u0 + [ �pT

0 q]Γσ0 = 0 (13)

由于域内δp 和δq 的任意性即给出对偶方程组

式 (7) ,而两端则余留下

[ (δq) T ( p - �pl ) ]Γσl - [ (δp) T ( q - �ql ) ]Γ
ul

- [ (δq) T ( p -

�p0 ) ]Γσ0 + [ (δp) T ( q - �q0 ) ]Γ
u0 = 0 (14)

再由给定位移边界Γu上δp的任意性和给力边界Γσ

上δq的任意性即给出边界条件式 (11) 。

根据本征向量的展开解法 ,原问题的解可写为

v( x) = 6
n

i = 1
[ A i e
μ

i xψi + B i e -μi xψn+ i ] (15)

　　这里已通过叠加原理将与非奇次项相关的特

解因素去除了 ,此时式 (11) 、式 (12) 表达式中的各

给定位移 �q0、�ql 和力值 �p 0、�p l ,应理解为除去特解因

素后留下的已知值。

由于式 (15) 中采用的是本征向量展开 ,因此域

内的微分方程已全部满足。将式 (15) 代入变分原理

式 (12) ,则只留下两端变分方程 (14) 。
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由 x = 0端的表达式

v(0) = 6
n

i = 1
[ A i

qi

pi

+ B i

qn+i

pn+ i

] (16)

有

[ (δp) T ( q - �q0 ) ]Γ
u0 - [ (δq) T ( p - �p0 ) ]Γσ0

= [ ( 6
n

i = 1

(δA i p i +δB i p n+ i ) ) T ( 6
n

j = 1

( A j q j + B j qn+ j ) -

�q0 ) ]Γ
u0 - [ ( 6

n

i = 1

(δA i q i +δB i qn+ i ) ) T ( 6
n

j = 1

( A j p j +

B j p n+ j ) - �p0 ) ]Γσ0 (17)

由 x = l端的表达式

v( l) = 6
n

i = 1
[ A i e
μ

i l
qi

pi

+ B i e -μi l
qn+i

pn+ i

] (18)

有

[ (δq) T ( p - �p l ) ]Γσl - [ (δp) T ( q - �ql ) ]Γ
ul

= [ ( 6
n

i = 1

(δA i e
μ

i l q i +δB i e -μi l qn+ i ) ) T ( 6
n

j = 1

( A j e
μ

i l p j +

B j e -μi l p n+ j ) - �p l ) ]Γσl - [ ( 6
n

i = 1

(δA i e
μ

i l p i +

δB i e -μi l p n+ i ) ) T ( 6
n

j = 1

( A j e
μ

i l q j + B j e -μi l qn+ j ) - �ql ) ]Γσl

(19)

将式 (18) 、式 (19) 代入式 (14) ,并根据δA i ,δB i

的任意性 ,即可建立求解各个常数的代数方程组
c1 ,1 c1 ,2 ⋯ c1 ,2 n

c2 ,1 c2 ,2 ⋯ c2 ,2 n

… … …
cn,1 cn,2 ⋯ cn,2 n

cn+1 ,1 cn+1 ,2 ⋯ cn+1 ,2 n

… … …
c2 n,1 c2 n,2 ⋯ c2 n,2 n

A 1

A 2

…
A n

B1

…
B n

=

d1

d2

…
…
d2 n

(20)

其中
ci , j = ( pT

i q j )Γu0 - ( qT
i p j )Γσ0 - (e (μ

i +μj
) l p T

i q j )Γul
+

　　(e (μ
i +μj

) l qT
i p j )Γσl

ci , n+ j = ( pT
i qn+ j )Γu0 - ( qT

i p n+ j )Γσ0 -

　　(e (μ
i -μj

) l p T
i q n+ j )Γul

+ (e (μ
i -μj

) l qT
i p n+ j )Γσl

cn+i , j = ( pT
n+ i q j )Γu0 - ( qT

n+i p j )Γσ0 -

　　(e (μ1 -μ2 ) l p T
n+ i q j )Γul

+ (e (μ
j -μi

) l q T
n+i p j )Γσl

cn+i , n+ j = ( pT
n+ i qn+ j )Γu0 - ( qT

n+ i p n+ j )Γσ0 -

　　(e - (μ
i +μj

) l p T
n+i q n+ j )Γul

+ (e - (μ
i +μj

) l qT
n+ i p n+ j )Γσl

di = ( pT
i �q0 )Γ

u0 - ( qT
i �p 0 )Γσ0 - ( e

μ
i l p T

i �q l )Γul
+

　　( e
μ

i l qT
i �p l )Γσl

dn+i = ( pT
n+i �q0 )Γ

u0 - ( qT
n+i�p0 )Γσ0 - (e-μi l qT

n+i �q l )Γul
+

　　( e-μil qT
n+ i �p l )Γσl

(21)

其中 i、j为 1、2、⋯n。

对于弹性支承的边界条件 ,除了给定位移边界
Γu0、Γul 外 ,在给力边界Γσ0、Γσl 上还有弹性支承 ,其
弹性支承的刚度矩阵分别写为 R0、Rl。此时在

式 (12) 上再加上弹性支承变形能 ,即可构成相应的

哈密顿变分原理

δ{∫
l

0
[ pT Ûq - H ( q , p) ]d x - [ pT ( q - �ql ) ]Γ

ul
-

[ �pT
l q ]Γσl + [ pT ( q - �q0 ) ]Γ

u0 + [ �pT
0 q]Γσ0 +

[
1
2

qT Rl q ]Γσl + [
1
2

qT R0 q]Γσ0 } = 0 (22)

如果采用本征向量展开式(15) ,则变分式(22) 成为

[ (δq) T ( p - �p l + Rl q) ]Γσl - [ (δp) T ( q - �ql ) ]Γ
ul

-

[ (δq) T ( p - �p0 - R0 q) ]Γσ0 + [ (δp) T ( q - �q0 ) ]Γ
u0 = 0

(23)

如果设 x = l端有一对径向布设的张力腿 ,张力

腿与水平向夹角为θ。单根张力腿刚度为 K ,可得支

撑的刚度矩阵如下

Rl =

2 Kcosθ

2 Ksinθ

0

0

0

4 R2 Ksinθ

(24)

相关边界条件为

[δq) T ( Rl q) ]Γσl =

6
n

i = 1

( 6
n

j = 1
A j e

(μ
i +μj

) l qT
i R l q j + B j e

(μ
i -μj

) l qT
i R i qn+ j )δA i +

6
n

i = 1

( 6
n

j = 1
A j e

(μ
j -μi

) l qT
n+i R i q j + B j e - (μ

i +μj
) l q T

n+i R i qn+ j )δB i

(25)

对于一端固支一端有弹性支撑的曲线结构 ,其

方程 (20) 的系数如下

ci , j = ( pT
i q j )Γu0 + (e (μ

i +μj
) l qT

i p j + e (μ
i +μj

) l qT
i R l q j )Γσl

ci , n+ j = ( pT
i qn+ j )Γu0 + (e (μ

i -μj
) l qT

i p n+ j +

　　e (μ
i -μj

) l qT
i R l q n+ j )Γσl

cn+i , j = ( pT
n+i q j )Γu0 + (e (μ

j -μi
) l q T

n+i p j +

　　e
(μ

j -μi
) l qT

n+ i R l q j )Γσl

cn+i , n+ j = ( pT
n+ i q n+ j )Γu0 + (e - (μ

i +μj
) l q T

n+i p n+ j +

　　�e (μ
i +μj

) l qT
n+ i R l qn+ j )Γσl

di = ( pT
i �q0 )Γ

u0 + ( e
μ

i l qT
i �p i )Γσl

dn+ i = ( pT
n+i�q0 )Γ

u0 + (e -μi l qT
n+ i �p l )Γσl

(26)
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由方程 (20) 解得系数 A i、B i ,代入式 (15) ,加上

特解 ,即可得出曲线梁上任意一点广义位移和广义

内力。

4　波浪荷载下曲线形 SF T动力
响应

411　波浪荷载

波浪采用线性波理论 , y 是从平面水位向上为

正。自由表面见图 2。

图 2　线性波示图

对点 ( x , y) 和时刻 t ,水质点水平速度 u和垂直

速度 v ,由下式给定

u =
πH

T
(co sh2π( y + d) / L

sinh2πd/ L
) cos2π( x

L
t
T

) (27)

v =
πH

T
( sinh2π( y + d) / L

sinh2πd/ L
) sin2π( x

L
t
T

) (28)

式中 : H为波高 ; L为波长 ; T为波浪周期 , d为水深。

设速度向量 u = ( u　v) T , 加速度向量 Ûu =

( Ûu　Ûv) T。

波浪作用在 SF T上的荷载采用Morison方程计

算为

Pw ( x , t) =
1
2
ρL CD D u | u | + CmρL

πD2

4
Ûu (29)

式中 :ρL 水的质量密度 ,取 1g·cm - 2 ; D为截面宽度

或直径 ; CD 为阻力系数 ,圆形截面取 110 ; Cm 为惯性

力系数或质量系数 ,圆形截面取 210[13 ]。

设波浪传播与隧道位置之间的关系见图 3。隧

道上任意一点到横向坐标轴的距离为

l = 2 Rsin
θ
2

sin (
π
2

-
θ
2

- θ1 ) (30)

以隧道左端部为参照基准 ,隧道不同位置处波

浪相位差为Δθ= 2πl/λ,其中λ为波长。流体的速度

分解为沿隧道径向和竖向的速度 ,分别为

u =
πH

T
exp (2πy

L 0
) cos2π( x - l
λ

t
T

) sin (θ1 +θ) (31)

v = -
πH

T
exp (2πy

L 0
) sin2π( x - l
λ -

t
T

) (32)

412　水中悬浮隧道的设计参数

图 3　波向与隧道段 AB的关系

SF T设计参数采用

我们正在做的概念设计

参数[11 ]。隧道轴线圆心

角π/ 6 ,曲率半径 200m ,

隧道轴线长 10417m ,顶

面位于水面下 5m。隧道

断面为圆形 ,外径 D =

10m ,内径 D1 = 9m。重

浮比 0174 ,浮力 7815 tf ,

富裕浮力 2014 tf 。张力腿

径向布设 ,与水平向夹角

为θ =π/ 3 ,隧道端部切

线与波浪传播方向夹角

θ1 = 45°。根据张力腿安装变形伸长量控制在 0101m

内 ,设计张力腿弹簧刚度 K = 5189 ×107 N/ m。

隧道主体结构材料为钢筋混凝土 ,结构参数如

下 : Ec = 3145 ×104 N/ mm2 ; Iξ = 16817m4 ; G =

014 Ec = 1138 ×104 N/ mm2。

波浪参数 :波高 210m ;波长 50m ; 周期 T =

5166s ;水深 50m。

413　计算结果

假设分析对象左端为固支 ,右端为径向张力腿

支撑 ,这样端部 x = 0的边界条件为

�q0 = (0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0) T (33)

x = l端的边界条件为自由边界加弹性支撑 ,除去特

解后边界条件为

�p l = - 6
n

i

(∫
l

0
ci ( l) eμi

( l -ξ) dξp i +

∫
k

0
di ( l) e -μi

( l-ξ) dξp n+ i ) (34)

t = 0时 ,表示波峰经过隧道与岸连接处。计算

给出 t = 0和 t = 0125 T时刻的力矩和扭矩 ,具体见

图 4、图 5和图 6。

图 4 绕ξ轴弯矩

从图 4、图 5可知 ,弯矩沿隧道轴呈现变幅周期变化 ,

绕径向轴ξ最大弯矩为 414 ×107 N·m ,绕竖向轴η

最大弯矩为 218 ×107 N ·m ;从图 6可知 ,扭矩沿隧
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图 5 绕η轴弯矩

道轴单调变化 , 端部扭矩绝对值最大 , 最大值为

415 ×106 N ·m ,比最大弯矩小一个量级。

图 6 绕ζ轴扭矩

4　结　论

在哈密顿体系下建立曲线形 SF T的运动方程 ,

其形式比拉格朗日体系下的微分方程简洁。用哈密

顿混合能变分原理处理曲线形水中悬浮隧道的两端

边界条件及径向布设张力腿的弹性支承 ,建立满足

边界条件的线性方程组 ,采用本征向量展开法求解 ,

避免了求解拉格朗日体系下弯扭耦合的高阶微分方

程 ,为曲线形水中悬浮隧道动力学分析提供了一类

方法。

结合案例分析了波浪作用下曲线形水中悬浮隧

道的弯矩和扭矩。分析结果表明 ,扭矩比弯矩小一

个量级 ,案例中扭矩对弯矩的影响可以忽略。
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