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一般广义离散系统动态输出反馈 H∞控制器设计
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　　摘　要 : 提出一种用于一般广义离散系统的严格真动态输出反馈 H∞控制器设计方法。首先 ,构造辅助广义
离散系统 ,给出该系统的状态反馈 H∞控制器设计方法 ,在此基础上 ,用两组矩阵不等式给出使一般广义离散系统
是允许的且满足 H∞范数限制的控制器存在的充分条件 ,并给出了控制器的解析表达式。通过解这两组矩阵不等
式 ,即可获得所需的控制器。控制器的可解性条件由系统的系数矩阵表达 ,因此不需要矩阵分解 ,可避免由矩阵
分解产生的数值问题。仿真结果证实算法的有效性。
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　　Abstract : A method to design a st rictly proper dynamic output feedback H∞ cont roller for common discrete

singular system is given. First , an auxiliary singular discrete system is const ructed and it s state feedback H∞

cont roller is designed , and then by means of two groups of mat rix inequalities , a sufficient condition for the ex2
istence of the dynamic output feedback H∞ cont roller is presented , such that the resulting closed2loop system is

admissible with it s t ransfer function satisfying H∞ norm const raint . By solving the two group s of mat rix ine2
qualities , t he desired cont roller can be obtained. The condition for the solvability of the cont rollers is expressed

by using the coefficient mat rices of the whole system. The design procedure involves no decomposition of the

system , which can avoid some numerical problems arising f rom the decomposition of mat rices. A numerical ex2
ample is given to demonst rate the application of the proposed method.

Keywords : common discrete singular systems ; dynamic output feedback ; state feedback ; two groups of

mat rix inequalities ; auxiliary singular discrete system

0　引　言

　　近年来 ,广义系统的 H∞控制问题受到很多学者的关

注 ,取得了很多结果 ,如对于广义连续系统 ,文献[1 ]考虑用
J2谱分解方法研究广义连续系统的控制问题 ,文献[2 ]给出了
解决广义连续系统 H∞控制问题的两个广义代数 Riccati方
程 ,文献[3 ]用线性矩阵不等式方法解决了广义连续系统的
动态输出反馈 H∞控制问题。对于广义离散系统 ,文献 [4 ]

给出了广义离散系统的状态反馈 H∞控制器设计方法 ,文献
[5 ]给出了广义离散系统是允许的且满足 H∞范数限制的充
要条件 ,并将一类不确定广义离散系统的控制问题转化为确

定性广义离散系统的控制问题。另外 ,广义系统的其它控制
问题也得到深入的研究 (如混合 H2 / H∞问题[6 ]、最优控制问

题[7 ]、解耦问题[8 ]、时滞系统控制问题[9 ]等) 。
应该指出尽管广义系统的研究取得很大进展 ,但由于

广义离散系统的复杂性 ,型如方程 (1)的一般广义离散系统
的动态输出反馈 H∞控制器设计至今没有结果 ,仅有特殊

情况被考虑[10 ]。为此本文提出一般广义离散系统的严格

真动态输出反馈 H∞控制器设计方法。首先 ,构造辅助广
义离散系统 ,并给出该系统的状态反馈控制器设计方法 ,在
此基础上 ,用两组矩阵不等式给出使一般广义离散系统是
允许的且满足 H∞范数限制的控制器存在的充分条件 ,并
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给出了控制器的解析表达式。通过解这两组矩阵不等式 ,

即可获得所要求的控制器。控制器的可解性条件由系统的
系数矩阵表达 ,不需要矩阵分解 ,可避免由矩阵分解产生的
数值问题。仿真结果证实算法的有效性。

1　问题描述

本文中 , ‖G( z) ‖∞ = supω∈[0 ,2π)δmax ( G(ejω) )表示离散系

统传递函数矩阵 G( z)的 H∞范数 ,δmax表示矩阵的最大奇异

值 , 3代表矩阵元素的对称元素 , I代表适当维数的单位阵。

我们考虑的一般广义离散系统由下面的差分方程描述

Ex ( k + 1) = Ax ( k) + B1ω( k) + B2 u( k)

z ( k) = C1 x ( k) + D11ω( k) + D12 u( k)

y ( k) = C2 x ( k) + D21ω( k) + D22 u( k)

(1)

这里 E可以是奇异的 , A, Bi , Ci , Dij ( i , j = 1 ,2)是已知的适

当维数的实数矩阵 , x ( k)为系统状态 , u ( k)为控制输入 ,

ω( k)为干扰输入 , y ( k) 为量测输出 , z ( k) 为控制输

出 , k = 0 ,1 ,2 , ⋯, ∞。

本文考虑为系统 ( 1)设计一个严格真动态输出反馈

H∞控制器

Êx ( k + 1) = Ac x̂ ( k) + Bc y ( k)

u( k) = Cc x̂ ( k)
(2)

使闭环系统是允许的且由ω到 z 的闭环传递函数满足

‖Gzω ( Z) ‖∞ < r, 这里 r是给定正数 , x̂ ( k)是控制器的状态。

2　主要结果

引理 1[5 ] 　广义离散系统

Ex ( k + 1) = Ax ( k) + Bω( k)

z ( k) = Cx ( k) + Dω( k)
(3)

是允许的且满足‖C( z E - A) - 1 B + D‖∞ < r当且仅当存在

可逆对称矩阵 P满足下面的矩阵不等式组

ET PE ≥0

AT PA - ET PE + CT C + ( AT PB + CT D) ·

( r2 I - DT D - BT PB) - 1 ( BT PA + DT C) < 0

r2 I - DT D - BT PB > 0

(4)

　　定理 1　对于矩阵不等式 (5)

ET XE ≥0

- ET XE + ( A + B2 F) T X( A + B2 F) ( A + B2 F) T XB2 ( A + B2 F) T XB1 ( C1 + D12 F) T

3 - ET XE + BT
2 XB2 BT

2 XB1 0

3 3 - α2γ2 I + BT
1 XB1 DT

11

3 3 3 - α2 I

≤0
(5)

如果存在一可逆对称矩阵 X满足下列矩阵不等式组 :

ET XE ≥0

θ1 =α2γ2 -
1
α2

DT
11 D11 - BT

1 XB1 > 0

θ2 = ET XE - BT
2 XB2 - BT

2 XB1θ- 1
1 BT

1 XB2 > 0

- ET XE + AT XA + CT
1 C1 +θ5 - θT

4θ- 1
3 θ4 ≤0

(6)

则矩阵 F = -θ- 1
3 θ4 使式 (5)成立。这里γ,α为给定的正

数 ,θ3 ,θ4 ,θ5 ,θ1 ,θ2 如式 (7)所示。

θ3 = BT
2 XB2 +

1
α2 DT

12 D12 +β1θ- 1
1 βT

1 + ( BT
2 XB2 +

β1θ- 1
1 BT

1 XB2 )θ- 1
2 ( BT

2 XB2 + BT
2 XB1θ- 1

1 βT
1 )

θ4 = BT
2 XA +

1
α2 DT

12 C1 +β1θ- 1
1 β2 + ( BT

2 XB2 +

β1θ- 1
1 BT

1 XB2 )θ- 1
2 ( BT

2 XA + BT
2 XB1θ- 1

1 β2 )

θ5 =βT
2θ- 1

1 β2 + ( AT XB2 +βT
2θ- 1

1 BT
1 XB2 ) ×

θ- 1
2 ( BT

2 XA + BT
2 XB1θ- 1

1 β2 )

β1 = BT
2 XB1 +

1
α2 DT

12 D11

β2 = BT
1 XA +

1
α2 DT

11 C1

(7)

　　证明　由式 (6)和 F = -θ- 1
3 θ4 ,得

- ET XE + AT XA + CT
1 C1 +θ5 - θT

4θ- 1
3 θ4 +

( F +θ- 1
3 θ4 ) Tθ3 ( F +θ- 1

3 θ4 ) < 0 (8)

进一步有

- ET XE + AT XA + CT
1 C1 +θ5 +

FTθ3 F + FTθ4 +θT
4 F < 0 (9)

将式 (7)代入式 (9)得

- ET XE + ( A + B2 F) T X( A + B2 F) + ( C1 + D12 F) T ( C1 +

D12 F) /α2 + [ ( A + B2 F) T XB1 + ( C1 + D12 F) T D11 /α2 ]·

θ- 1
1 [ DT

11 ( C1 + D12 F) /α2 + BT
1 X( A + B2 F) ] + [ ( A +

B2 F) T XB2 + ( ( A + B2 F) T XB1 + ( C1 + D12 F) T D11 /α2 ) ·

θ- 1
1 BT

1 XB2 ] ×( ET XE - BT
2 XB2 - BT

2 XB1θ- 1
1 BT

1 XB2 ) - 1 ·

[ BT
2 X( A + B2 F) + BT

2 XB1θ- 1
1 ( DT

11 ( C1 + D12 F) /α2 +

BT
1 X( A + B2 F) ) ] < 0 (10)

由式 (6) 、式 (10)和 shur补引理 ,矩阵不等式 (5)成立。

矩阵 F可通过解矩阵不等式组 (6)获得。

下面构造辅助广义离散系统

Ex ( k + 1) = (A + LC2 ) x ( k) + (B1 + LD21 )ω( k)

z ( k) = D12 F/β

( ET XE) 1/ 2 F
x ( k)

(11)

　　由引理 1 ,系统 (11)是允许的且由ω到 z 的闭环传递函

数满足

‖Gzω ( Z) ‖∞ <βγ(β> 0 ,γ > 0)
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　　仅当存在可逆对称矩阵 Y和矩阵 L 满足下面的矩阵不 等式 (12) 。

ET YE ≥0

- ET YE + ( A + L C2 ) T Y( A + LC2 ) + FT ET XEF + FT DT
12 D12 F/β2 ( A + L C2 ) T Y( B1 + L D21 )

3 - β2γ2 I + ( B1 + L D21 ) T Y( B1 + L D21 )
≤0

(12)

　　定理 2　考虑一般广义离散系统 (1) ,如果存在可逆对

称矩阵 X, Y,矩阵 F , L 和正实数α,β满足定理 1 中的式

(5) ,矩阵不等式 (12)和α2 +β2 = 1 ,则严格真动态输出反馈

控制器

Êx ( k + 1) = Ac x̂ ( k) + Bc y ( k)

u = Cc x̂ ( k)
(13)

使系统 (1) 是允许的且由ω到 z 的闭环传递函数满足

‖Gzω ( Z) ‖∞ <γ, r是给定的正数。

控制器参数为

Ac = A + ( B2 + L D22 ) F + L C2

Bc = - L

Cc = F (14)

　　证明　由控制器 (13)和系统 (1)构成的闭环系统为

�Eζ( k + 1) = Gζ( k) + Hω( k)

z ( k) = Jζ( k) + Mω( k)
(15)

这里

�E = E 0

0 E
, H =

B1

Bc D21

,

G = A B2 C2

Bc C2 Ac + Bc D22 Cc

, J = [ C1 , D12 Cc ] ,

M = D11 , 　ζ( k) = x ( k)

x̂ ( k)
(16)

由引理 1 ,闭环系统 (15)是允许的且由ω到 z 的闭环传递函

数满足‖Gzω ( Z) ‖∞ <γ当且仅当下面矩阵不等式组成立

�ET P�E ≥0

GT PG - �ET P�E + J T J + ( GT PH + J T M) ×

( r2 I - MT M - HT PH - 1 ) ( HT PG + MT J ) ≤0

r2 I - MT M - HT PH > 0

(17)

令实对称可逆矩阵

P = X + Y - Y

- Y Y
= I - I

0 I

X 0

0 Y

I 0

- I I

很容易验证 �ET P�E≥0 ,这里 X是式 (6)的解 , Y是满足式
(12)的对称可逆矩阵。

利用式 (16)将矩阵 �E , G, H , J , M , P代入式 (17) ,并由

shur补引理 ,可得

(1 ,1) (1 ,2)

(2 ,1) (2 ,2)
≤0 (18)

这里

(1 ,1) = AT - AT + CT
2 BT

c

CT
c B T

2 - CT
c B T

2 + AT
c + CT

c D T
22 BT

c

X 0

0 Y
×

A B2 C2

- A + Bc C2 - B2 Cc + Ac + B2 D22 Cc

-

ET - ET

0 ET

X 0

0 Y

E 0

- E E
+

CT
1 C1 CT

1 D12 Cc

CT
c D T

12 C1 CT
c D T

12 D12 Cc

(1 ,2) = (2 ,1) T

AT - AT + CT
2 BT

c

CT
c B T

2 - CT
c B T

2 + AT
c + CT

c D T
22 BT

c

　 X 0

0 Y

B1

- B1 + Bc D21

+ CT
1

CT
c D T

12

(2 ,2) =

- r2 I + DT
11 D11 + ( - BT

1 + DT
21 BT

c ) Y( - B1 + Bc D21 ) + BT
1 XB1

矩阵不等式 (18)左乘
I I 0

0 I 0

0 0 I

,右乘
I 0 0

I I 0

0 0 I

并利用控

制器解析式 (14) ,得

(1 ,1) , (1 ,2)

(2 ,1) , (2 ,2)
≤0 (19)

这里

(1 ,1) = AT + CT
c B2 0

CT
c BT

2 - CT
c BT

2 + AT
c + CT

c DT
22 BT

c

X 0

0 Y
×

A + B2 C2 B2 Cc

0 - B2 Cc + Ac + B2 D22 Cc

-

ET 0

0 ET

X 0

0 Y

E 0

0 E
+

CT
1 C1 + CT

c DT
12 C1 + CT

1 DT
12 Cc + CT

c DT
12 Cc CT

1 D12 Cc + CT
c DT

12 D12 Cc

CT
c D T

12 C1 + CT
c D T

12 D12 Cc CT
c D T

12 D12 Cc

(1 ,2) = AT + CT
c B T

2 0

CT
c B T

2 - CT
c B T

2 + AT
c + CT

c D T
22 BT

c

X 0

0 Y
·
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B1

- B1 + Bc D21

+ CT
1 + CT

c D T
12

CT
c D T

12

D11

(2 ,1) = (1 ,2) T

(2 ,2) =

- r2 I + DT
11 D11 + ( - BT

1 + DT
21 BT

c ) Y×

( - B1 + Bc D21 ) + BT
1 XB1

所以仅需证明式 (19)成立。

由式 (12)和 shur补引理可得

0 0 0 0

3 - ET YE + ( A + L C2 ) T Y( A + L C2 ) + FT ET XEF ( A + L C2 ) T Y( B1 + L D21 ) FT DT
12

3 3 - β2γ2 I + ( B1 + L D21 ) T Y( B1 + L D21 ) 0

3 3 3 - β2 I

≤0 (20)

由式 (5)和式 (20) ,并利用α2 +β2 = 1 ,可得下式成立

I

FT

I

I

×(5) ×

I

F

I

I

+

0

0

- I

0

×(20) ×

0

0

- I

0

≤0 (21)

由式 (21)和 shur补引理 ,式 (19)成立 ,证明完成。
下面给出求矩阵 L的方法 ,构造辅助系统 (11)的对偶

系统 (22)

ET x ( k + 1) = ( AT + CT
2 LT ) x ( k) +

[ FT DT
12 /β　FT ( ( ET XE) 1/ 2 ) ]ω( k)

z ( k) = ( BT
1 + DT

21 LT ) x ( k) (22)

因为‖G1
zω ( Z) ‖∞ = ‖( G2

zω ( Z) ) T ‖∞

这里 G1
zω ( Z)是系统 (11)由 z 到ω的传递函数 , G2

zω ( Z)

是系统 (22)由 z到ω的传递函数所以可通过系统 (22)求解

矩阵 L。

令 �C = [ FT DT
12 /β　FT ( ET XE) 1/ 2 ] ,根据引理 1 ,系统 (22)

允许的且由ω到 z的闭环传递函数满足‖Gzω ( Z) ‖∞ <βγ

(β> 0 ,γ> 0)当且仅当存在可逆对称矩阵 Z满足下面的矩阵

不等式

EZET ≥0

- EZET + ( A + L C2 ) Z( A + L C2 ) T + ( B1 + L D21 ) ( B1 + L D21 ) T ( A + L C2 ) Z�C

3 - β2γ2 I + �CT Z�C
≤0

(23)

　　定理 3　对于矩阵不等式 (23) ,如果存在对称可逆阵 Z

满足

EZET ≥0

β2γ2 I - �CT Z�C > 0

- EZET + AZAT + B1 BT
1 +

　AZ�Cθ- 1
6 �CT ZA - θT

8θ- T
7 θ8 < 0

θ6 > 0

(24)

则 L = -θT
8θ- 1

7 使 (23)成立 ,这里

θ6 =β2γ2 I - �CT Z�C > 0

θ7 = C2 ZCT
2 + D21 DT

21 + C2 Z�Cθ- 1
6 �CT ZCT

2

θ8 = C2 ZAT + D21 BT
1 + C2 Z�Cθ- 1

6 �CT ZA

(25)

β,γ为给定正数。

证明类似定理 1。

注 1　由定理 3 ,不仅可获得矩阵 L ,而且也得到广义

离散系统 (26)的状态反馈控制器设计方法

ET x ( k + 1) = AT x ( k) +

　[ FT DT
21 /β　FT ( ( ET XE) 1/ 2 ) ]ω( k) + CT

2 u( k)

z ( k) = BT
1 x ( k) + DT

21 u( k)

(26)

即 u = LT x ( k)使系统 (26)是允许的且满足 ‖G2
zω ( Z) ‖∞ <

βγ。

注 2　定理 1～3表明如果存在可逆对称矩阵 X, Z满

足式 (6)和式 (24) ,则一般广义离散系统的 H∞控制问题是

可解的。严格真动态输出反馈控制器可通过求解两组矩阵

不等式 (6)和 (24)获得。可解性条件由系统的系数矩阵表

达 ,因此设计过程不需矩阵分解 ,可避免由矩阵分解产生的

数值问题。

注 3　对于相对低阶的系统 ,矩阵不等式 (6)和 (24)的

求解可通过数值搜索方法 ,对于高阶的系统 ,求解矩阵不等

式 (6)和 (24)的有效方法仍有待研究。

3　仿真分析
考虑如下的一般广义离散系统
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E = 0 . 05 0 . 22

0 0
, A = 0 . 1 0 . 3

0 . 2 0 . 4

B1 = 0

0 . 01
, B2 = 0 . 1 0

0 0 . 5

C1 = [0　0 . 01 ] , C2 = 0 . 2 0 . 3

1 0

D21 = 0

0 . 01
, D22 = 0 . 1 0

0 0 . 2

D11 = 0 . 1 , D12 = [0 . 01　0 . 01 ]

要求 H∞范数界γ= 1。
令α= 0 . 8 ,β= 0 . 6 ,首先求解矩阵不等式组 (6) ,得矩阵

X = 1 . 0e - 005 × 0 . 000 4 - 0 . 028 2

- 0 . 028 2 - 0 . 244 6

所以

F = - θ- 1
3 θ4 = 0 . 811 8 - 0 . 623 5

- 0 . 811 8 - 1 . 623 5

然后求解矩阵不等式组 (24)得

Z = 1 . 0e - 006 × 0 . 025 5 0 . 053 7

0 . 053 7 0 . 046 5

所以 L = -θT
8θ- 1

7 = - 1 . 222 5 - 0 . 267 7

0 - 1

最后所要求的控制器为

Ac = A + ( B2 + L D22 ) F + L C2 = - 0 . 386 8 0 . 006 3

- 1 . 043 5 - 0 . 087 1

Bc = - L = 1 . 222 5 0 . 267 7

0 1

Cc = F = 0 . 811 8 0 . 623 5

- 0 . 811 8 - 1 . 623 5

而且 ,状态反馈控制器 u = LT x ( k)使系统 (26)是允许且满
足‖G2

zω ( Z) ‖∞ <βγ。

4　结束语

本文提出一般广义离散系统的严格真动态输出反馈

H∞控制器设计方法。首先 ,给出辅助广义离散系统的状态

反馈控制器设计方法 ,在此基础上 ,用两组矩阵不等式给出

使闭环系统是允许的且满足 H∞范数限制的控制器存在的

充分条件 ,并给出了控制器的解析表达式。通过解这两组

矩阵不等式 ,即可获得所要求的控制器。控制器的可解性

条件由系统的系数矩阵表达 ,不需要矩阵分解 ,可避免由矩

阵分解产生的数值问题。仿真结果证实算法的有效性。
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