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双材料界面裂纹平面问题的半权函数法
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摘要 : 　应用半权函数法求解双材料界面裂纹的平面问题·　由平衡方程、应力应变关系、界面的连

续条件以及裂纹面零应力条件推导出裂尖的位移和应力场 ,其特征值为 lambda 及其共轭·　设置

特征值为 lambda 的虚拟位移和应力场 ,即界面裂纹的半权函数·　由功的互等定理得到应力强度

因子 KⅠ和 KⅡ以半权函数与绕裂尖围道上参考位移和应力积分关系的表达式·　数值算例体现了

半权函数法精度可靠、计算简便的特点·　
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引　　言

在界面裂纹问题的研究中 ,Williams [1 ]首先通过特征函数展开的方法分析了裂纹尖端附近

的应力场并发现了振荡奇异性的存在 , Rice 和 Sih[2 ]采用应力强度因子的概念表述了界面裂

纹的应力场 ,至此 ,求解具体结构载荷下的应力强度因子就成为了界面裂纹问题的关键·　在求

解界面裂纹应力强度因子的方法中 ,常采用的有边界元法、边界积分方程解法、围线积分法、权

函数法以及边界配置法等·　

权函数法是由 Bueckner 在 1970 年提出的[3 ] ,权函数法给出了解耦裂纹几何和载荷配置

两类影响的途径·　只要对确定的裂纹体求解到了对应的权函数 ,就可以对任何载荷使用简单

的积分完成应力强度因子的计算·　对于界面裂纹情况 , Gao [4 ]将权函数法应用到了各向异性

双材料界面问题 ,Banks-Sills [5 ]将该方法作了针对具体问题的计算分析 ,申连喜 ,余寿文[6 ]给

出了界面裂纹尖端附近或无限大体半无限界面裂纹问题的权函数的显式表达式·　然而 ,由于

权函数是与裂纹体的几何尺寸相关的 ,在应用权函数法的过程中 ,必须针对具体的几何构形 ,

求解相应的权函数 ,其难度大致相当于求解一个裂纹问题·　在几何构形相当复杂的情况下 ,求

解一个权函数 ,其数学上的难度是很大的·　同时对于有限大体 ,由于满足边界条件的困难 ,很

难求得一个理想的权函数·　

柳春图和张端中在 1991 年提出了半权函数[7 ] ,使用与权函数类似的形式 ,用积分表达出

应力强度因子 ,而且半权函数与裂纹体的几何尺寸无关 ,对边界条件没有要求·　该方法在计算
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单材料Ⅰ型的平面问题中得到了很好的应用·　本文将对半权函数法加以推广 ,并应用该方法

计算界面裂纹的应力强度因子·　首先由 Williams 展开得到裂尖的应力和位移场 ,根据其奇异

性的特征值λ, 再由 Williams 展开得到特征值为 -λ的虚拟的裂纹尖端应力位移场 ,即界面裂

纹的半权函数 ;从功的互等定理出发 ,结合从裂纹下缘到上缘绕裂尖任意路径的位移与应力的

近似值 ,得到界面裂纹的应力强度因子 KⅠ和 KⅡ积分形式的表达式·　由于在积分中可以采

用远场的解以避开裂尖的奇异性 ,因此即使采用较粗糙的模型或方法得到的近似值 ,也可以得

到精度较高的 KⅠ、KⅡ·　同时相对于权函数来说 ,对于界面裂纹的任意情况都可以采用同样

的半权函数 ,因而可以扩大求解范围并减小计算难度·　

1 　裂尖位移应力场与半权函数的推导

1. 1 　由 Williams 展开求裂尖位移与应力场

对于含两种材料的裂纹问题 ,两种材料区域的应力函数设为如下形式

　　Ui = r
λ+1 Fi (θ,λ) + c. c·　　　( i = 1 ,2) , (1)

其中 c . c . 为前项的共轭 , Fi 为以下形式 :

　　 Fi = A isin (λ+ 1)θ+ B icos (λ+ 1)θ+ Cisin (λ - 1)θ+ Dicos (λ - 1)θ, (2)

式中 A i 、B i 、Ci 、Di 为复待定系数 ,λ将由特征方程确定 ,相应的应力场和位移场由

　　σirr =
1
r

5 Ui

5 r
+

1
r2

52 Ui

5θ2 , σiθθ =
52 Ui

5 r2 , σirθ = -
5
5 r

1
r

5 Ui

5θ , (3)

　　

uir =
r
λ

8 Gi λ
( - 4λ(λ+ 1) Fi + ( k i + 1) ( F″

i + (λ+ 1) 2 Fi) ) + c. c. ,

uiθ =
r
λ

8 Gi λ( - 1)
( - 4λ(λ - 1) F′

i - ( k i + 1) ( F Ê
i + (λ+ 1) 2 F′

i ) ) + c. c. ,

(4)

求得 ,为

　　

σirr = - λr
λ- 1 ( A i (λ+ 1) sin (λ+ 1)θ+ B i (λ+ 1) cos (λ+ 1)θ+

　　Ci (λ - 3) sin (λ - 1)θ+ Di (λ - 3) cos (λ - 1)θ) + c. c. ,

σiθθ = λ(λ+ 1) r
λ- 1 ( A isin (λ+ 1)θ+ B icos (λ+ 1)θ+

　　Cisin (λ - 1)θ+ Dicos (λ - 1)θ) + c. c. ,

σirθ = - λr
λ- 1 ( - B i (λ+ 1) sin (λ+ 1)θ+ A i (λ+ 1) cos (λ+ 1)θ -

　　Di (λ - 1) sin (λ - 1)θ+ Ci (λ - 1) cos (λ - 1)θ) + c. c. ,

uir = - r
λ( A i (λ+ 1) sin (λ+ 1)θ+ B i (λ+ 1) cos (λ+ 1)θ+

　　Ci (λ - ki) sin (λ - 1)θ+ Di (λ - k i) cos (λ - 1)θ) / (2 Gi) + c. c. ,

uiθ = - r
λ( - B i (λ+ 1) sin (λ+ 1)θ+ A i (λ+ 1) cos (λ+ 1)θ -

　　Di (λ+ ki) sin (λ - 1)θ+ Ci (λ+ k i) cos (λ - 1)θ) / (2 Gi) + c. c. ,

(5)

式中

　　 ki =
3 - 4νi 　　　　　　(平面应变) ,

(3 - νi) / (1 +νi) 　　(平面应力) ,

　　Gi 为剪切模量·　

裂纹面条件
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　　σ1θθ θ= - π = σ1 rθ θ= - π = 0 , σ2θθ θ=π = σ2 rθ θ=π = 0·　 (6)

两种材料交界线上的连续条件 :

　　
u1 r θ=0 = u2 r θ=0 , u1θ θ=0 = u2θ θ=0 ,

σ1θθ θ=0 = σ2θθ θ= 0 , σ1 rθ θ=0 = σ2 rθ θ=0·　
(7)

将式 (5) 代入条件式 (6) 、(7) ,并定义复应力强度因子为

　　珔K = KⅠ - i KⅡ = lim
r →0

(σθθ - iσrθ) |θ= 0 r1 -λ·　 (8)

得到各待定系数的表达式

　　A1 =
- i A ( R +λ)

2 (1 +λ) , B1 =
A ( R - λ)
2 (1 +λ) ,

　　 C1 =
i A
2

, D1 =
A
2

;

　　A2 =
- i A (1 + Rλ)

2 (1 +λ)
, B2 =

A (1 - Rλ)
2 (1 +λ)

,

　　 C2 =
i AR

2
, D2 =

AR
2

,

式中 R = ( G1 + G2 k1) / ( G2 + G1 k2) 为双材料界面裂纹的材料常数 ,

λ =
1
2

+ i
ln R
2π

为特征值 ,

A =
珔K

(1 + R)λ·　

考察裂纹前沿附近的应力为

　　σθθ + iσrθ |θ=0 = Kr -λ·　 (9)

裂纹面间相对位移

　　δr + iδθ = ( ur + i uθ) |
π
-π～ r

λ·　 (10)

由于λ为复数 ,因此当 r →0时式子 (9) 、(10) 体现了裂尖的应力场的振荡奇异性与裂纹面的相

互嵌入现象·　当 G1 = G2、ν1 = ν2 时 ,应力与位移场可以退化为单材料的表达式·　

再看界面的连续问题·　在文献[2 ]中针对无限大板界面裂纹的情况提出在界面上引入应

变分量εx 连续的条件 ,由于该条件在文献[2 ] 中并不是自然满足的 ,因此针对平面应力和平面

应变的情况 ,由应力应变关系对两种材料分别添加了 x 方向的应力分量以使εx 连续 ,在文献

[8 ]、[10 ] 和[11 ] 中对有限尺寸板的计算也沿用了这些规定 ,这无疑限制了求解的范围 ,并且

精确程度也受到影响·　本文所推导的裂尖位移与应力场 ,其界面上εx 的连续性是自然严格满

足的 ,而在远离裂尖的界面上的连续问题可以在近似计算中考虑 ,例如有限元法在界面处的连

接可以满足连续条件 ,这样就避免了不必要的规定 ,可以使计算的范围扩大且精确度提高·　此

外 ,当双材料常数 R 等于 1 时 ,σx 在裂尖的界面两侧是连续的·　

1. 2 　由 Williams 展开求虚拟位移与应力场形式的半权函数

同样采用 Williams 展开 ,将应力与位移场 (5) 中的λ替换为 - λ, 代入裂纹面条件与连续

条件 (6) 、(7) 得到半权函数的表达式 :
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σ(s)
irr = λr-λ- 1 ( A

(s)
i (λ - 1) sin (λ - 1)θ - B

(s)
i (λ - 1) cos (λ - 1)θ+

　　C
(s)
i (λ+ 3) sin (λ+ 1)θ - D

(s)
i (λ+ 3) cos (λ+ 1)θ) + c. c. ,

σ(s)
iθθ = λ(λ - 1) r -λ- 1 ( - A

(s)
i sin (λ - 1)θ+ B

( s)
i cos (λ - 1)θ -

　　C
(s)
i sin (λ+ 1)θ+ D

(s)
i cos (λ+ 1)θ) + c. c. ,

σ(s)
irθ = λr-λ- 1 ( - B

( s)
i (λ - 1) sin (λ - 1)θ - A

(s)
i (λ - 1) cos (λ - 1)θ -

　　D
(s)
i (λ+ 1) sin (λ+ 1)θ - C

(s)
i (λ+ 1) cos (λ+ 1)θ) + c. c. ,

u
(s)
ir = - r -λ( A

(s)
i (λ - 1) sin (λ - 1)θ - B

(s)
i (λ - 1) cos (λ - 1)θ+

　　C
(s)
i (λ+ k i) sin (λ+ 1)θ - D

( s)
i (λ+ k i) cos (λ+ 1)θ) / (2 Gi) + c. c. ,

u
(s)
iθ = - r -λ( - B

(s)
i (λ - 1) sin (λ - 1)θ - A

( s)
i (λ - 1) cos (λ - 1)θ -

　　D
(s)
i (λ - k i) sin (λ+ 1)θ - C

( s)
i (λ - k i) cos (λ+ 1)θ) / (2 Gi) + c. c.·　

(11)

半权函数的系数可以不是唯一的 ,适当选取半权函数的系数以直接得到应力强度因子的

积分形式·　以下系数的表达式中 ,上标 (s ) 表示半权函数 ,下标第一个数字表示材料号 ,第二个

数字表示半权函数组号·　

第一组半权函数的系数为

　　
A

(s)
11 =

- i Q (λ - R)
2 (λ - 1)

, B
(s)
11 =

Q (λ+ R)
2 (λ - 1)

, C
(s)
11 =

i Q
2

, D
(s)
11 = -

Q
2

,

A
(s)
21 =

- i Q ( Rλ - 1)
2 (λ - 1) , B

(s)
21 =

Q ( Rλ+ 1)
2 (λ - 1) , C

(s)
21 =

i QR
2

, D
(s)
21 = -

QR
2
·　

(12)

第二组半权函数的系数为

　　
A

(s)
12 =

Q (λ - R)
2 (λ - 1)

, B
(s)
12 =

i Q (λ+ R)
2 (λ - 1)

, C
(s)
12 = -

Q
2

, D
(s)
12 = -

i Q
2

,

A
(s)
22 =

Q ( Rλ - 1)
2 (λ - 1) , B

( s)
22 =

i Q ( Rλ+ 1)
2 (λ - 1) , C

(s)
22 = -

QR
2

, D
(s)
22 = -

i QR
2

,

(13)

式中

　　Q =
G1 G2

π( G1 + G2 k1)
·　

2 　用半权函数表示应力强度因子 KⅠ、KⅡ

考虑一个受任意载荷的含界面裂纹的平面结构 ,取出该结构中的任意一个包含部分裂纹

图 1 　双材料界面裂纹与积分路径

面的域Ω(图 1) , 在区域的边界中 ,除去两个裂纹面 Cs

以外的边界为Γ,即该区域的边界为 5V = Cs +Γ,沿裂

纹尖端为中心挖取一个半径为 R 的小圆 ,其边界以 CR

表示 ,设被挖掉裂纹尖端以后的区域为珚Ω ,裂纹面为珔CS ,

则有

　　
lim
R →0

珚Ω = Ω,

lim
R →0

珔CS = CS·　
(14)

对于分别为两组位移、面力和体力的表达式 ( ui ,

pi , f i) 和 ( u
(s)
i , p

(s)
i , f

(s)
i ) , 利用功的互等定理 ,我们可以

得到
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　　∫珚Ω
f

(s)
i uidΩ +∫Γ+珔C

S
+ C

B

p
(s)
i uid s =∫珚Ω

f iu
(s)
i dΩ +∫Γ+珔C

S
+ C

R

piu
(s)
i d s·　 (15)

变换上式并略去体积力我们得到

　　∫C
R

( p
(s)
i ui - piu

(s)
i ) d s +∫珔C

S

( p
(s)
i ui - piu

(s)
i ) d s =∫Γ

( piu
(s)
i - p

(s)
i ui) d s·　 (16)

假设 ( ui , pi) 为前面所述的真实位移和面力的近似值 ,在裂纹面上必然有 pi = 0 ; ( u
(s)
i , p

(s)
i )

为半权函数 ,在裂纹面同样有 p
(s)
i = 0·　略去 CS 上的积分 , (16) 式变为

　　∫C
R

( p
(s)
i ui - piu

(s)
i ) d s =∫Γ

( piu
(s)
i - p

(s)
i ui) d s·　 (17)

转换到极坐标下 ,有

　　∫C
R

(σ(s)
rr ur +σ(s)

rθ uθ - σrru
(s)
r - σrθu

(s)
θ ) d s =

　　　　∫Γ
(σ(s)

rr ur +σ(s)
rθ uθ - σrru

(s)
r - σrθu

(s)
θ ) d s·　 (18)

将 (5) 、(11) 式代入 (18) 式中 ,注意到不同材料的分段积分 ,当 R 趋近于 0 分别对于第 1、2

组半权函数有

　　
KⅠ =∫Γ(σ(s)

rr1 ur +σ(s)
rθ1 uθ - σrru

(s)
r1 - σrθu

(s)
θ1 ) d s ,

KⅡ =∫Γ(σ(s)
rr2 ur +σ(s)

rθ2 uθ - σrru
(s)
r2 - σrθu

(s)
θ2 ) d s·　

(19)

注意半权函数的第 2 个下标为半权函数组号·　

至此 ,我们得到了用积分形式表示的双材料界面裂纹的应力强度因子·　与权函数相比 ,由

于放松了限制条件 ,使得半权函数可以得到精确解析的表达式·　用一个半权函数可以求取不

同几何构形的裂纹体的应力强度因子 ,本文设置的两组半权函数可以求解一般情况下的任意

载荷与结构形式的界面裂纹应力强度因子·　由于半权函数的存在 ,应力强度因子的加权积分

表达式中避开了裂尖附近的奇异性 ,在远场加权积分中即使给出较粗的参考解也能得到较精

确的应力强度因子·　还应当指出的是 ,裂纹尖端的奇异性与界面的特殊性质仅仅是结构的一

个局部现象 ,同时随着 r 的增大以及偏离界面位置 ,这些特性的作用迅速减小 ,因此采用绕裂

尖回路积分的方式所得到的应力强度因子是可以满足计算精度的·　

3 　算　　例

在以下的算例中 ,本文采用有限元软件 ANSYS 计算积分路径上的近似值 ,有限单元采用

二维平面应变的 8 节点单元 ,积分路径选取为从裂纹下缘绕裂尖至裂纹上缘的一段弧形 ,该段

弧形半径大于裂尖最大单元的尺寸·　此处选取弧形路径是为了计算方便 ,针对不同情况例如

不同的结构载荷或不同的近似值计算方法 ,可以选取任意的积分路径·　用该路径上点的位移

和应力计算值经坐标转换后代入 (19) 式计算出 KⅠ和 KⅡ·　

在有限元网格的划分和积分路径选取方面 ,一般说来 ,有限元网格越密计算精确程度越

高 ,但是在积分路径较为合理的情况下 ,这种精度增高的趋势并不明显 ,也就是说通过较为粗

疏的网格划分与合理的路径选取相结合可以减少有限元计算的工作量·　根据裂尖的应力应变

场的特性以及计算经验 ,在保证结构其他部分计算精度的前提下 ,只要积分路径至裂尖的最小

尺寸 (此处都为圆弧半径) 大于在该处的一个网格尺寸 ,并且积分路径不过于靠近结构的边界 ,
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图 2 　无限大双材料板中心界面裂纹 　　　图 3 　双材料矩形板单边斜界面裂纹 　　　　　

计算结果都是可以接受的·　在本文的计算中 ,出于构模和计算简便的考虑 ,一般都选取 AN2
SYS 中的自动划分网格 ,并选取圆弧积分路径都能在径向上至少包含一个网格·　

3. 1 　无限大板中心界面裂纹

对于无限大板的情况 ,本文在有限元构模中 ,令板的尺寸为裂纹尺寸的 20 倍 ,近似为无限

大板 ,如图 2 所示 , a = 1 m ,σ = 1 kN/ m2 , E1 = 1 kN/ m2 ,ν1 =ν2 = 0. 3 ,计算平面应力状态的

情况并且由问题的对称性作了简化·　对应于文献[2 ,9 ] ,考虑不同的弹性模量比 ,列出结果于

表 1 ,括号外为 KⅠ 2π/σ πa ,括号内为 KⅡ 2π/σ πa·　
表 1 无限大双材料板中心界面裂纹应力强度因子

E2/ E1 本文 文献[9 ] 解析解 [2 ]

1 1. 000 1. 009 1. 000

3 0. 995 ( - 0. 074 6) 0. 999 ( - 0. 082 2) 0. 988 ( - 0. 072 4)

10 0. 973 ( - 0. 117 8) 0. 981 ( - 0. 128 9) 0. 968 ( - 0. 117 1)

100 0. 949 ( - 0. 136 2) 0. 968 ( - 0. 140 1) 0. 953 ( - 0. 139 1)

100 0 0. 945 ( - 0. 138 0) 0. 957 ( - 0. 153 5) 0. 952 ( - 0. 141 5)

　　在模型的建立中直接采用较为粗疏的常规单元划分 ,没有采用奇异元与过渡单元等 ,模型

简便 ,其结果与文献符合得很好·　

3. 2 　双材料矩形板单边斜界面裂纹

本节中对尚未在文献中看到的斜界面裂纹进行分析计算 ,受均匀拉伸的具有斜的单边界

面裂纹的矩形板如图 3 所示 ,按平面应变情况计算·　选取不同的双材料界面裂纹的材料常数 R

和裂纹夹角β进行计算·　其中 b = 2 m ,σ = 1 N/ m2 , E1 = 2. 0 ×1011 N/ m2 ,ν1 =ν2 = 0. 3·　

将常数 R 变形为 R = (1 + k1 G2/ G1) / ( G2/ G1 + k2) , 当泊松比选取为一定值时 , R 的大

小取决于弹性模量的比值 , 其极限区间为 (min ( k1 ,1/ k2) ,max( k1 ,1/ k2) ) , 对于本例 , 选取弹

性模量比从 1 到 100 ,则 R 取值范围为 (1 ,1. 778) , 选取裂纹夹角分别为 45°、60°和 75°, 令 F

= | K| 2π/σ πa ,绘制结果如图 4所示·　由曲线可以看出 ,对于各夹角 ,随着 R 的增大 ,复

应力强度因子的模随之减小 ,而 KⅡ/ KⅠ的值从绝对值上来说是增大的 ;对于不同的裂纹夹

0411 马 　　开 　　平 　　　柳 　　春 　　图



角 ,这些值随 R 的变化程度有所不同 ,总的说来 ,裂纹夹角小的情况复应力强度因子的模变化

较大 ,而 KⅡ/ KⅠ变化较缓·　当 R 等于 1 时 ,应力强度因子与单材料的情况一致·　受单向拉

伸的斜裂纹板本身就产生 Ⅰ、Ⅱ复合型的应力强度因子 ,由于材料界面的存在使得剪切效应

KⅡ增强 ,这种增强在裂纹夹角较大 ,即趋近于非倾斜裂纹尤为明显 ,此时裂纹倾斜所产生的

剪切效应不占主导地位 ;而当裂纹夹角较小时 ,裂纹倾斜本身所致的剪切效应就占据主导地

位 ,由材料界面引起的剪切所起的作用减小·　这说明尽管有裂尖应力振荡奇异性出现 ,此 KⅠ

和 KⅡ仍然反映拉伸与剪切的现象 ,只不过界面的存在加强了 KⅡ的显示度·　

图 4 　双材料矩形板单边斜界面裂纹应力强度因子

4 　结　　论

1) 本文对一般界面裂纹平面问题进行了分析 ,得到裂尖应力位移场的表达式 ,该表达式

在应变分量εx 上的连续性是自然满足的 ,减少了限制条件 ;

2) 得到对应于不同材料满足半权函数基本条件的两组函数 ,对积分路径上的应力位移近

似值作加权积分 ,推导出应力强度因子 KⅠ、KⅡ相互独立的表达式 ;

3) 由于裂尖的应力振荡奇异性在方法中被避开 ,因此在用诸如有限元等数值方法计算远

场解时可以侧重于结构整体的构模 ,用粗糙的模型也可获得较精确的结果 ;

4) 由算例具体分析了随着材料常数的变化 , KⅠ和 KⅡ的变化情况 ,看出尽管有裂尖应力

的振荡奇异性存在 , KⅠ和 KⅡ仍然可以反映拉伸和剪切的现象 ;

5) 本文采用的方法简单可靠、精度高、实用性强·　
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Se mi- Weight Fu nct i o n Me t hod o n Comp ut a t i o n of S t ress

I nt e nsi t y Fact ors i n Dissi mila r Ma t e rials

MA Kai-ping , 　LIU Chun- tu

( Instit ute of Mecha nics , Chi nese Academy of Sciences , Beiji ng 100080 , P. R. Chi na)

Abs t ract : Semi- weight function method is developed to solve the plane problem of two bonded dis2
similar materials containing a crack along the bond. From equilibrium equation , stress and strain rela2
tionship , conditions of continuity across interface and free crack surface , the stress and displacement

fields were obtained. The eigenvalue of these fields is lambda . Semi- weight functions were obtained

as virtual displacement and stress fields with eigenvalue - lambda . Integral expression of fracture pa2
rameters , KⅠ and KⅡ , were obtained from reciprocal work theorem with semi- weight functions and

approximate displacement and stress values on any integral path around crack tip . The calculation re2
sults of applications show that the semi- weight function method is a simple , convenient and high pre2
cision calculation method.

Key words : dissimilar material ; interface crack ; stress intensity factor ; semi- weight function

method ; plane fracture problem
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