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摘　要: 基于同伦映射的思想, 改进了求解非线性反问题的梯度正则化算法。通过路径跟踪有效地拓宽了梯度正

则化算法求解的收敛范围。对于正则化参数的修正, 通过引入拟 Sigmo id 函数, 提出了一种下降速率可调的连续

化参数修正方法, 在保证迭代稳定的条件下, 得到较好的计算效率, 同时保证该算法具有很好的抵抗观测噪声能

力。实际算例表明, 该方法收敛范围宽, 计算效率高, 在存在较强观测噪声的条件下也能得到很好的反演结果。
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1　引　言

非线性反问题广泛地存在于许多科学和工程

问题中。反问题求解的主要困难在于问题的不适定

性, 即待求参量不连续依赖于带有误差的观测数

据。正则化方法[1, 2 ]是求解反问题的一种有效方法,

该方法通过引入正则化参数及镇定泛函将目标泛

函连续化, 从而得到解的一个稳定近似, 即正则解。

迭代正则化方法[224 ]是近年来出现的求解非线

性反问题的一种有效方法。该种方法通过求解控制

方程的 F rechet 导数, 将非线性问题转化为一系列

线性问题求解, 其正则化效应通过提前终止迭代体

现, 从而达到抵抗观测噪声的目的。迭代正则化方

法可分为显式方法 (如最速下降法、L andw eber 迭

代方法等) 和隐式方法 (如牛顿型方法、拟牛顿法

等)两类。显式方法所需要的迭代步数相对较多, 而

隐式方法虽然求解迭代步数要少于显式方法, 但每

一迭代步中的计算量则要多于显式方法[5 ]。

梯度正则化算法 (GR ) [6 ]属于显式迭代正则化

方法。自提出以来, 在声波方程反演[7 ]、材料物性参

数识别[8 ]等许多领域都得到了成功的应用。较人工

神经网络、遗传算法和模拟退火算法等启发式算法

而言, 该方法具有较高的计算效率。同伦方法[9 ]是

一种大范围收敛方法。该方法通过构造同伦映射,

延拓求解路径, 可以有效地扩大收敛域, 降低求解

过程对于迭代初值的依赖性。本文基于同伦方法的

思想, 对于梯度正则化算法进行修正。构造出一种

大范围收敛梯度正则化算法 (H GR ) , 在保持梯度

正则化算法高效稳定的条件下, 进一步拓宽了梯度

正则化算法的收敛域。此外通过引入拟 sigmo id 函

数, 提出了一种步长可调的连续化正则化参数修正

方法, 有效地避免了在迭代过程中由于试探正则化

参数而带来的多余正演计算, 进一步提高了计算效

率, 并同时保证其具有较好的抵抗观测噪声能力。

2　大范围收敛梯度正则化算法
求解迭代公式

　　对于一般科学和工程问题而言, 其数学模型一

般可以表达为微分方程的形式, 即

L [p (x ) , u (x , t) ] = 0 (1)

其中 L 为方程算子, p (x ) 为方程参量, u (x , t) 为

方程的待求量。当参量p (x ) 的值已知时, 通过数值

求解可以计算得到问题的解 uc (x , t)。此过程称为

正演。若给定不同参量 p (x ) , 通过正演总能得到相

应的解 u (x , t) , 即两者之间存在着一种映射关系

G , 使得:

G [p (x ) ] = u (x , t) (2)

对于某些实际问题而言, 参量 p (x ) 很难直接

测得, 因此必须通过某些边界上的观测值 u3 (x , t)

根据方程 (1) 反演参量 p (x ) 的值。这就构成了一

个反问题。若算子G 为非线性算子, 则为非线性反

问题。对于实际问题而言, 观测值 u3 (x , t) 总是带

有观测噪声, 即
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u 3 (x , t) = uT (x , t) + Γ(x , t) (3)

其中 uT (x , t) 为不含观测噪声的真观测值, Γ(x , t)

为观测噪声。此时, 问题 (2) 将不能精确满足。在这

种情况下, 可以将参量 p 3 (x ) 的求解转化为如下

最优化问题, 求得该问题的最优解, 即

m in J (p (x ) ) =∫58
‖G [p (x ) ] - u3 (x , t)‖d8

(4)

式 (4) 即为非线性反问题的数学模型。其中‖õ ‖

为某个范数, 一般选取为 2 范数。

一般来说, 式 (4) 为不适定的。对于这类不适

定问题, T ikhonov 正则化[1 ] 是一种有效的求解方

法。取式 (4) 中范数为 2 范数, 则问题 (4) 的

T ikhonov 正则解为

　p Α(x ) = inf
p (x )

{J Α(p (x ) ) } =

inf
p (x )

{∫58
‖G [p (x ) ] - u 3 (x , t)‖2d8 +

Α‖p (x ) - p 0 (x )‖2} (5)

其中 Α为正则化参数, ‖p (x ) - p 0 (x )‖2 为正则

化泛函, p 0 (x ) 为求解初值。将 G [p (x ) ] 在 p 0 (x )

处进行一阶 T aylo r 展开, 有

　　G [p (x ) ] = u 0 (x , t) +∫8

5G
5p p = p 0∆p d8 (6)

将式 (6) 代入式 (5) , 并取目标泛函变分为零,

整理得

　　∫58
F p 0 [∫8

F p 0∆p d8 ]d8 + Α∆p =

　　∫58
F p 0 (u 0 (x , t) - u 3 (x , t) ) d8 (7)

其中 F p 0 为算子 G 在 p 0 处的 F rechet 导数。将式

(7) 离散化, 即可得到如下的梯度正则化方法的迭

代公式:

　

[ {K
(n) }T {K

(n) } + ΑI ]dp
～

= {K
(n) }T (u

～ 3 - u
～ (n) )

p
～ (n+ 1) = p

～ (n) + dp
～

u
～ (n+ 1) = G (p

～ (n+ 1) )

(8)

式中 矩阵{K {n}} 为第 n 个迭代步时离散后的导数

矩阵; u
～ (n) 为第 n 个迭代步的计算值矢量。

同伦算法[9 ] 是一种大范围收敛算法, 该方法

通过构造并求解原方程的同伦映射, 可以有效的扩

大原问题的求解收敛域。若需要求解的原方程为

F (x ) = 0 (9)

应用同伦算法求解问题 (9) , 可构造原问题的

不动点同伦函数:

　 H (x , Κ) = (1 - Κ) F (x ) + Κ(x - x 0) (10)

其中 Κ称为同伦参数。显然, 当 Κ为 0 时, 问题 (10)

完全对应于原问题 (9) , 当 Κ为 1 时, 则问题 (10) 对

应于一个简单的平凡映射。若从问题 (10) 出发, 在

求解过程中按照某种方式不断减小 Κ的数值, 最终

总可以通过一个合理而稳定的求解路径得到原问

题 (9) 的解。通过这种路径跟踪, 可以有效地扩大

原问题的计算收敛域。若依据同伦算法的思想, 对

梯度正则化法加以修正, 则可以在保持梯度正则化

法原有优点的条件下, 进一步扩大计算收敛域。

根据上述思路, 将式 (5) 做不动点同伦修正为

p H (x ) = inf
p (x )

{∫58
(1 - Κ)‖G [p (x ) ] -

u3 (x , t)‖2d8 + Κ‖p (x ) - p 0 (x )‖2}

(11)

仿照梯度正则化法的推导过程, 最后可导出大

范围收敛梯度正则化法 (H GR ) 的迭代公式为

[ (1 - Κ(n) ) {K
(n) }T {K

(n) } + Κ(n)
I ]dp

～
=

　　 (1 - Κ(n) ) {K
(n) }T (u

～ 3 - u
～ (n) )

p
～ (n+ 1) = p

～ (n) + dp
～

, 　u
～ (n+ 1) = G (p

～ (n+ 1) )

(12)

式中 Κ(n) 为同伦参数, 对比式 (8) 和式 (12) , 可以

发现式 (8) 中的正则化参数与式 (12) 中的同伦参

数有着十分明显的对应关系。因此, 式 (12) 中的同

伦参数等价于式 (8) 中的正则化参数。

3　正则化参数 (同伦参数) 的选取
和算法的实现

3. 1　正则化参数 (同伦参数) 的选取

在梯度正则化法中, 如何适当地选择正则化参

数是一个非常关键的问题。首先, 正则化参数的变

化过程应是一个由大到小的渐变过程, 以逐步抵抗

反问题的不适定性。在计算的初始阶段, 该参数应

该选择较大, 以保证求解的稳定进行, 避免由于问

题的病态而引起的迭代不稳定。而随着迭代的进

行, 该参数应逐渐减小, 以使得问题 (5) 不断地逼

近原问题 (4)。其次, 因为实际问题必然包含一定的

观测噪声, 通过矩阵的奇异值分解可以知道, 正则

化参数的数值最终必然不能为零, 其大小与观测噪

声的强度有关。

文献[ 8 ] 对于正则化参数的选取作了探讨, 其

方法借鉴了信赖域法的思路。主要思路为: 先赋予

正则化参数一个比较大的值, 以使得问题 (8) 的求

解是适定的。在迭代过程中, 按照某个比例不断减

小该参数, 若在某迭代步中目标函数没有减小, 则
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再按照某个比例增大该参数。直到迭代结束。这种

正则化参数的选择方法是一种间断型的选择方法,

其中有两个问题需要注意: 首先, 正则化参数的初

值确定需要凭借经验, 若该参数选择较小, 则不能

保证迭代稳定, 若选择较大, 虽可以保证计算稳定,

但会相应地增加计算量, 带来一些不必要的计算过

程; 其次, 在迭代过程中, 由于正则化参数的逆向调

整会带来一些不必要的多余正演计算过程, 从而增

加计算消耗。

对于式 (12) 给出的大范围收敛梯度正则化算

法, 正则化参数的选取也应相应遵循以下两个原

则: (1) 正则化参数 (即同伦参数) 被界定与 [ 0, 1 ]

之间, 其初值最大值为 1, 这样正则化参数的初值

可以选取为 1 或小于 1 的数值, 在迭代中按照某种

方式稳定的下降。(2) 正则化参数的最终取值为接

近于零的数值, 其最终的具体数值与观测误差相

关, 一般为接近于零的数值。

根据以上两条原则, 我们参考人工神经元网络

的传递函数, 即 Sigmo id 函数 (或称 S 函数) 提出如

下的连续化正则化参数的调整公式 (拟 Sigm o id 函

数, 如图 1 所示)

Κ(N ) =
1

1 + e- Β(N 0- N ) (13)

其中 N 为迭代步数, Κ(N ) 为第N 个迭代步时正

则化参数的取值, Β为下降速率参数,N 0 为初值选

取参数。该函数的函数值界于 [ 0, 1 ] 之间, 并且在

正无穷大方向趋近于 0, 而不等于 0。此外, 该函数

是光滑函数, 这种连续的下降过程将更加利于求解

的稳定性, 减小正演次数。

这里有两个可调参数, 即 Β和N 0。其中 Β用于

调整正则化参数的下降速率。该参数取值越大, 则

正则化参数的下降速度越快, 相应的迭代收敛速度

也快, 但若该参数取值过大, 则可能引起迭代的发

散, 一般建议该参数取为 0. 5 左右的数值, 这样可

以兼顾计算效率和稳定性。参数N 0 为正则化参数

图 1　不同 Β下的拟 Sigmo id 函数曲线
F ig. 1　Q uasi2sigmo id function w ith differen t Β

从迭代初值下降至 0. 5 的预估迭代步数, 一般可以

选为 0～ 5 之间的整数, 主要用于保证计算初期的

迭代稳定进行。

3. 2　算法实现

综合前面的讨论, 可以总结出求解非线性反问

题的大范围收敛梯度正则化 (H GR ) 算法如下:

step 1: 给定待反演参量的初始值 p
～ (0) , Β和N 0

的初值, 迭代终止误差 Ε, 置迭代步 k = 0;

step 2: 根据正问题控制方程通过数值计算求

得计算结果 G (p
～ (k ) ) , Jacob ian 矩阵 K

(k ) , 若满足

‖G (p
～ (k) ) - u

～ 3 ‖ < Ε, 则终止计算, 此时得到的参

量矢量 p
～ (k ) 即为反演得到的正则解, 否则继续;

step 3: 根据 (13) 求得该迭代步的正则化参数

数值 Κ(k) ;

step 4: 求解方程(12) , 得到参量调整向量∃p
～ (k) ;

step 5: p
～ (k+ 1) = p

～ (k ) + ∃p
～ (k) , 并置 k = k + 1,

转 step 2。

4　数值算例

非饱和土中带有非平衡吸附的溶质迁移过程

可由如下方程描述:

K Cd Θ5C
5t

+
5(ΗC )

5t
+

　　ΘK A Χ(1 - S 2)C - ΘK B ΧS 2 =

　　 5
5Z

ΗΑv
5C
5Z

-
5(qC )

5Z

5S 2

5t
= K A (1 - S 2)C - K B S 2

(14)

式中 Θ为土壤密度 (cm ög3) , Η为饱和度 (体积含水

率) , Α为纵向弥散度, v 为液相流速 (cm öh) , q 为达

西流速 (cm öh) , K Cd 为吸附系数, K A 为沉淀速度,

K B 为解吸速度, Χ为相对最大沉淀量, 其中未给出

量纲之参数均为无量纲参数; C 为污染物相对浓

度, S 2 为相对吸附浓度。

在实际问题中, Α, K Cd , K A , K B 和Χ不能通过实

验直接测得。可以通过土柱试验, 根据观测得到的

土柱边界溶质浓度值来反演以上参数, 其余参数可

直接测得。

对于这个问题, 我们从不同的角度在相同参数

下分别使用梯度正则化法 (GR ) 和本文提出的大

范围收敛梯度正则化法 (H GR ) 进行反演计算。从

收敛域、计算效率和抵抗噪声能力三个方面进行了

比较。
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表 1　不同初始值条件下的反演结果

T ab. 1　Compu ta t ion resu lts of inversion w ith d ifferen t in it ia l va lues

初始解

Α K Cd K A K B Χ

反演

方法

反演结果

Α K Cd K A K B Χ

迭代

次数

5. 0 0. 5 5. 0 0. 5 0. 5
GR 计算发散 —

H GR 0. 6849 0. 1149 1. 9360 0. 0025 0. 6037 19

表 2　算例 2 的反演计算结果

T ab. 2　R esu lts of examp le 2

初始解

Α K Cd K A K B Χ

反演

方法

反演结果

Α K Cd K A K B Χ

迭代

次数

0. 5 0. 5 3. 0 0. 5 0. 5
GR 0. 6764 0. 1151 1. 9151 0. 0026 0. 6035 24

H GR 0. 6764 0. 1151 1. 9151 0. 0026 0. 6035 16

　　数值模拟的基本过程为: 在已知可直接测得

参量的条件下, 首先人为给定一组待反演参数数

值, 这里我们给定 [ΑK Cd K A K B Χ] = [ 0. 6835 0.

1154 1. 9298 0. 00255 0. 6037 ], 之后使用有限元法

求解方程 (14) , 计算得到边界溶质浓度值的精确结

果, 在此结果上加入一定强度的噪声, 以模拟实际

的观测噪声。最后以加入噪声后的计算结果作为反

演根据, 给定迭代中止误差和反演初始值, 分别采

用以上两种算法进行反演。反演结束后将反演后得

到的参数与事先给定的参数相比较以评价反演方

法。

算例 1　计算收敛域的比较

以[ΑK Cd K A K B Χ] = [ 0. 5 0. 5 5. 0 0. 5 0. 5 ]

为反演起始值, 使用两种算法进行反演。本算例中,

加入的相对噪声强度为 0. 1% , 迭代中止误差为

10- 4, 式 (13) 中的两个调整参数分别取为: Β =

0. 5,N 0 = 0。计算结果如表 1 所示。

算例 2　计算效率的比较

以[ΑK Cd K A K B Χ] = [ 0. 5 0. 5 3. 0 0. 5 0. 5 ]

为反演起始值, 采用两种算法进行反演计算。本算

例中, 加入的相对噪声强度为 0. 1% , 噪声分布由

计算机随机产生, 与算例 1 的噪声分布不同。迭代

中止误差为 10- 4, 式 (13) 中的两个参数分别为:

Β = 0. 5,N 0 = 0。计算结果如表 2 所示。

算例 3　不同噪声强度下的计算结果

采用与算例 1 相同的迭代中止误差, 以[ΑK Cd

K A K B Χ] = [ 0. 5 0. 5 3. 0 0. 5 0. 5 ] 为反演起始

值, 在不同噪声强度下采用两种算法进行反演计

算。式 (13) 中的两个参数分别为: Β= 0. 5,N 0 = 0。

反演误差采用两种计算方式, 分别为所有参数同真

实参数间的 2 范数误差以及参数间的最大误差。计

算结果如表 3 所示。

表 3　不同噪声强度下的反演计算结果

T ab. 3　R esu lts of d ifferen t no ise level

噪声强度 反演方法
反演精度

2 范数误差 最大误差
迭代次数

1%
GR 0. 0316 0. 0095 35

H GR 0. 0316 0. 0095 18

2%
GR 0. 0604 0. 0193 25

H GR 0. 0604 0. 0193 19

5%
GR 0. 1506 0. 0462 32

H GR 0. 1506 0. 0461 18

8%
GR 0. 1996 0. 0821 36

H GR 0. 1996 0. 0821 19

5　讨论和结论

从算例 1 的计算结果可以看出, 本文提出的大

范围收敛梯度正则化算法有效的改进了原算法的

收敛域。在存在一定观测误差的条件下, 即使计算

初始值选取距离解较远, 在梯度正则化算法计算发

散的情况下, 采用大范围收敛梯度正则化算法计算

仍能够收敛到一个很好的解点。这是由于对梯度正

则化法进行同伦修正后, 通过路径跟踪[9, 10 ] , 将同

伦算法的大范围收敛性引入了梯度正则化法, 从而

增大了原算法的收敛域。从算例 2 的计算结果可以

看出, 在相同的计算条件下, 梯度正则化法同本文

提出的方法都能得到很好的反演计算结果, 但采用

改进后的方法其计算效率明显高于梯度正则化法。

这是由于采用了连续化的正则化参数调整方式, 使

得正则化参数在迭代中稳定下降, 从而避免了在迭

代中由于正则化参数调整不当而带来的多余正演

计算过程。对于正演计算量很大的工程实际问题,

该方法在计算时间上的改进将会更加明显。算例 3

的计算结果表明, 在不同的噪声强度下, 本文提出

的方法与梯度正则化法都能得到很好的计算结果,
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即本文提出的方法也具有很好的抵抗观测噪声的

能力。同时, 从该算例还可看出, 在不同的噪声强度

下, 采用本文方法的计算效率均明显优于梯度正则

化法。

根据前面的计算结果可以看出, 本文提出的大范

围收敛梯度正则化算法收敛范围大, 计算效率高, 并

具有一定的抵抗观测噪声的能力。此外, 该方法实现

简单, 十分适合于不同领域非线性反问题的求解。
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Globa l convergence grad ien t regular iza tion a lgor ithm for
solv ing non l inear inverse problem s

CU I Kai1, 　L I X ing2si3 1, 　L I Bao2yuan2, 　YAN G Guo2w ei1

(1. Key L abo rato ry of H igh2T emperatu re Gas D ynam ics, Inst itu te of M echan ics, Ch inese A cadem y of Science, Beijing

100080, Ch ina; 2. D epartm ent of Engineering M echan ics, D alian U niversity of T echno logy, D alian 116023, Ch ina)

Abstract: Based on idea of homo topy m app ing, an imp roved gradien t regu lariza t ion algo rithm w as devel2
oped. By u sing th is path2fo llow ing algo rithm , the convergen t bound of the gradien t regu lariza t ion

m ethod w as eff icien t ly w idened. M o reover, a Sigmo id funct ion w as adop ted to adju st the regu lariza t ion

param eter, by u sing th is funct ion, the eff iciency and the stab ility of compu ta t ion p rocedu re w ere h igh ly

imp roved, w h ile ob servat ional no ises cou ld also be resisted effect ively. N um erica l examp les show ed that

the convergence bound of th is a lgo rithm is w ider than no rm al gradien t regu lariza t ion algo rithm , and the

average eff iciency is imp roved abou t 40290% , besides, even though ob servat ional quan t it ies w ere con2
tam inated heavily by no ise, an app rop ria te resu lt cou ld also be found.

Key words: inversion; gradien t regu lariza t ion m ethod; homo topy m ethod; regu lariza t ion param eter
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