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摘要 :　在双连续介质理论框架下 ,采用匹配渐进展开方法导出并求解了具有蒸发液滴的汽雾流

中层流边界层方程 ,给出了控制汽雾流的相似判据·　对于沿曲面的流动 ,边界层方程的形式取决

于是否存在液滴的惯性沉积·　给出了热钝体驻点附近蒸汽-液滴边界层的数值计算结果·　它们表

明 :由于蒸发 ,在边界层内近壁处形成了一个无液滴区域 ;在该区上边界处 ,液滴半径趋于零而液

滴数密度急剧增高·　液滴蒸发及聚集的联合效应造成了表面热流的显著增加 ,甚至在自由来流中

液滴质量浓度很低时此效应依然存在·　
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引　　言

优化各类热力装置 (蒸汽发电机、热交换器等)和开发薄膜技术 (例如 ,采用两相射流的技

术)均要求发展气液两相混合介质近壁流动的数学模型·　即使是稀相体系 ,两相近壁流动的结

构亦有相当显著的差异·　因此 ,依照所考虑的因素 (液滴惯性、相变、液膜形成等等) ,需要研究

各类特定的数学模型·　

El’pirin[1]和 Hishida等人[2]曾从实验上观测到集管和平板情况下的汽雾流传热增强现象·　

Bhatti和 Savery[3 ]则研究了在气体边界层中运动的单液滴蒸发问题·　Heyt和 Larsen[4 ]在单速度

流体模型的框架下考虑了具有瞬时蒸发小液滴的汽雾边界层流动·　Osiptsov和 Shapiro [5 ]采用

自洽的双流体模型分析了气体与蒸发液滴混合物流经半无限长热平板的 Blasius问题 ,并解释

了 Hishida实验的数据·　本文将通过渐近展开和数值计算的方法研究在蒸汽-液滴流中热钝体

表面上形成的边界层以及液滴蒸发对其的影响·　

1　气体-液滴流动的数学模型

我们考虑一个气体与液滴的混合物在一个热的固体表面 (其温度 T 3
w 恒定) 附近的低速二
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维定常流动·　这里 ,气相是液滴蒸汽形成的不可压气体·　球形液滴的尺寸完全相同 ,但半径

σ3 和质量 m 3 随时间而减小 (本文中 3 号表示有量纲物理量 ,以便与相应的无量纲量区

别)·　由于仅考虑稀相两相介质 ,液滴的体积分数和分压以及相互碰撞可忽略不计·　本文采

用 Klyachko和 Ranz-Marschall型公式[6 ]来描述两相之间的动量和能量交换 ,因此对于单球而

言 ,阻力 f s和热流 qs (本文中下标 s表示液滴参数) 的表达式为 :

　　
f s = 6πσ3μ3 ( V 3 - V 3

s ) (1 + Re2/ 3
s / 6) ,

qs = 4πσ3λ3 ( T 3 - T 3
s ) (1 + 013 Re1/ 2

s Pr1/ 3) ,
(1)

其中 Pr、μ3 和λ3 为气体的 Prandtl数、粘性系数和导热系数·　而 Res = 2σ3ρ3 | V 3 -

V 3
s | /μ3 为绕单个液滴的流动 Reynolds数·　应当说明的是表达式 (1) 中的修正因子没有计

入蒸发效应 ,在本文所考虑的小蒸发情况下 ,这个假定成立·　此外 ,我们假设输运系数为常

数 ,而且在液滴表面满足平衡蒸发条件·　这样 ,相间交界面温度与周围蒸汽压 p 3 的关系为 :

　　 p 3

p 3
∞

= exp
H

RT 3
∞

1 -
T 3
∞

T 3
Σ

, (2)

其中 H为蒸发潜热 , R为气体常数 ,下标 ∞和Σ分别表示自由来流和液滴表面处参数·　这里

我们认为在自由来流中达到了相平衡·　对于本文所考虑的低速情况 ,我们有 U2
∞ ν H·　这

样 ,不难证明液滴内部温度分布是均匀的 ,而且在整个流动中液滴温度不变并等于自由来流温

度·　如果相间质量交换完全由蒸发效应控制 ,那么单位时间内从每个液滴表面蒸发的质量通

量值 J 3 为 :

　　J 3 = q 3
s / H·　 (3)

我们在双向耦合的双流体模型框架下 ,给出蒸汽-液滴混合物的控制方程 ,这里采用贴体

坐标系 ( x 3 , y 3 ) ,其中 x 3 轴沿固体表面 (在一般情况下 ,它是一个曲面) ,而 y 3 轴沿表面法线

方向·　为方便之 ,引入下述无量纲变量 :

　　 x =
x 3

L
, y =

y 3

L
, p =

p 3

ρ3 U2
∞

, u =
u 3

U ∞
, v =

v 3

U∞
,

　　 T =
T 3 - T 3

w

T 3
∞ - T 3

w
,σ =
σ3

σ3
∞

, ns =
n 3

s

n 3
s∞

,

其中 L 为表面的特征长度 ,ρ3 为气体密度 , n 3
s 为液滴数密度 ,而下标w表示固壁处参数值·　

这样 ,无量纲控制方程为 :

载气相

　　

divV = - αβσns[ a ( T - Ts) G] ,

( V ¨) V + ¨ p =εΔV - αβσns ( V - Vs) [ D - a ( T - Ts) G] ,

( V ¨) T =
ε
Pr
ΔT - εEcΩ - αβσns

2
3 Pr

( T - Ts) G + Ec | V - Vs | 2 D -

　　Ec
2

| V - Vs | 2 a ( T - Ts) G - a ( T - Ts)
2 G ;

(4)

弥散相

　　
div ( ns Vs) = 0 ,σ( Vs ¨)σ =βa ( T - Ts) G/ 3 ,

σ2 ( Vs ¨) Vs =β( V - Vs) D , ( Vs ¨) Ts =
2δ
3 Pr
β( T - Ts) G;

(5)

以及
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D = 1 + (σRe0) 2/ 3 | V - Vs | 2/ 3/ 6 ,

G = 1 + 013 (σRe0) 1/ 2 Pr1/ 3 | V - Vs | 1/ 2 ,

Ω = 2 ( e2
xx + 2 exy + e2

yy) ,

(6)

这里 , Re0为基于液滴直径的 Reynolds数 ,而 eij为应变率张量分量·　表面处的边界条件为 u

= v = T = 0 ,而且忽略液滴反射·　当 U2
∞ ν H时 ,有 Ts = 1 ,于是液滴温度方程不再需要·　

控制方程 (4) 和 (5) 中包含下列相似判据 :

　　ε =
1
Re

=
μ3

ρ3 U ∞L
, Pr =

C 3
pμ

3

λ3 , Ec =
U2
∞

C 3
p ( T 3

w - T 3
∞)

,α =
ρ3

s∞

ρ3 ,

　　β =
6πσ3
∞μ

3 L

m 3
∞U∞

,δ =
C 3

p

C 3
s

, a =
2 C 3

p ( T 3
w - T 3

∞)

3 Pr H
, Re0 =

2σ3
∞U∞ρ

3

μ3 ,

这里 , Ec为 Eckert数·　显然 ,对于蒸汽 - 液滴两相混合物来说 ,影响其动力学性态的相似准

则 ,除了有 3个 ( Re、Pr和 Ec) 和通常的粘性流体情况一样外 ,还出现了 5个新的准则 :1) 参数

α表征自由来流中弥散相的质量载荷率 ; 2) 参数β表征液滴惯性大小程度 ; 3) 参数δ表征气

体与液滴比热之比 ; 4) 参数 a表征液滴蒸发效应 ; 5) 参数 Re0表征液滴阻力对 Stokes阻力的

最大偏离·　从应用角度来看 ,典型的参数值量级为 :

　　 Re µ 1 , Pr = O (1) , Ec ν 1 ,α≤O (1) ,β = O (1) ,

　　δ = O (1) , a ≤O (1) , Re0 ≤O (1)·　

此外 ,如果我们现在考虑最实际的情况 ,那么还有另外一个量级的估计 : aα ν 1·　如果计入这

些量级估计因素 ,并忽略一些带有 Ec、aα等小量的项 ,那么控制方程还可以进一步简化·　

2　气雾边界层的数学表述

当 Re µ 1时 ,小参数ε出现在控制方程 (4) 和 (5) 的二阶导数项前面·　根据奇异摄动理

论 ,整个流场可以分为两个区域 :“外部”无粘流和“内部”边界层·　本文仅考虑层流问题 ,要

给出边界层方程 (这里必须计入粘性效应) 和边界条件 (使得粘性流和无粘流相互匹配)·　这

样 ,要求事先确定外部流动在壁面附近的渐近行为·　一般而言 ,绕钝体的无粘蒸汽 - 液滴流

动本身就是多相流体动力学的一个重要课题·　由于本文目标是研究边界层 ,因此为简单起

见 ,我们考虑 Ec ν 1情况·　这样 ,由外部解可知 T =σ = 1 ,而且其它参数和气固两相流的结

果一致 ,后者可采用Lagrange方法数值求得[7 ]·　这里仅简述一下将会影响内部边界层流动性

态的若干外部流特征·　对于一个曲面而言 ,由于液滴的惯性效应 ,它们的轨道不会与固体表

面重合·　这里存在一个阈值β0 ,它将区分两种不同的流动区制[8 ] :1) 当β <β0时 ,液滴轨道

“插入”表面·　换言之 ,液滴以有限的横越速度进入边界层 ,这是“惯性沉积区”·　2) 当β≥β0

时 ,液滴不会沉积在固壁上 ,它们的轨道包络着表面·　在这种无惯性沉积的区制中 ,边界层内

两相介质的横越速度具有相同的量级·　这时 ,随着趋近固壁液滴浓度急剧增加·　根据外部

解[9 ]可知 , ns按照1/ y
γ规律趋于无限大 ( y为离表面的无量纲距离)·　奇异性γ的变化范围为

0 <γ < 2 - 2 (对于平面流动) 或者 0 <γ < 3 - 6 (对于轴对称流动)·　由于该奇点是可积

的 ,液滴间平均距离维持为有限值 ,因而液滴无碰撞假设依然成立·　综上所述 ,弥散相在近壁

区内的渐进性态将依据于液滴是否有惯性沉积而显著不同·　外部流的这种特征导致了两种

情况下边界层近似有完全不同的数学表述·　

211　有惯性沉积区制 (β <β0)
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假设固体表面处两相参数可由外部无粘解给出 (下标 e表示边界层外缘参数) :

　　 ve = 0 , Te =σe = 1 ,

　　 ue ( x) , use ( x) , vse ( x) , nse ( x) , pe ( x) ～ O (1) ,

边界层方程可采用匹配渐近展开方式[10 ]构造·　这里 ,纵坐标变换为η = y/ε1/ 2 ,而流动参数

采用下述展开形式 (ε→0 , x和η固定) :

　　 u0 ( x ,η) + ⋯,ε1/ 2 v0 ( x ,η) + ⋯, p0 ( x ,η) + ⋯, T0 ( x ,η) + ⋯,

　　 us 0 ( x ,η) + ⋯, vs 0 ( x ,η) + ⋯,σ0 ( x ,η) + ⋯, ns 0 ( x ,η) + ⋯·　

将这些展开式代入方程 (4)和 (5)并保留主导项 ,我们便得到 Ec ν 1情况下的边界层方程 (这

里略去了下标 0) :

　　

5 u/ 5 x + 5 v/ 5η =αβnse [ a (1 - T) Gi ] ,

u
5 u
5 x

+ v
5 u
5η +

d pe

d x
=

52 u
5η2 - αβnse ( u - use) [ Di + a (1 - T) Gi ] ,

u
5 T
5 x

+ v
5 T
5η =

1
Pr

52 T
5η2 +αβnse (1 - T) Gi

2
3 Pr

+ a (1 - T) ,

5 p/ 5η = 5 us/ 5η = 5 vs/ 5η = 5 ns/ 5η = 5σ/ 5η = 0 ,

(7)

同时

　　
Di = 1 + Rb[ ( u - use) 2 + v2

se ]1/ 3 ,

Gi = 1 + 013 Re1/ 2
0 Pr1/ 3 [ ( u - use) 2 + v2

se ]1/ 4 ,
(8)

这里 Rb = ( Re0) 2/ 3/ 6为等价于 Re0的相似参数·　边界条件和匹配条件则为 :

　　
η = 0 : u = v = T = 0 ,

η→∞: u → ue , us → use , vs → vse , ns → nse , T →1 ,σ→1·　
(9)

如果在固壁上形成了液膜 ,方程 (7)在液膜之上依然成立·　但是 ,这时需要采用质量、动量和能

量通量连续条件来确定液膜上的边界条件·　

212　无惯性沉积区制 (β≥β0)

如前所述 ,为了构造边界层方程 , nse ( x) 在固壁附近的性态必须已知 ,而且前人的数值计

算表明近壁处 nse ( x) 无限增长·　到目前为止 ,人们只是在液滴对气体外部流参数影响可忽略

的情况下 ,确定了奇异性γ的大小·　这时 ,可以假定α～εγ/ 2 ν 1 ,而且边界层内弥散相法向

速度和密度的展开应采用下述形式 :

　　ε1/ 2 vs 0 ( x ,η) + ⋯,ε-γ/ 2 ns 0 ( x ,η) + ⋯,

其它参数的展开与β <β0情况下相同·　这样 ,所给出的边界层方程为 :

　　5 u
5 x

+
5 v
5η =ε-γ/ 2αβσns[ a (1 - T) Gi ] , (10a)

　　 u
5 u
5 x

+ v
5 u
5η +

d pe

d x
=

52 u
5η2 - ε-γ/ 2αβσns ( u - us) [ Di + a (1 - T) Gi ] , (10b)

　　 u
5 T
5 x

+ v
5 T
5η =

1
Pr

52 T
5η2 +ε-γ/ 2αβσns (1 - T) Gi

2
3 Pr

+ a (1 - T) , (10c)

　　
5 ns us

5 x
+

5 ns vs

5η = 0 ,σus
5σ
5 x

+σvs
5σ
5η = -
β
3

[ a (1 - T) Gi ] , (10d ,e)

　　σ2 us
5 us

5 x
+σ2 vs

5 us

5η =β( u - us) Di , (10f)
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　　σ2 us
5 vs

5 x
+σ2 vs

5 vs

5η =β( v - vs) Di -
σ2 u2

s

Rε1/ 2 , (10g)

同时　　Di = 1 + Rb ( u - use) 2/ 3 , Gi = 1 + 013 Re1/ 2
0 Pr1/ 3 ( u - use) 1/ 2 , (11)

其中 R = R 3 ( x) / L 为固体表面的无量纲曲率半径·　边界条件和匹配条件为 :

　　

η = 0 : u = v = T = 0 ,

η→∞: u → ue , us → use ,ηγns → d ,
5 vs

5η →
5 vs

5 y y =0
, T →1 ,σ→1 ,

(12)

其中 d为量级为 1的常数[9 ]·　

3　汽雾边界层的数值计算结果

作为一个典型问题 ,这里考虑钝体驻点附近的汽雾边界层·　从方程 (7)可知 ,对于沉积区

制 (β <β0) ,液滴在穿越气体边界层时维持由外部解所求得的参数值·　与之对照的是 ,方程

(10) 表明对于无沉积区制 (β≥β0) ,弥散相方程在边界层内是无法简化的·　对此 ,我们采用

渐近方法和数值计算来确定汽雾边界层结构并确定微细液滴存在对壁面传热特性的影响·　

对于小 x值 (即钝体对称轴附近) ,外部解在毗邻表面处可表示为 :

　　 ue ( x) = u1 x + ⋯, ve ( x) = - 2 ju1 y + ⋯,

　　 use ( x) = us1 x + ⋯, vse ( x) = vs1 y + ⋯, nse～ d1/ y
γ

,

其中下标 1表示驻点值 ,而 j = 0和1分别表示平面流和轴对称流·　对于弥散相还可以得到下

述关系式[9 ] :

　　
us1 = - 015β(1 - 1 + 4 u1/β) ,

vs1 = - 015β(1 - 1 - 4 u1/β) , γ = 1 + us1/ vs1 ,
(13)

这里 ,常数 u1和 d1必须根据整个流动区域的“全局”解来确定 ,而且它们依赖于物体的几何形

状 (例如 ,对于球的情况有 u1 = 3/ 2)·　

在驻点附近 ,边界层方程的局部解采用下述渐近展开形式 (其中 z =η u1) :

　　 u ( x ,η) = u1 xf ( z) + ⋯, v (η) = - u1ηg ( z) + ⋯, T =θ( z) + ⋯,

　　 us ( x ,η) = us1 xf s ( z) + ⋯, vs ( x ,η) = - vs1ηgs ( z) + ⋯,

　　σ =σ( z) + ⋯, ns ( x ,η) =ψs ( z) /ηγgs ( z) + ⋯·　

将这些展开式代入边界层方程 ,我们便给出一个边值问题 :

d g
d z

=
2 jf - g

z
,

d2 f
d z2 = f 2 - gz

d f
d z

- 1 +β1 A
ψsσ

gs z
γ( f - b1 f s)

,

d2θ
d z2 =

2
3
β1 A
σψs

z
γ

gs
(θ - 1) - Pr gz

dθ
d z

,
d f s

d z
=
β1 ( b1 f s - f ) + b2

1σ
2 f 2

s

b1 b2σ
2 gs z

,

dψs

d z
=

2 jb1 f sψs

b2 gs z
-

(1 - γ)ψs

z
,

d gs

d z
=
β1 ( b2 gs - g)

b2
2σ

2 gs z
-

gs

z
,

dσ2

d z
=

2 aβ1 (1 - θ)
3 b2 gs z

,

(14)

其中 A =αd1 u
γ/ 2
1 /εγ/ 2 ,β1 =β/ u1 , b1 = us1/ u1 , b2 = vs 2/ u1·　相应的边界条件和匹配条件

为 :

　　
z = 0 :　f = g =θ = 0 ,

z →∞:　f s = gs =θ =ψs =σ = 1·　
(15)

显然 ,液滴对气相参数的影响与参数 A 成比例·　对于汽雾流 ,甚至当自由来流中液滴质
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量浓度α很小时 , A亦可能为有限值 ,这是因为 A与比值α/εγ/ 2成比例·　常微分方程 (14) 可以

采用有限差分方程数值求解·　图 1给出当 A = 014、β1 = 811和 a = 013时 ,球体表面边界层

参数的剖面分布 ,包括蒸汽温度θ、液滴浓度 ns和液滴半径σ·　我们的数值计算表明 : (1) 当 a

> 0时 ,液滴蒸发 ,近壁区内出现一个纯蒸汽层·　(2) 纯蒸汽层的无量纲厚度 zv主要依赖于参

数 a ,而随参数 A和β1的变化甚小·　(3) 随着 a增大 ,厚度 zv亦增加 ,且在 a = 1时略小于 1·　

从图 1还可以看到 ,随着趋于纯蒸汽层外缘 ,液滴半径σ在距壁面的有限距离 zv处逐渐减小为

零 ,但是液滴数密度 ns显著增加并在 z = zv处取有限值·　此外 ,数值计算还表明 :在我们所考

虑的参数范围内 ,液滴对气相的速度场影响很小·　为说明液滴对温度场的影响 ,图1中的虚线

示出了边界层内无液滴时的温度剖面·　可以看到 ,有液滴蒸发时的蒸汽温度剖面变得更加

“饱满”,这将改变驻点处传热特性·　图2的结果显示了驻点传热增强现象·　这里 a = 013 ,而

β1 = 811 (曲线 1) 和 13 (曲线 2)·　纵坐标 Nu/ Nu0为汽雾流中驻点处Nusselt数与纯气体流中

相应值之比·　这些曲线说明甚至在自由来流中仅有很低浓度的微细液滴存在时 ,固壁热流也

将急剧增加 (高达数倍)·　当然 ,液滴效应也与无量纲参数 A 成比例 ,但是液滴蒸发显著地增

强这种效应·　比较图 2中的两条曲线表明了初始液滴半径σ3
∞的减小 , (从而造成参数β的增

加) 所造成的热流变化并不大·　

　图 1　对称轴处液滴参数分布　　　　　　　图 2　驻点处的传热

4　结　　论

本文发展了汽雾流动情况下的两相边界层理论 ,其中计及液滴蒸发效应·　对于蒸汽-液滴

混合物 ,边界层近似的数学表述不能遵循常规程序 ,它要求统一考虑外部无粘解在壁面附近的

渐近性态·　采用渐近展开和数值方法可以研究汽雾边界层在钝体驻点附近的特征·　本文数值

结果表明了在边界层内可以出现一个无液滴区 ,在该区外缘处液滴数密度急剧增大·　液滴聚

集与蒸发的联合效应可以造成表面传热显著增加 ,即使在自由来流中液滴质量载荷率甚低情

况下热流增强现象依然存在·　
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Ma t he ma t ical Modeli ng of Ne a r- Wall Fl ows of Tw o- Phas e

Mi xt u re Wit h Evap ora t i ng Dr op le t s

WANG Bo- yi1 , 　A. N. Osipts ov2

(11LNM , Instit ute of Mecha nics , Chi nese Academy of Sciences , Beiji ng 100080 , P R Chi na ;

21 Instit ute of Mecha nics , Moscow State Univers ity , Moscow 119899 , Russ ia)

Abs t ract : In the framework of the two- continuum approach , using the matched asymptotic expansion

method , the equations of a laminar boundary layer in mist flows with evaporating droplets were de2
rived and solved. The similarity criteria controlling the mist flows were determined. For the flow a2
long a curvilinear surface , the forms of the boundary layer equations differ from the regimes of pres2
ence and absence of the droplet inertia deposition. The numerical results were presented for the va2
por- droplet boundary layer in the neighborhood of a stagnation point of a hot blunt body. It is demon2
strated that , due to evaporation , a droplet-free region develops near the wall inside the boundary lay2
er . On the upper edge of this region , the droplet radius tends to zero and the droplet number density

becomes much higher than that in the free stream. The combined effect of the droplet evaporation and

accumulation results in a significant enhancement of the heat transfer on the surface even for small

mass concentration of the droplets in the free stream.

Key words : two-phase mixture ; near- wall flow ; mist boundary layer ; droplet evaporation ; heat

transfer ; accumulation effect
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