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摘 要 受外激励的充液刚性容器中流体的波动问题有实际的工程应用背景 竖直方向的受周期性外激励的充液容

器的自由表面波问题
一

— 波问题是流体力学三大不稳定性难题之一 另外两个不稳定性问题是

颜 对流和
一

七 流 本文综述了在理想流体中和弱粘性流体中 波的研究成果 介绍了作

者在底部垂直激励的圆柱形容器中流体表面波图谱的实验研究和理论分析的结果 最后提出有待进一步研究的问

题
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引 言

几乎我们所熟悉的所有充液容器
,

从普通的茶杯

到大型的火箭推进器
,

它们共同的特点就是所盛的液

体有自由面 液体和气体的交界面 当充液容器受到

外激励时
,

自由面就会形成表面波
,

且表面波的波形

随外驱动振幅和频率的变化而改变 当驱动振幅超

过某一临界值时
,

系统会发生不稳定现象
,

形成各种

丰富的表面波模式
,

如从简单的线状到复杂的准周期

模式 当进一步增加驱动振幅和频率时会出现混沌现

象

受外激励的充液刚性容器中流体的波动问题有

很多实际的工程应用背景
,

典型的例子有充液航天

器系统
、

导弹的液体燃料和氧化剂槽以及其它的飞

行发射器
、

大型储液罐的抗震等问题 闭 对这类

问题的研究有重要的工程背景和理论意义
,

受到众多

学者的关注 充液容器受外激励所产生的表面波对容

器有作用力
,

影响飞行器等的稳定性和整体结构的正

常工作
,

通过对此类晃动引起的流体动力学问题的研

究
,

可以控制充液容器运动的稳定性
,

并对系统的工

程设计提供理论依据 对非牛顿豁弹性流体中

波动问题的研究
,

可以用来解释在许多地震记录

中观察到的放大因子的小尺度变化
,

并将其作为度量

流变学特征的一种潜在的工具

竖直方向受周期性外激励的充液容器的流体动

力学问题的研究首先是由 进行的
,

他指

出液体 自由表面波的频率是容器垂直驱动频率的一

半
,

属于亚谐共振 后来人们称这种相当于有效重

力加速度所产生的表面波为 波 同

波问题的提出到现在已有 多年的历史
,

它和

盯
一

‘ 对流
、

叮
一

流一起构成

流体力学三大不稳定性难题 波问题的复杂

性取决于外垂直激励参数 如驱动的振幅和频率
、

容器几何特性 如容器的形状和大小
、

液体性质 如

液体的密度
、

豁性
、

表面张力系数等 以及容器中液

体的深度等

非传播孤立波是一种 波共振问题
,

都是

研究受垂直外驱动容器中液体 自由表面波动 同 它

们的区别主要表现在非传播孤立波出现在狭长容器

中
,

而长宽尺寸为同一量级的容器中出现的是各种

波图案
,

且对 波的研究往往与不

稳定性和时空混沌等复杂现象相联系 一 〕吴君汝

等 ‘ 在垂直激励的狭长矩形水槽中首先发现了非传

播孤立波
,

研究了其主要特性 后来又有学者 以 一

分别对此问题进行了理论和实验研究
,

并考虑了表面

张力的影响
,

进一步揭示了非传播孤立波的本质 特

别值得注意的是
,

在海洋工程中内孤立波是一个新

的环境载荷因素
,

大尺度内孤立波在海洋中的存在

对军事工程中的船舶和潜艇等的安全航行会造成很

大的影响 所以对此类问题的研究具有很强的实际
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表面张力的影响
,

在普遍的柱形容器中得到了如下描

述自由表面运动的振幅方程
,

即 方程

口 矶
夕二 一 、。 了。

上式中 。 为 。 阶 对应于第 个完备的正交函数

集 液体表面运动模式的振幅
,

是相关的时间变

量
, 。 和 。 是常数

,

且满足

子

山

人一曰

意义

近 年来
,

由于计算机的进一步发展和流动显

示技术的提高
,

波动问题又引起了诸多学者

的兴趣 波问题的研究具有很高的流体力

学理论价值
,

通过对它的研究人们可以寻求从有序的

层流运动转换到完全无序的混沌运动的基本机理 流

动在进入混沌状态之前
,

非线性模式形成 咚 一州
、

表面波的模态竞争
、

波幅的变化规律
、

波结构及其演

变过程如何
、

与激励参数关系如何
、

在什么样的阂值

下进入混沌状态等一系列问题 呻”一到
,

是人们十分关

注的问题
,

是流体力学的基础性课题

对 波问题的研究早期主要集中在理想

流体中
,

但是豁性耗散对 波的影响是重要

的
,

不仅因为它对外垂直驱动设置了一个阂值
,

而且

会影响参数不稳定的非线性状态 下面将分别在理想

流体和豁性流体中对 波问题的研究进展给

予简要的介绍

。句
‘

。。。

山

理想流体中 波研究现状

问题的提出

对垂直振动的柱形容器所产生的表面波研究已

有相当长的历史
,

最早可以追溯到 年的 、

实验 把盛有各种不同流体 如水
、

汞
、

墨水
、

酒精
、

松节油
、

牛奶及蛋白等 的容器放到垂直

振动的振动台上
,

液体表面会形成各种短而粗的梳齿

状高
、

低分布的表面驻波
,

他指出这些表面波的频率

是容器垂直驱动频率的一半
,

属于亚谐共振
,

这就是

著名的 实验 这种相当于有效的重力加速度

所产生的表面波称为参数激励或参数共振表面波

的早期发现引起过一些争议
,

如

砂 做了类似的实验
,

发现表面波的频

率和容器的垂直驱动频率是同步的
,

属于谐共振 有

的学者认为除了表面波的响应频率为驱动频率的一

半外
,

没有其它的响应频率 有人认为由于表面波响

应的主频率是非亚谐的
,

对足够大的驱动振幅来说
,

小振幅表面波的不稳定性会产生大振幅表面波动

还有人认为会存在任意阶稳定的亚谐和超谐解
,

尽

管这些响应可能由于实际物理系统中存在阻尼使其

大大地受到抑制 为了解释这些差别
,

在 年后重复了 实验
,

证实了表面波的频

率是垂直激励频率一半的结论
,

并发现此现象与驱

动参数有关
,

支持 的观点 但他没能够从

数学的角度给出定量的分析结果

式 中 。 是容器的垂直周期驱动角频率
, , 是时

间
,

凡。 为波数
,

二
, , ,

⋯
, ,

为液体表面张

力系数
,

是液体密度
,

是重力加速度
,

是外

垂直驱动的最大加速度 川 和 用

熟知的 方程稳定性理论研究了方程
,

并

给出由方程中 仇 和 二 所确定的如图 所示的不稳

定区域

简谐共振

亚谐共振

图 方程解的不稳定性示意图

线性问题描述

世纪 年代
,

和 【 从理想

流体的 方程出发
,

将边界条件线性化
,

考虑了

因 。 和 二 为正数
,

故图 只给出了在第一

象限阴影部分表示的不稳定性区域 从图 中可以

看出
,

当容器的垂直驱动频率为 、 时
,

表面波的响

应频率可能出现 、
, 、 , 、 等亚谐共振

、

简谐共

振和超谐共振
,

统一了先前人们对此问题的争论 为

了验证他们的理论分析
,

幻 和 在

半径为
,

水深为 的圆柱形容器中进行
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了 实验研究 实验的结果和理论预测相当吻
之、

图 的不稳定区域是由系数 。 和 。 确定的
,

与原始变量的关系并非一目了然 等 〔 用

新的变量重新解释了图 在柱坐标系下
,

他们把

图 的变量 饥 和 。转换成如图 所示的由驱动频

率和驱动振幅所确定的不稳区域

从图 其中 。
,

模式是指沿圆周方向有 。

个波峰
,

沿半径方向有 个零点 可以看出
,

除 、

的响应频率外
,

其余的不稳定区域都非常窄
,

故只有

亚谐共振 山 与通常理论分析所假设的弱非线性相

符合
,

证实了对垂直振荡容器中的表面波的响应频率

馨馨
彩彩
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刀 刀 刀 刀

︼,,曰门曰

已之川理举称留

驱动频率 名

图 方程解的不稳定性示意图 。
, 。 二 模式

是亚简谐的结论 他们还指出
,

当容器的直径变小且

驱动的振幅增大时
,

不稳定区域会变宽
,

这时其它的

谐波和超谐波会被激发 若驱动振幅驱动频率的参数

值落到图 右边最远的阴影区域
,

亚谐共振的表面

波会变的不稳定
,

这时会产生大振幅自由表面波的运
动 等 在半径为

、 ,

水深为 一

的圆柱形容器中对上述问题进行了实验研究
,

测量

了无勃流体的稳定性边界
,

成功地观察到具有一半

驱动频率的亚谐波的波形
,

对表面波进行了有限振

幅分析 但他们得到的振幅方程违背了在基本的牛

顿力学中暗含的互易性原则
,

见文献 〔

和 函数
,

提出了基于变分原
理的平均 方法 邵 利用此方法研

究了无乳流体中单一模式的 波问题
,

导出了

自由面振幅满足的非线性发展方程
,

并计算了以上非

线性作用参数 由于流体与容器壁面的摩擦会产生能

量的耗散
,

护 引入了线性阻尼项对振幅方程

进行修正 具体修正的振幅方程如下

、、尹
、

了

户十 一口一 沙“ 十护

寸 。 少十 沙 了护

非线性振幅方程

和 〔 也在圆柱容器中给出了表

面波的有限振幅分析
,

但他们所用的自由面边界条

件是在未扰的平衡位置
,

而非自由面的位移位置
,

并

对振幅方程中的共振频率修正到一阶
,

而事实上对此

修正必须是二阶的

和 同样从理想流体方程

出发
,

将 和 的线性理论分析推

广到弱非线性
,

用多尺度展开法得到了描述自由面表

面波运动的非线性振幅发展方程 他们研究了此方程

的分岔结构并定性地引入了线性阻尼影响
,

但他们没

有计算度量非线性影响的参数 它在振幅方程中是

次方项 在任意横截面的柱状容器中研究

弱非线性重力波时
,

提出了一个新的数学模型 此模

型是以自由面位移为广义坐标形式
,

对此系统建立了

其中 和 表示慢变振幅
,

是阻尼系数
,

口和 分

别是与驱动项和非线性项有关的常数 此外 〕

讨论了振幅方程 和方程 的稳定性和分岔问

题
,

以及两表面波模式的内共振问题 描述两表面波

模式的振幅方程可以表示为

广 。 主 月, 】

刀 〕 一 刀 犷苍
沪 。 石 热 “

一 刀 圣石

这里 。 一‘ 。 、。 ,

类 一‘ 伽、 一 。。
,

二 ,

是正则变换
,

和 。 是阻尼系数
,

是

虚数单位
,

月 和 伪 是与外驱动频率有关的常数
,

, , ,

和 是常数 与方程 和方程 相

对应的能量方程为

黔 城 一 叹一 ,
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其中 珠哎 沙
。尹二 动 为在周期为 、 中

的平均能量
, 二珠《 是耗散率

,

嵘味 一 气珠 为

外驱动力做的功率 从理论方面很好地解

释了无勃流体中弱非线性 波问题中的许多

现象 当所考虑的流体由于乳性的增加使得其耗散

作用增加时
,

此变分方法就会失效

模式竞争和混沌

和 〔 在半径为
,

水深为

的圆柱形容器中对轴对称表面波单一模式进行

了实验研究 他们测量了从出现亚谐不稳定性到混沌

的 个作为离散波数的临界振幅
,

但从理论上只能预

测到发生亚谐不稳定性的临界值
,

不能预测其它的阂
值

,

如发生混沌的临界驱动振幅 等 哪 和

和 〔 在薄的环形容器中
,

利用液体

氦和水观察到了表面波倍周期和准周期强非线性运

动
,

这些表面波包括几个模式的祸合共振
,

或出现混

沌现象 何国威和李家春 对慢调制振幅的垂直

激励表面波的混沌特性进行了理论分析
,

对

和 的实验结果和 的理论分析的争

论给出了合理的解释

模式竞争是 波问题中研究的重要内容

之一 为了在共振系统中考察规则的
、

不规则的和混

沌的表面波运动
, 。 和 对半径为

,

液体深度为 的垂直激励充液圆柱形容

器的模式竞争问题进行了实验研究 他们报道了一对

稳定的模式
,

即
,

和
,

模式的竞争现象
,

通

过实验测量确定了由驱动振幅和驱动频率所决定的

如图 所示的稳定边界

图 中
,

在双曲稳定边界的下方
,

自由表面保

持水平 在稳定曲线的上方
,

自由面会出现表面波
,

且其振动的频率为容器驱动频率的一半 图 中的

阴影部分表示模式竞争区域
,

此区域描述了
,

和
,

模式的叠加
,

其振幅除了具有快变的一半驱动

频率外
,

还表现出慢变时间演化的特征 这个慢变的

时间演化是周期性的 周期大约是
·

除此之外
,

和 〔 在实验中还观察到一个具有混

沌行为特点的区域
,

当驱动振幅大于图 中所示的

振幅时
,

即使驱动的频率是共振的
,

表面波也会出现

混沌现象

和 【 为了解释他们所观察到的

混沌行为
,

提出了一个动力系统的振幅模型方程
,

并

通过数值积分获得了满足实验所观察到的表面波具

有周期或混沌行为的解
,

但他们的模型方程并没有

经过系统而严格的推导

和 州 从理想流体的运动方程

出发
,

将 自由面边界条件中四阶和高阶项忽略
,

通

过建立等价于 方法的正则形式方程
,

推广

了 和 的模型方程
,

获得了描

述表面波运动的祸合振幅方程 然而
,

和

洲 通过对上述祸合振幅方程进行数值计
算

,

没有发现
。 和 在实验中所观

察到的
,

和
,

模式的竞争问题
,

从而也没有

得到表面波的混沌行为特性 他们忽略了包含时间微

分的非线性项
,

认为这些项对振幅方程的长时间行为

的影响不是很重要 但事实上这种近似导出的振幅方

程是不对称的
,

由能量方程的角度出发
,

他们的近似

解不是一致有效的

混沌区 、

份三

厂
肇蒙攀周期区

,

曰﹄卜工泞工泞,止

三双喇瞥紧称豁

图

驱动频率 玉

实验中由驱动振幅 和驱动频率 确定的表

面波稳定性边界相平面图

和 咖 基于 。 的方法对上

述模式竞争问题进行了进一步分析 他们在圆柱形

容器中针对 和 〔 的实验
,

计算了

方程 和方程 的系数 二 。 和 通过数值计

算
,

他们在相平面上发现了周期的和混沌的轨道
,

且

在临界点附近得到的非线性稳定边界与 和

网 的实验定性地符合

和 从对称的角度出发
,

在

方形和矩形容器中对模式竞争问题进行了系统的研

究 他们在方形容器中考察了两种模式竞争的动力学

问题
,

通过实验发现在近似于方形容器的矩形容器中

这种竞争模式会分离
,

且模式竞争会产生周期或混沌

行为 实验的建立使得他们从理论上推导出了等价于

和 得到的振幅方程

和 川 猜测该振幅方程的系数是虚数
,

并断

言在不计阻尼的情况下
,

此方程系统是 系

统 然而
,

他们同样忽略了这样的事实
,

即

对称性也意味着方程 和方程 的系数 “ ,

“ ,

谁和 嘴咤 也具有互易性
等 冈 将群论法应用到表面波的模式

竞争问题中 这种方法的好处是能够对包含正则形式
的分岔结构给出完整的分类 等 网 将群

论法进一步应用到方形容器中的模式竞争问题中
,

并将理论预测和实验进行了比较
,

结果符合较好
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和 〔‘ 在底部截面为
“

几乎方形
, ,

的

容器中
,

用摄动展开法重点研究了非线性 波

的轴对称性破碎分岔问题 他们导出的发展方程在

某些情况下与方程 和方程 是同构的
,

并对无

限深流体通过数值计算给出了在实验中出现混沌行
为的某一分岔域上的特例 和 队 还

通过实验定性地证实了他们的理论预测 事实上
,

呻 指出
,

即使在精确的方形底容器中
,

也应

该有 个不同的分岔区域 冲 〕忽略了轴对

称性破碎因子
,

用奇异摄动的两时间变量展开法
,

获

得了单一模式
、

混合模式和广义模式解的稳定性解析

表达式 在此基础上
,

他还在方形底容器中给出了各

种分岔的分类关系

及其可观察模式的丰富性
,

对此问题的研究主要集

中于非线性模式形成
、

分岔和混沌以及从有序模式

到时空无序的转换机理等
,

重点研究了以下几个方

面的内容
,

即勃性流体中稳定性理论的建立
、

在给定

的几何域中的模式竞争问题
、

在大的展向比 展向比

定义为容器的长度尺度与表面波波长的比值 系统中

出现有序的驻波模式以及由于二次不稳定性所导致

的沿混沌模式的转变过程等

理想流体中研究方法总结

到 目前为止
,

从理论方面研究无豁
、

不可压流

体无旋运动的 波动力学问题主要有 种方

法 是经典的奇异摄动法
,

将有关的参数以小

参数的形式展开
,

获得流体表面波的振幅方程

由 所应用的基于变分原理的平均拉格朗日

方法 由 和 提出的将正

则理论和中心流形理论相结合法 由

等 助 提出的群论方法

上述理论方法和 已有的实验研究结果
,

表明

波在本质上是由有关某些空间模式表面波的

振幅所满足的慢变时间振幅方程控制的 这些模式间

的非线性相互作用能够导致二次和高次不稳定性
,

并最终可能导致混沌现象 但由于表面波满足的振

幅方程中的系数很难由流体动力学方程直接计算
,

从而使得理论分析和实验研究的定量结果还不能获

得非常好的符合 我们也都看到
,

即使是对线性问题

来说
,

表征这些模式的系数也由于豁性边界层的存在

而很难确定 但对于多分岔点附近的模式相互作用问

题来说
,

通过对正则形式的振幅方程的定性分析
,

其

结果可以用来解释某些可能出现的动力学行为

以上所描述的表面波在理论上都是从理想流体

出发
,

应用速度势满足的 方程及其自由面位

移所满足的边界条件
,

导出表面波振幅的非线性发

展方程 为了解释实际物理模型的豁性耗散
,

人们凭

经验人为地引入阻尼系数
,

使得振幅方程更加有效地

描述实际中存在的物理现象 下一节将介绍勃性流体

中 波的研究现状
,

其理论分析的模型方程是

原始的
一

方程
,

这使得理论分析更加困

难

钻性流体中 波研究现状

近些年来
,

由于 波系统的复杂多变性

表面波模式的实验研究

在赫性流体中对 波的实验研究要远远

超前于其理论分析
,

大量的先前从未观察到的表面波

模式都一一被发现 和 哪 在早

期实验中发现占主要优势的表面波模式具有四方形

结构
,

他们的实验观察后来被许多学者所证实呻 、叫

等 夕 在低豁度流体中考察了毛细

现象
,

通过对容器的高频 大约为 激励
,

首

次在大尺度非平衡动力系统中发现了
“

二维准晶体
”

结构 当驱动频率固定
,

通过增加驱动振幅
,

他们还

观察到由六角形
、

四方形直到出现混沌模式的转化过

程 和 在单频激励 实验中

也同样观察到了六角形模式 除此之外
,

他们还观察

到了三角形模式
,

以及这两种模式间的相互竞争 在

高薪性流体中
,

和 , 通过两个垂直

驱动频率
,

在较浅液体的大展向比系统中观察到了平

行线
、

螺旋线
、

四方形
、

六边形
、

以及类似于
“

二维准

晶体
”

结构的 倍对称
“

准周期模式
”

等规则和不规

则的表面驻波模式
,

给出了清晰的表面波图案结构

同时他们指出这些模式的形成与容器的形状无关

对赫性流体中的模式形成问题的进一步实验研
究是由 和 〕进行的 他们依据出现

的不同表面波模式
,

对豁性及驱动频率参数空间域
。一刀 进行分类

,

在豁性系数为 、 “ ,

驱

动频率为 的参数范围内进行了

不稳定性的模式形成的研究 除了观察到以往的三角

形
、

四方形和六边形的模式外
,

他们还发现了这些模

式的共存和模式竞争现象 其中一个特别有趣的现象
是六边形模式的

“

混合
”

另外
,

一等 通过

双频激励发现了
“

超格子
”

模式

鄂学全和高宇欣 阵 一 在圆柱形容器中
,

对底

部垂直微幅振荡而侧壁不动的流体表面波的图谱进

行了实验显示
,

获得了非常精美的从有序到无序表

面波幅图谱 他们所得到的大部分流谱图是以前从

未报道的
,

进一步丰富了 波的表现形式

我们从理论上针对以上实验考虑了表面波的模式选

择问题
,

尽管所建立的数学模型与实验有所差别
,

但

模拟的结果可以用来解释实验中所观察到的许多现

象
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对上述的各种实验研究
,

从理论上解释这些现

象是一个非常复杂的难题 直到现在
,

对强阻尼的

波来讲
,

还没有非常令人满意的理论分析

其困难主要在于流体运动满足的控制方程是

方程
,

而非理想流体中的 方程
,

且自
由面上复杂的非线性边界条件的影响以及底部驱动

使得 波问题成为一个非自治的参数激励问

题 但对勃性流体中线性 波的研究己经取

得了很大的进展
,

揭示了许多重要的物理现象

〕导出的振幅方程

勃性流中的线性理论
和 〔 对豁性流体中的 盯

不稳定性问题给出了线性分析
,

证明了在 方

程中由于表面边界层的存在而出现积分核 但由于他

们用的是滑移边界条件
,

因此在底部边界层所产生的
阻尼效应并没有捕捉到

,

啤 在任意深度无限

边界的勃性流体中研究了 波的线性稳定性
问题 此方法是对先前 和 昨 的数

值方法进行有限截断 从线性化的 方

程出发
,

导出了描述此问题的控制方程

口 口
。

八
瓦 一 “气丽

一 “‘

少戈骊
一 “

沙
‘“ 一 。 固

和自由面边界条件

卜
州理紧称豁

暴一 器
一

介
诚
」洲

二 。

一

恤 列汽
·

券
十

夺
、

⋯
二 。 一

鲁
一 二、 二

行、 公若 刀 刀、

且表面波的自然频率满足如下的色散关系

‘ 、 , 、了
, ,

、、言 夕无 三儿。

由此可见
,

方程 、 方程 所描述的问题更具

有普遍性
,

从某种意义上讲
,

它们是对理想流体的进

一步推广 为了解释由于实际系统会存在勃性耗散
,

和 哪 曾用奇异摄动法
,

对 方

程 加入与豁性系数成正比的线性阻尼项进行修
正 此勃性项系数是由 和 叫 通过理

想流体中能量的耗散关系得到的
,

但忽略了沿容器的

壁面边界层
、

底部以及自由面与壁面处的豁性耗散而

产生的阻尼影响 他们比较了如图 所示的在有阻尼

和无阻尼情况下出现 波的边界稳定曲线 在

弱耗散假设下
,

证明了 波的不稳定性总是出

现在第一个亚简谐不稳定域
,

并定义了临界的驱动振

幅
。

和临界的波数
。

图 中舌头状共振曲线的下方 上方 部分是表

面波的稳定 不稳定 区域
, 。 为奇 偶 数所表示的

区域为亚谐 简谐 共振
,

空 实 心圆圈表示无

有 阻尼 振动

以及底部的边界条件

波数 一‘

图 出现 碱 波的中性稳定曲线
户

· , , 一 ,

, 口

、
、‘矛了
、

曰上
了沙,、
、万、

、、 之 一 、

幻 一

二扛一 名二一 一
刀

其中 。、
,

是 方向的速度
, 写、 为表面波振幅

,

夕 艺 夕 口艺 为修正的重力加速度
, 。 是

豁性系数
,

为表面张力系数
,

为液体的密度
,

为液体深度
,

和 。分别为外驱动的振幅和频率

方程 方程 构成了豁性流体中线性
,

波问题的基本控制方程和边界条件

对无豁流体 二 来说
,

方程 转化为线性

方程
,

自由面边界条件 和底部边界条

件 将消失
,

消去 、、 亡
,

可以给出 和

为了从线性化方程 、方程 描述豁性流体

中 波的稳定性问题
,

啤 用

理论通过数值计算
,

首先在理论上解释了为什么人

们通常在实验中观察到的起始不稳定性总是亚谐波

这一现象 同时他还发现一个非常有趣的现象
,

就是

当表面波的波长与液体的深度量级为同一量级时
,

所激发的表面波不是亚简谐的
,

而是简谐的 在这种
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情况下
,

底部边界层的耗散作用将起主要作用 因此

他预言
,

在高豁滞液体中可以先出现谐波形式的波

图案 但他没有通过解析的方法给出简谐响应的参

数域
,

只给出一个如图 所示的由驱动振幅和波数

稳定性边界曲线的数值算例 图 中 为重力加速

度 然而
,

他们的方法不是系统的
,

因为他们没有指

明所得的结果在乳性的几阶截断是有效的

等 从修正的 方程 得到

了出现亚简谐的临界驱动振幅
,

其表达式如下

刀“

⋯
、

“

扼只 。 里

—
七九 一 二二二二 ￡

凡
’ ‘

又凡九

无入

劝卜
‘ ‘ 十

￡

。 、。 十 。 、。

下 一

助

川 刀
并从豁性色散关系中给出了临界波数满足的解析表

达式

、、、、、、、

心

帕梦
·

丫
‘。八认以叭
、

。言无 、一 、
。

望 口

一 亚谐共振
一 谐共振

梅
无

一

一

丽卜
‘ ‘ 凡

馨男称娜

一
天人 无 一 、 。

波数 叼 一‘

图 糖水混合物的稳定边界曲线图
。 二 一 , , 二 乃 一 ,

二 , 口 二 二

由式 和式 所确定的临界驱动振幅的解析解

如图 所示

图 中的虚线是对方程 的计算得到的近似

解
,

实线是通过对式 直接数值计算得到的数值

解
,

点线是传统的将阻尼项加到振幅方程中得到的
等 时 在弱赫液体 二 诚 口 远小于单

位 中
,

通过对线性特征值问题进行 展开
,

导出一个新的描述表面波振幅的 方程 此

方程除了通常由经验加入的阻尼项外
,

还包括代表底

部和 自由面与壁面相交处的阻尼分布的积分项 具体

形式如下

行、 。无 。 斤、

若
·“ 二 ““ 。。 “ 。无 十

撼添两
·

厂
。 亡一 二

和
、

黝 闭、
一二 下

。、 竺些坦坐黑黔竺哩
‘

八 卜
· ·“

暴
。人 · , ·

一

、⋯ 广
岑 尸
杯 卜 洲少

量火厂了尹
尸

驱动频率 。

图 出现亚简谐 波的临界振幅
。 , 。 一 ” ,

户 ,
, 二

其中 树
。 一诚“亡 护 “ 表示积分核 第一个

积分尺度具有量级 。 。‘ “
,

当波长与液体的深度同

量级时
,

它是赫性耗散的主要部分 因为当 升 。

时
,

此积分会趋近于零
,

故此积分分布与底部边界层

的阻尼有关 第二个积分当 件 时有有限值
,

故

它与表面边界层有关
,

且具有 。 沪 的量级 此项

积分最先是由 ” 和 导出的
,

但他们

没有考虑底部的阻尼分布

可以看出
,

数值解和近似解非常吻合
,

由传统方法得

到的解的误差会很大 从图 还可以看出在无限深

极限
,

对高频驱动来说
,

式 和式 的近似程

度很好 相反
,

在浅的液体深度时
,

意味着底部边界

层的耗散会增强
,

使得图 中出现亚简谐的不稳定

区域上升
,

从而临界振幅的最小值会出现在其邻居

的简谐不稳定区域 这时出现的 共振是简

谐的
,

即表面波的频率和外激励频率相同 此现象首
先是由 阳 预测到的

等 畔 还在适当的驱动频率下
,

给出了如
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图 所示的亚简谐和简谐不稳定性的临界曲线
,

并

通过实验证实了 叫 的预测

利用这个近似理论
,

也能较好地判别一个具体系

统的起始不稳定表面波是谐波
,

还是亚谐波 但对简

谐 波的不稳定性的系统研究还没有展开
,

这是因为此类表面波是在非常低的驱动频率下才能

出现的
,

对大部分商售的振动器来说很难办到

当驱动频率减小
,

或当液体的深度减小到勃性边

界层的量级 占 川口 时
,

豁性的耗散将大大地

增加 和 讨论了在高乳流体 〔

远大于单位 中的 不稳定问题
,

用各种不同

勃性系数的流体观察到了具有驱动频率一半的驻表

面波 但是他们发现对高勃滞流体来说
,

不稳定的产

生机制与无豁流体相比是非常不同的 他们还导出

一个在高豁滞流体中不同于无豁流体的 方

程
,

通过分析这个新的方程
,

他们发现高勃流体的不

稳定性机制与
一

工心 不稳定性有关

丝一泛卜

耗散系统中
,

从
一

方程出发对此问题进

行了完全的数值研究
,

重点考察了两个参数对

不稳定性的影响
,

即出现 波时的临界驱

动振幅和表面波的波长
,

但对所得的结果从物理的角

度去理解并非易事 不同的竞争阻尼机制解释的解析

的理论方法仍然没有报道

以上所研究的阻尼问题都没有考虑强迫振动
,

非

不稳定性系统中产生的阻尼 最近
,

在矩形容器中研究了两层弱豁性流体中内

波共振问题 用奇异摄动理论给出了各边界层附近

的近似解
,

并给出了线性豁性阻尼系数的近似表达

式 随后
,

他还从理想流体的 方程出发
,

考虑

了小振幅的非线性内表面波问题
,

用两时间变量展开

法
,

得到内界面波的非线性振幅方程
,

并将上面得到

的线性豁性阻尼系数增加到非线性振幅方程中对其
进行修正 侧 将所得的结论和以往所得的实验

进行了对比
,

符合较好

值得指出的是
,

当充液容器受垂直的外驱动时
,

在矩形或方形容器与圆柱形容器中所形成的表面波

的结构和特性有本质的区别 圆柱形容器中形成的
·

驻波
,

因为径向波自中心向外扩展
,

故它在传播时不

再能维持它的形状和振幅
,

这使得圆柱形容器中的表

面波图谱有更丰富的表现形式 呻

表面波模式结构及发展规律

日尸声匕日
,

一一尸树
‘砧尹娜硅

勺巴漂蜡称留贻婆

笋 一 水

一一一一一
驱动频率 。

图 出现作为驱动频率 口 二 的函数的亚谐 和

简谐 波的临界振幅

水 。 , 户 ,

。 , 一 ,

硅树脂 , , 尸 ,

, 一 ” , 人

勃性阻尼系数的确定

在薪性流体中
,

表面波阻尼的确定是一项重要
的研究课题 和 从能量关系研

究了圆柱形容器中不可压缩流体表面波的线性阻尼

问题
,

他将整个流场分成势流区和边界层两部分
,

通过耗散函数求得各边界层处的阻尼系数
,

和

在普遍的圆柱形容器和矩形容器中
,

研究了有

界域中的重力表面波的线性阻尼问题 他们也是将整

个流场分成势流区和边界层两部分
,

用摄动法分别求

解势流方程和边界层方程
,

用相容性条件给出了阻尼

系数的解析表达式 和 〕在强的

为了解释鄂学全等 。一 对底部垂直微幅振动

而侧壁不动的圆柱形容器中流体表面波图谱的实验

研究结果
,

营永军等从理论上对以上实验中的表面

波模式选择问题进行研究 虽然所建立的数学模型

和实验显示有所差别
,

但计算的结果可以用来解释

实际中存在的表面波模态
,

在理想
、

不可压缩且运动无旋流体中
,

从理论的

角度研究垂直强迫激励圆柱形容器中的单一水表面

驻波模式选择
、

结构特点及其随时间和空间变量的

演化规律等问题国内外还尚未见报导道 作者从水

波方程出发
,

考虑了表面张力的影响
,

利用高阶解满

足的相容性条件
,

导出一个具有立方项以及底部驱动

项影响的非线性复振幅方程

二

尹 丁 户 二 场 “
下户 丁

其中抓司表示时间变量的慢变复振幅
,

户行 是州动
的复共扼

,

和 峨 是常数
,

这里我们认为强迫

驱动频率之半与表面波的自然频率之差为小量
,

即
、。 一 刀 “ 表示驱动加速度的最大振幅与重力

加速度的比值
,

假设它是一个小量 将振幅方程

的未知函数及系数的实部与虚部分开
,

可得如下的非
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线性常微分方程组

即 二

下

即 二

下

司吠 司 十砖胡十

峨巨
二 , 二 一 二 二

一风 司吠 动十雌州一

沙 二 二 尹 二 二

自由面位移解可表示为

修正的结果使得所研究的问题更进一步接近实验的

真实情况

通过对振幅方程和 自由面位移进行数值计算
,

证实了该系统产生的表面波为一阶占优的驻波 图

给出了
,

模式的理论和实验等高线图的比较 图

等高线中实线部分对应于此时刻表面波的自由

面位置高出静水面
,

虚线部分表示自由面的位置低于

静水面 图
,

图 中 二
,

模式指沿圆周方向有

个波峰
,

沿半径方向有 个零点

。 , ,‘, 下 。,

其中一阶和二阶自由面位移为
·,

。
, , · 一

亲、
· 。 沙 ·

一 谨
, 丁 一‘。‘ 止

刀 , , , 二 【 姚 」
二 ‘口‘ 户 二 一“ ,口‘

为满足方程式中 入 入。。

入。二
二

,

模式理论等高线

的第 个零点
, 。 的是 二 阶第一类 函数

,

为流体的深度
,

为容器的半径
,

的和
’

是 的函数
,

为柱坐标下方向角分量

实际的物理系统中会产生赫性阻尼
,

从理论上确

定阻尼系数的表达式及其对表面波模式选择的影响

是研究的另一个重点研究内容 如果从
一

方程出发直接求解析解是相当复杂的难题
,

作者从线

性化的
一

方程出发
,

研究了圆柱形容器

中弱豁性流体受垂直强迫激励的表面波运动问题

把整个流场分为外部势流区和内部的边界层流动
,

用双时间尺度展开法
,

求得了线性阻尼系数的解析

表达式

,

模式实验等高线照片

图
,

模式理论和实验等高线比较

口
入 入川卿 入川州
口 入

入

口 人

入 刀
二二 二二

一
一 二

又入
‘ 一 饥

‘

漂
‘ ‘,

其中 。是运动学赫性系数
,

叫 指出
,

阻尼

系数 中的实部和虚部分别表示表面波阻尼的大

小和
“

频率漂移
”

实部的阻尼将使得表面波衰减
,

而

虚部会使得表面波的固有频率发生改变 将在弱勃

性流体情况下得到的勃性阻尼系数 加到无勃流

体中所得的非线性振幅方程 中对其进行修正
,

通过对两个图形的对比
,

可以看出沿圆周方向共

有 个波峰
,

沿半径方向有 个零点
,

体现了
,

模式的特点
,

且图 和图 的驱动频率符合的

非常好 图 的驱动频率为
,

图 的

驱动频率为 图 已考虑了表面张力和弱

豁性影响 但对别的模式来讲
,

理论上出现同一个表

面波模式所需的驱动频率总是小于实验驱动频率

造成差别的一个重要的原因是由于实验研究是在对

底部垂直驱动而侧壁不动的圆柱容器中进行的
,

而

非原始的 对整个容器垂直激励 这时的豺

性效应将会增加
,

由此而产生的勃性耗散使得表面

波的能量逐渐减小
,

要得到同一模式的表面波模式

就需要更高的驱动频率
,

因而理论和实验的差别从



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

定性的角度来看是合理的 此外
,

液体和容器侧壁的

接触线影响以及其它的一些物理机制都会对模式的

选择有一定的影响

为了深刻理解表面波的空间结构
,

图 给出了

—
亡

一 一 · 之

· ,

⋯ 忿
·

一 云
一

·

一一 一

户
、、、

叭袄
,

一

、

沪
‘

一
’

一
‘

、
厂 ,’

叹 步乡一

、份︺
才 几

二

下面讨论当半径 固定时
,

表面波随周向角 在

不同时刻的变化规律 因为此时一阶解占优
,

故只考

虑一阶自由面位移解在周向角 上的节点分布 当

。 为 二
, 二 , 二 ,

⋯
,

。一 二 时
,

,

于是 二 。
, 二 , 二 。

,

⋯
,

。一 二 。

为波节线
,

在这些线上
,

自由面的位移为零 对
,

模式有 。
,

故在 方向节点位置为
, ,

二 , 二 , 二 , 二 图 给出了表面波位移的

二阶解 刀 卿 , 护叮 在不同时刻
,

对给定径向

为 的情况下随方向角 的变化规律 此时的
￡二 由图 可以看出

,

驻点的位置和上面

给出的一阶解在 方向驻点位置非常吻合
,

并且它们

几乎不随时间变化
,

只是表面波的波幅上下振动
,

具

有驻波的特点

︵了。工︶日食。

—一 一 一 亡二
。 ·

一 忿
· ·

一 二
一

·

一 一 二 巧

图 表面波位移随半径 , 的演化规律 “

, , 二 ,

拼 不入八 、

“ 、飞户

‘

︽

八、乃’魂户一·犷
卜 ,夕

、、

口。,。
口

,

、、
,

才‘ ,’
、价,
·

⋯
“

,’

一﹄八

⋯
︵

一

︵丫。工乙日。。

当空间坐标 为 时
,

表面波位移的二阶解 ,

叨 十 “ , 在不同时刻随无量纲空间坐标 的变化规

律 从图 中可以看出
,

表面波的特性主要是由自由

面位移函数的一阶解来决定的 尽管二阶解对其也有

一定的非线性作用
,

此时的
,

由常微分方

程理论中一般的 振荡定理的特例知在

的范围内
, 。叻正好过零点 。 一 次

,

因此有
。 一 个波节环 邻近原点处除外 对

,

模式来

说
,

有
,

故波节环有 个 经过计算
,

它们分别

为 二
,

和
,

这和一阶解的节点位置

非常吻合
,

表明此时一阶解占优 同时从图 还可以

看出
,

表面波在 方向的节点位置不随时间变化
,

只

是表面波的振幅在上下振动
,

体现了驻波的特性

一
一

一

一 十

一
一

,

一一一
一 一

丫一

一一
夕

图 表面波位移随半径 的演化规律 ,

吮
, · 。 “

·
,

拜

为了更清楚地描述以上
,

表面波模式随时间

的演化过程
,

图 给出了表面波自由面位移二阶解
” 铆 十 护加 在不同时刻的三维空间分布图 在计

算过程中发现表面波的周期很短
,

为了捕捉表面波的

’

︵丫。工己日会。杖︵,。工︶日“、

一 一 一 一

图 自由表面随时间 的三维演化规律 二 , ·

。

亡

, 拜
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︵丫。工︶日、二

巧
︵冲。工巴日。“、

梦 二
了

一 一 工

一 一

· 二
·

︵,。工︶已食。

夕二

一

二 ,

图 自由表面随时间 亡的三维演化规律

云
·

,

二 , , ·

拼 续

八,山只︺注‘
几

、哥暴得娜

周期性演化规律
,

时间步长选取的较小
,

图 、

图 直观地反映出表面驻波随时间的变化过程

在时刻 亡 时
,

如图 所示
,

图中的直线

标明此时刻波面位于静水面的上方 随着时间的推

移
,

处的振幅将逐渐增加
,

如图 、 图
·

到时刻 时
,

如图
,

处的振幅达到

最大值 在下一时刻 二 时
,

如图
,

处的振幅将逐渐减小到 时
,

如图
,

处的表面波振幅由高出静水面部分变成低于静水面

部分 随着时间的增加
,

如图
,

处的表面波振

幅逐渐变为负的最大值
,

即先前的波峰变为现在的波

谷 当 处的振幅达到负的最大值后
,

再逐渐减小
,

后来又会发展成为正的最大值 就这样周而复始
,

体

现了此表面波具有驻波的特性

需要指出的是
,

图 中直线 处所指的表面波

振幅只是一个有代表性的波幅
,

别处的波幅也有完全

相同的特性
,

只是所处的位置不同而已
,

模式

只是所描述的表面波模式的一个特例
,

用同样的方法

可以研究任何其它的模式

图 给出了有量纲驱动频率随无量纲波数的变

化规律 从图 中可以看出
,

在赫性阻尼和表面张

无量纲波数 无

图 有量纲自然频率
、

修正频率随表面波波数的变化
二

, , 。 一

力对模式选择的影响中
,

在驱动的频率较小
,

即表面

波的模式较简单时
,

阻尼对自然频率的影响比较大
,

而表面张力对模式选择的影响较小
,

戮性阻尼的影响

起主要作用 相反
,

当驱动频率较大
,

即表面波的模

式较复杂时
,

豁性阻尼对自然频率的影响比较小
,

而

表面张力对模式选择的影响较大
,

表面张力的影响起

主要作用



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

理论和实验流谱模式比较

由非线性振幅方程组
,

及 自由面位移解

式 式 所确定的表面波模式可以用来解释
鄂学全等 〔。一叫 的流动显示实验 图 给出了不

同驱动频率下由计算得到的表面波等高线 左 和实

验流谱等高线 右 图 尽管理论和实验的驱动频率

有所差别
,

但此理论可以用来解释实验中观察到的现

象 另外
,

在同一个驱动频率下
,

在实验中观察到了

不同的表面波模式
,

原因是在实际的物理系统中存在

模式竞争现象
,

而我们在理论分析中只考虑单一表面

波模式 从图 中还可以看出
,

随着驱动频率的增

只︺

⋯
八

一一一一一

屯口窃﹄补

劣

二 二

,

模式

然润︺

爸

乞。﹃的‘日

混

今一任︵勺一日

⋯
一一一一一

一 一

口

二
·

二

,

模式

八

⋯
︸山

一一一一一

勺口一的﹄日

刃 夕

二 “

,

模式

图 理论和实验表面波模式等高线图比较
,
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一的‘日办

石

,

模式

一 一

劣 口

⋯
呼一一一一一

﹃的卜日

二 二

,

模式

图 理论和实验表面波模式等高线图比较 续 二 ,

加
,

表面波模式变的越来越复杂

总结及有待进一步解决的问题

综上所述
,

对 匕 波的研究主要集中于以

下 个方面

理想流体中的非线性不稳定性分析和勃性流

体中的线性稳定性分析 大部分对 波的理论

研究都是建立在所谓的
“

几乎 丫 近似基

础之上的 在这种近似下
,

耗散项只是凭经验而引

入
,

并不是通过严格的推导而得出的
,

且此耗散项忽

略了容器壁面和底部的勃性边界层的影响 这种方法

只有对水或酒精等低勃流体才适合
,

对硅树脂油或浓

度较高的糖水混合物来说
,

这些方法就会失效 通过

解析的近似理论在弱赫性和强毅性耗散系统中导出

了具有弱阻尼和强阻尼系数的 方程
,

并证

明了在某些情况下除了在通常实验中所观察到的亚

谐频率响应外
,

谐共振响应的 波也会出现

在大展向比系统中所形成的有序而规则的模

式结构
,

以及它们向无序结构和时空混沌的转变 进

一步理解了在大的展向比系统中的模式形成问题
,

尤其是多频激励 实验的建立
,

可以获得由

于不同波长的模式竞争而产生的多临界情形 更具

有历史意义的是在这些实验中观察到了先前从未发

现的各种
“

准周期
”

和
“

三角方格
”

等流谱图案

在实验研究方面已经取得了许多成功
,

但由

于对表面波模式定量研究是非常困难的
,

还没有一

个比较全面而系统的实验研究结果 对深刻理解二

次不稳定性和向时空混沌的过渡还需要更进一步的

定量实验测量 在理论研究方面解释这些现象更是

一个非常复杂的问题
,

进展缓慢
,

使得理论结果和实

验的定量比较差别较大

本文在理想流体和弱乳性流体中综述了竖直激

励表面波的研究成果
,

并对圆柱形容器中垂直激励
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单一表面波动力学问题进行了理论分析
,

这方面具

有可比性的实验研究几乎没有 结合作者的研究结

果
,

提出以下需要解决的问题

对圆柱形容器中的垂直激励表面波问题开展

系统的实验研究 包括表面波模式形成
、

表面波波高

的测量
、

阻尼系数的测量等

在有限的几何域中研究两个或多个表面波之

间的模式竞争问题
,

进一步考察由有序的驻波结构向

无序的混沌行为的转换机理

在两频或多频垂直激励下
,

表面波模式的选

择规律
,

从理论上解释一些已有的实验结果

在高豁流体中建立表面波模式选择理论 由

于对强非线性问题来说
,

很难给出此类问题的解析

解
,

故寻找适当的数值计算方法
,

对此问题进行直接

的数值模拟一直是很多学者探求的目标

致谢 作者感谢中国科学院力学研究所周显初研究

员对本文在数学处理方面的关心和帮助
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