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数值摄动算法及其 CFD 格式*

高 智 †

中国科学院力学研究所高温气体动力学重点实验室, 北京 100190

摘 要 数值摄动算法将流体动力学效应耦合进 NS方程组和对流扩散 (CD)方程离散的数学基本格式 (MBS),

特别是耦合进最简单的一阶迎风和二阶中心格式之中, 由此构建成一系列新的摄动格式 (PS). 构建 PS 的主要

步骤是将 MBS中的通量重构为步长的幂级数, 利用空间分裂和导出的高阶流体动力学线性关系式, 并引入下游

不影响上游的对流运动规律,通过消除重构格式修正微分方程的截断误差诸项求出幂级数的待定系数,由此获得

非线性 PS. PS 的项是 MBS 中对应项与 R∆x(及 λR∆x) 之简单多项式的乘积, R∆x 和 λ 分别是网格 Reynolds

数和网格 CFL 数. PS 和 MBS 使用相同结点, 简单性彼此相当, 但 PS 精度高, 稳定范围大, 例如 PS 包含了许

多绝对稳定高阶迎风和中心有限差分 (FD) 格式和绝对正型有限体积 (FV) 格式, 这些格式对网格 Reynolds 数

的任意值均为不振荡格式. 数值摄动算法因此是构建高精度不振荡 CFD 格式的新方法. PS 用于计算不可压缩

流、可压缩流、液滴萃取传质、微通道两相流等, 均获得良好数值结果或与已有 Benchmark 解一致的数值结果.

已有文献称数值摄动算法为新型高精度方法和高算法, 文中也讨论了一些值得进一步研究的课题.
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1 引 言

计算流体力学 (CFD)经历了近半个世纪的发

展, 取得了巨大的进展, 它的应用已深入到流体力

学、数值传热学几乎所有的流体科学和工程技术

问题中, 成为力学研究的 3 大手段 (实验、分析和

数值模拟) 中的一种 [1∼9].

求解 Navier–Stokes(NS) 方程组的离散算法是

CFD 研究的一个核心内容, 近半个世纪以来已提

出了大量高精度差分和有限体积算法. 已有的离

散算法研究主要集中在对流导数的空间离散格式

方面. 基本离散格式即数学基本格式 (mathemat-

ical basic schemes, MBS), 主要是一阶迎风 (up-

wind) 格式、二阶中心及其杂交格式 [1∼10]; 二阶

中心 Lax–Wendroff 格式 [11] 的改进格式 MacCor-

mark 格式 [12] 是 20 世纪 70 年代气动计算所使用

的主要方法. 人们也利用数学方法构建了不少精

度高于二阶的多结点迎风和中心 MBS,如 QUICK

格式 [2,6,13]、Fromm格式 [1,14] 以及结点数达 11点

的 9阶迎风和 10阶中心格式 [15] 等. MBS在 CFD

商用软件和湍流 DNS(direct numerical simulation)

中得到广泛应用 [6,15,16]; 但是一阶迎风格式数值

耗散大 [2], 高阶迎风和中心格式在粗网格下振荡

和发散、难以分辨激波和接触间断等流动现象.

因此人们对 MBS 进行重构, 提出和发展了许

多高级离散算法和格式, 最主要的高级离散方法

是对 MBS 使用通量限制等迎风和人工光滑化方

法 [17∼51], 还有使用结点导数的隐式紧致方法、气

体动力论方法、解元/守恒元、有限谱、改进插值

近似的 CIP (cubic interpolated pseudo-particle)、相

容守恒和投影格式、使用对流系数导数的摄动差

分等方法 [52∼90]. 数值摄动法 [91∼100] 的思路与

上述诸方法不同, 通过解析运算将流体动力学效

应进一步耦合进 MBS 中, 构建成高精度摄动格式

(PS). 但是数值摄动法与其他方法依然紧密相关,

其他方法不仅是研究数值摄动法的必要铺垫, 更

是进行对比研究的依据和基础, 是进一步改进 PS

的参考和基础. 因此在引言中首先对其他高级离
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散方法作必要的简述.

使用通量限制等迎风和人工光滑化的方法,主

要有改进一阶精度 Godunov 间断分解算法 [17] 的

迎风类格式、通量差分分裂 (flux difference split-

ting, FDS) 方法 [18,19]、通量矢量分裂 (flux vector

splitting, FVS) 方法 [20∼22]、分片抛物方法 (piece-

wise parabolic method, PPM) [23]、FDS和 FVS杂交

的对流迎风分裂方法 (advection upstream splitting

method, AUSM) [24,25]. 中心类格式主要如 Jameson

等的二阶精度显式有限体积中心格式 [26∼28]. 为了

有效抑制激波附近的数值振荡和非物理解,这些二

阶精度格式都使用了对数值耗散或还有数值色散

的监控和自适应调节技术. 这些高级离散格式在

内、外绕流等气动计算中得到了广泛应用, 取得了

巨大的成功. Harten[29] 提出数值解具有图形锐利

和逼真的高分辨率 (high resolution) 概念, 包括总

变差减小 (total variation diminishing, TVD) 概念

和利用通量限制器 (flux limiter) 构建 TVD 格式的

思想,为有限差分方法的理论和构造开拓了一个崭

新的方向. TVD 是对格式的一个很强的限制条件,

使格式在局部极值点只能达到一阶精度,为了提高

TVD 格式的精度, Harten 等 [30] 提出本质上无振

荡 (essentially non-oscillatory, ENO) 格式的概念和

构建方法, 该法采用逐次扩展的节点模板, 根据各

阶差商绝对值极小的选择原则提高插值精度,由此

构建成高分辨率 ENO 格式. Shu[31] 提出了总变差

有界 (total variation bounded, TVB) 格式的概念;

Liu 等 [32,33] 提出加权本质无振荡 (weighted essen-

tially non-oscillatory, WENO) 格式, 通过引入权重

系数将所有插值模板包含在内, 改进了 ENO 插值

模板选择方案, 提高了计算效率, 因此得到更为广

泛的应用. 人们以一阶迎风 MBS和二阶精度 MBS

为基础 (或起步) 格式通过使用通量限制器 (flux

limiter[34∼37])、通量修正 (flux corrected[38∼41])、自

适应杂交 (self-adjusting hybrid[42,43])、重构演化

(reconstruction-evolution) [44,45] 等方法构建了许多

TVD, ENO 等高级离散格式. Laney[1] 在专著《计

算气体动力学》中详细介绍了这些格式, 其中冠以

人名的格式 1998 年以前已达 30 多个, 说明分辨

激波算法和格式之重要, 研究之热闹, 成果之丰硕,

尚无完美格式的情况,这些格式均离不开对数值耗

散、数值色散和数值群速度的人为检察、判断和自

适应调节. 张涵信 [46] 基于调整激波上、下游三

阶色散关系的考虑, 提出了具有 TVD 性质的无波

动、无自由参数耗散差分 (non-oscillatory, non-free-

parameter dissipation difference, NND)格式,他和合

作者 [47,48] 系统发展了包括通量型、原始变量型、

守恒变量型、特征变量型、迎风型等 NND格式. 邬

华谟 [49] 设计了构建 ENO 格式的统一方法并提出

统一 ENO(UENO) 格式, 并推广到有限体积方法

中 [50,51].

其他的高级离散方法还有紧致 (compact) 格

式, 通过引入结点导数项提高格式精度的紧致方

法从 20 世纪 90 年代起逐渐成为高精度格式研究

的一个重要方向 [52∼67]. Lale[52] 发展了一系列对

称型线性紧致格式; 文献 [53,54] 构建了迎风型紧

致格式和通过群速度控制重构紧致格式的新格式;

文献 [55∼59] 构建了 Pade 型紧致格式与 ENO 及

WENO混合的杂交格式,文献 [60, 61]使用 TVB概

念和通量限制器技术构建了高精度非线性紧致格

式, 并用于激波计算; 沈孟育等 [62] 构建了广义紧

致格式; 申义庆等 [63] 构建了有限紧致格式; 邓小

刚等 [64∼67] 构建了一系列内点高精度非线性紧致

格式以及相关的高阶边界格式和靠近边界的 “紧

致” 格式. 文献 [68∼72] 发展了求解简化 Boltz-

mann 方程的气体动力论 (gas kinetics) 方法, 为

数值模拟从稀薄流到连续流提供了一种有效的统

一算法, 可以计算 N–S 模拟和直接模拟蒙特卡罗

(DSMC) [73] 不适用的流动领域. Chang[74] 将时间

和空间同等对待, 从积分方程出发通过定义解元

(SE) 和守恒元 (CE) 使得在局部和整体都满足守

恒律, 由此提出的 CE/SE 格式在多个领域得到应

用 [75]. Wang 等 [76∼78] 提出有限谱 (FS) 方法和有

限谱与 QUICK 及 ENO 杂交的格式. 文献 [79∼81]

基于对流项插值近似的巧妙设计, 提出了三次插

值拟粒子 (cubic interpolated pseudo-particle, CIP)

和约束插值剖面 (constrained interpolation profile,

CIP) 方法, 在固体、流体和等离子体问题中得到

广泛应用. Ni 等 [82,83] 提出相容守性和相容投影

格式. Morris等 [84] 和 Batten等 [85] 针对气动噪声

计算,提出了联立求解 NS方程组和非线性扰动方

程的非线性声学摄动 (扰动)算子. 文献 [86∼91]为

了求解对流扩散方程引入了迎风数学变换, 在此

基础上将对流导数的系数 (视作函数)取 Taylor展

开,近似到 (或截止到)系数的二阶导数项,获得对

流扩散方程的三结点四阶精度显式紧致差分格式,

称为摄动差分格式 (PDS), PDS 用于模型方程, 二

维对流传热计算获得很好的结果, 得到对流传热
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计算的新的 Benchmark数值结果.作者提出数值摄

动算法, 包括数值摄动差分算法 [92,93] 和数值摄动

有限体积算法 [94,95], 该算法与通常的隐式紧致格

式 [52∼67] 和显式紧致 PFD格式 [86∼91] 不同,将 NS

方程组离散的最简单数学基本格式 (MBS)即一阶

迎风和二阶中心格式进行数值摄动重构, 包括利

用所有结点变量的全域 (或单重) 摄动重构 [91∼94]

和分别使用上游结点和下游结点变量的双重摄动

重构 [96∼98], 由此构建成 NS 方程和对流扩散方程

(CD) 的最简单 MBS 耦合流体动力学效应的非线

性摄动有限差分格式 (PDS) 和摄动有限体积格式

(PVS).摄动格式用于模型方程、不可压缩流、可压

缩流、液滴萃取传质过程、微通道两相流等均获得

良好数值结果或与已有 Benchmark 数值解一致的

数值结果 [92∼120]. 本文评述数值摄动算法和相应

格式的理论和数值研究进展, 内容包括: CFD 数

值离散的数学基本格式 (MBS)、数值摄动算法和

MBS 耦合流体动力学的摄动格式: I 摄动有限差

分格式 (PDS)和Ⅱ摄动有限体积格式 (PVS), PDS

和 PVS 特性分析和应用计算.

2 CFD 数值离散的数学基本格式 (MBS)

流体力学和对流热传导的基本方程组包含的

导数项有一阶 (对流和压力项) 和二阶 (黏性和

热传导) 导数项; 一、二阶导数离散的最简单格式

为一阶迎风和二阶中心格式, 它们符合导数的原

始数学定义, 因此称为直接差分或数学基本格式

(MBS) [1∼6]. 表 1 给出一阶和二阶导数离散的诸

数学基本格式 (MBS).

表 1 对流导数 f ′i 和黏性导数 f ′′i 离散诸格式 (MBS)

MBS f ′i 离散诸格式 节点数 Rcri

2CS
1

2h
(fi+1 − fi−1) 3 2

4CS
1

12h
[8(fi+1 − fi−1)− (fi+2 − fi−2)] 5 1.5

6CS
1

60h
[45(fi+1 − fi−1)− 9(fi+2 − fi−2) + (fi+3 − fi−3)] 7 1.33

8CS

1

h
[0.8(fi+1 − fi−1)− 0.2(fi+2 − fi−2) + 0.038 1(fi+3 − fi−3)−

3.57× 10−3(fi+4 − fi−4)]
9 1.25

10CS

1

2 520h
[2 100(fi+1 − fi−1)− 600(fi+2 − fi−2) + 150(fi+3 − fi−3)−

25(fi+4 − fi−4) + 2(fi+5 − fi−5)]
11 1.20

1US
1

h
(fi − fi−1) 3 ∞

2US
1

2h
(3fi − 4fi−1 + fi−2) 5 ∞

3US
1

6h
(3fi − 6fi−1 + fi−2 + 2fi+1) 5 3

5US
1

60h
(20fi − 60fi−1 + 15fi−2 − 2fi−3 + 30fi+1 − 3fi+2) 7 2

7US

1

h
(0.25fi − fi−1 + 0.3fi−2 − 6.67× 10−2fi−3+

7.14× 10−3fi−4 + 0.6fi+1 − 0.1fi+2 − 9.52× 10−3fi+3)
9 1.67

9US

1

2 520h
(504fi − 2 520fi−1 + 840fi−2 − 240fi−3 + 45fi−4−

4fi−5 + 1680fi+1 − 360fi+2 + 60fi+3 − 5fi+4)
11 1.50

2CS
1

h2
(fi+1 − 2fi + fi−1) 3

4CS
1

28h2
(−fi+2 + 16fi+1 − 30fi + 16fi−1 − fi−2) 5

6CS
1

36h2
(4fi+3−27fi+2+108fi+1−170fi +108fi−1−27fi−2+4fi−3) 7
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针对流体运动科学和工程计算的需要, CFD

常常使用精度高于二阶的迎风和中心 MBS, 高阶

MBS可利用导数的广义数学定义由如下公式求出

dmf(xi)
dxm

=
J2∑

j=−J1

αjfi+j (1)

其中, αj 通过 Taylor 展开式来确定; J1 和 J2 为正

整数, 当 J2 = J1 时 MBS 为中心差分格式, 格式精

度为 2J1 精度;当 J1 6= J2 时 MBS为偏心 (或迎风)

差分格式.

表 1 中给出了的一维对流扩散方程空间离散

的稳定条件 (即格式为稳定的临界网格 Reynolds

数 Rcri),是利用一维对流扩散方程的 MBS(其中对

流导数离散为表 1 中的诸 MBS, 黏性导数离散为

二阶中心差分格式), 并令下游第 1 结点处的对流

反扩散等于黏性物理扩散,或利用所谓 “符号不变

原则”[6] 的线性稳定性分析求出的.

在 CFD 诸 MBS 中, 一阶迎风格式普适性最

好, 但数值耗散太大 [2], 大涡模拟 (LES) 的计算表

明高阶迎风格式 (五阶、七阶) 的数值耗散依然不

小. 通常认为 (如文献 [2]) 在诸 MBS 中基于简单

性、精度、效率、鲁棒性等因素的综合考虑, 特别

是针对工程应用计算, 二阶中心格式是最佳选择;

事实上, Jameson等的二阶中心有限体积格式已得

到广泛使用 [8,26∼28]. 但是二阶中心格式为正型的

临界网格 Reynolds 数 Rcri 仅约为 2, 更高阶中心

格式的 Rcri 比 2 还小, 高阶 (≥ 3) 迎风格式的 Rcri

与 2 相近 (见表 1), 这些格式在网格不够密时, 容

易产生振荡和发散, 特别是难以分辨激波和接触

间断. 为此, 正如引言中所述人们通过使用通量

限制器、通量分裂耗散修正、通量修正、自适应杂

交、人工黏性和重构演化等 [1] 迎风和光滑化技术

对 MBS 进行重构, 构建出许多在光滑区为高精度

在陡变区具有间断分辨率的高级 (advanced) 离散

算法和格式. 引言中对高级离散格式的简述是数

值摄动算法研究, 即对 MBS 进行数值摄动重构研

究的必要铺垫和基础.

3 数值摄动算法和 NS 方程组离散 MBS

耦合流体动力学的摄动格式

3.1 一般考虑, 数值摄动算法与其他算法的关系

和优缺点比较

数值摄动算法对导数或方程离散的 MBS 的

重构 [92∼98], 不使用任何调节数值耗散的人为技

巧,不增加结点,不在格式中引入结点导数,而是通

过对通量和导数系数的数值摄动重构和对方程本

身的解析运算,将流动物理诸过程 (对流、扩散、压

力、加速度等)相互竞争的动力学特性耦合进MBS

中, 从而获得 MBS 耦合流体动力学的摄动差分格

式 (PDS)和摄动有限体积格式 (PVS),这使它们比

MBS 刻划流动更准确、精度更高、稳定范围更大.

数值摄动算法的具体做法 [92∼98] 是: 对 MBS

的界面通量或导数系数 (如时间导数系数为 1, 对

流导数系数为 1(守恒型) 和 ui(非守恒型) 等) 进

行数值摄动重构, 即将它们重构为步长的幂级数;

利用空间分裂、时间 – 空间分裂和对一维方程的

解析运算, 求得待求函数高阶导数与一阶导数或

与待求函数本身的高阶流体力学线性关系式; 并

将结点变量取 Taylor 展开, 通过消除摄动重构格

式修正微分式或修正微分方程中截断误差诸项的

办法, 求出步长幂级数的待定系数; 最终获得导数

或方程离散的 MBS 耦合流体动力学的非线性摄

动差分格式 (PDS) 和摄动有限体积格式 (PVS).

下面以三结点格式为例, 进一步讨论数值摄

动算法与其他算法的关系及优缺点比较. 摄动算

法在维持三结点不动的前提下 (如图 1), 根据紧

致格式利用导数提高格式精度的紧致思想提高摄

动格式的精度, 但由于摄动处理利用了速度等待

求量高阶导数与一阶导数之间的线性关系式, 因

此摄动格式中不含有新的待求量 —— 导数 f
′
j−1,

f
′
j 和 f

′
j+1. 与高精度多结点格式和紧致格式相比,

高精度摄动格式不增加结点又不包含新的待求量

(导数), 这是它的第 1 个突出优点.

图 1 高精度诸格式 (紧致、多结点和摄动格式)

关系示意图

对二阶中心 (MBS) 格式的双重摄动重构, 即

分别对上游结点和下游结点进行的摄动重构, 本
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质上是将下游不影响上游的对流运动规律引进了

摄动格式之中, 即把迎风机制引入了二阶中心格

式之中; 因此构建了一些不振荡摄动格式, 包括三

结点高精度绝对稳定中心摄动差分格式 (PDS) 和

插值近似高精度绝对正型 (positive)中心摄动有限

体积格式 (PVS). 对多结点 (例如五结点三阶迎风

差分) 格式的摄动重构也得到类似的结果. 三结点

绝对稳定中心 PDS 和迎风 PDS, 均具有 TVD 性

质且为高阶精度格式; 已有的双曲守恒律和对流

扩散方程的三结点 TVD 格式, 它们的精度均不会

超过二阶 [1,28,29]. 这是数值摄动算法的第 2 个突

出优点.

利用高精度迎风 PDS 和 PVS 以及高精度绝

对稳定中心 PDS 和绝对正型中心 PVS 计算非线

性 Burgers方程,网格很粗也不产生振荡解,对一维

间断解均有较高的分辨率. 但用迎风 PDS 和 PVS

计算二维间断解时虽不振荡, 但数值耗散较大, 与

一阶迎风格式的耗散差别不大, 这是数值摄动算

法的重要缺陷, 大大影响了其在可压缩流计算中

的应用. 引起上述缺陷的主要原因是: 摄动处理中

利用的待求量 (例如速度)的高阶流体力学关系均

为线性关系式. 为了消除摄动法的上述缺陷, 应将

摄动格式和 Reimann 间断解、调解耗散的通量限

制器等技术相结合, 以提高摄动格式对二维和三

维间断解的分辨率. 从上述相结合的角度看, 可以

认为对通过调节数值耗散、色散等特性重构高分

辨率格式的已有众多深入的研究, 摄动格式提供

了比相应数学基本格式 (MBS)更精确且同样简单

的基础和超步格式. 这方面, 申义庆等 [107∼109], 代

民果 [115] 分别构建了摄动格式与 Roe 格式 [18] 和

AUSM 格式 [24,25] 的杂交格式, 杂交格式的计算精

度比原格式均有显著的改进.

3.2 NS 方程组最简单 MBS 耦合流体动力学的

摄动格式

不失一般性, 考虑二维不可压 Navier-

Stokes(NS) 方程组中 x 方向动量守恒方程

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
=

−1
ρ

∂p

∂x
+ γ(

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
) (2)

方程 (2) 数值离散的最简单数学基本格式

(MBS) 是显式、时间一层、空间三结点差分格式,

即方程 (2) 的最简单 MBS 是

1
∆t

(un+1
ij − un

ij) +
un

ij

2∆xij
·





[(1− αx)(un
i+1,j − un

ij)+

(1 + αx)(un
ij − un

i−1,j)]

(un
i+1,j − un

i−1,j)





+

vij

2∆yij





[(1− αy)(un
i,j+1 − un

ij)+

(1 + αy)(un
ij − un

i,j−1)]

(un
i,j+1 − un

i,j−1)





=

− 1
2ρ∆xij

(pn
i+1,j − pn

i−1,j) + γ

[
1

∆x2
ij

(un
i+1,j−

2un
ij + un

i−1,j) +
1

∆y2
ij

(un
i,j+1 − 2un

ij + un
i,j−1)

]

(3)

其中, αx = sgnun
ij , αy = sgnvn

ij . 方程组 (3) 包括两

个方程,第 1个方程的对流项为左端大括号内的第

1行 (迎风差分近似),第 2个方程的对流项为左端

大括号内的第 2行 (中心差分近似);两个方程的时

间项相同, 压力项相同, 黏性项相同, 因此这 3 项

没有重复书写. 两个方程的这种表达方式具有节

省篇幅避免重复的好处, 文中将多次使用这种表

达方式. 这里考虑了显式 MBS, 隐式 MBS 的摄动

重构与显式相同. 对方程 (2) 最简单 MBS(3) 的摄

动重构是将时间差商系数 1、对流差商系数 un
ij(和

vn
ij)、压力差商系数

1
ρ
和黏性差商系数 γ 重构为

它们分别乘以步长 ∆x 或 ∆t 的幂级数 (对 vn
ij 则

是 vn
ij 乘以步长 ∆y的幂级数);采用空间分裂处理,

在 x 方向有

1
∆t

GtxGty(un+1
ij − un

ij)+

un
ij

2∆xij





Gux[(1− αx)(un
i+1,j − un

ij)+

(1 + αx)(un
ij − un

i−1,j)]

Gcx(un
i+1,j − un

i−1,j)[
G+

cx(un
i+1,j − un

ij)+

G−cx(un
ij − un

i−1,j)
]





=

− 1
2ρ∆xij





Gpx(pn
i+1,j − pn

i−1,j)[
G+

px(pn
i+1,j − pn

ij)+

G−px(pn
ij − pn

i−1,j)
]





+

γ

∆x2
ij

(un
i+1,j − 2un

ij + un
i−1,j) (4)

其中, 单重摄动压力差分项同时适用于单重摄动
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迎风和中心对流差分项,数值摄动重构诸函数Gtx,

Gux, Gcx, G+
cx, G−cx, Gpx, G+

px 和 G−px 分别为

Gtx = 1 +
M∑

m=1
Txm∆tm, Gux = 1 +

M∑
m=1

am∆xm,

Gcx = 1 +
M∑

m=1
bm∆xm, G+

cx = 1 +
M∑

m=1
b+
m∆xm,

G−cx = 1 +
M∑

m=1
b−m∆xm, Gpx = 1 +

M∑
m=1

cm∆xm,

G+
px = 1 +

M∑
m=1

c+
m∆xm, G−px = 1 +

M∑
m=1

c−m∆xm

(5)

为了求得式 (5) 中的诸数值摄动重构函数

(NPRF), 文献 [92∼98] 提出一些重构原则, 主要的

原则及其简要说明如下:

(1) 诸项 (流动物理诸过程) 相互作用范围的

尺度原则及相应的无量纲数: 对流扩散在 ∆x ∼
γ/uij 尺度范围相互作用, 因此对流扩散项耦合重

构的 NPRF 应是无量纲数, 即网格 Reynolds 数

R∆x = uij∆x/γ 的函数; 压力项 (以及能量方程

中的压力功项) 与对流项在 L(流场特征长度) 或

∆x尺度上相互作用,同时由于对流扩散相互作用,

压力也与扩散项在 γ/uij 尺度上相互作用,因此压

力 – 对流 – 扩散耦合重构或压力项重构的 NPRF

同样应是无量纲数 R∆x 的函数; 时间项与对流项

在 L/U(L 和 U 分别为流场特征长度和流速) 或

∆x/uij 时间上相互作用, 又通过扩散对流竞争与

扩散项在 γ/u2
ij 时间上相互作用,因此时间项重构

的 NPRF 应是无量纲数 R∆x 与 uij∆t/∆x 乘积的

函数, uij∆t/∆x 是网格 CFL 数.

(2) 诸项各自单独重构原则和两项或多于两

项耦合重构原则: 若一些项的坐标变量和差商未

知函数都相同, 则这些项应耦合重构, 例如对流扩

散两项满足此条件, 耦合重构只需对一阶导数系

数 (如 uij)进行重构,而维持二阶导数系数 γ 不变;

若两项包含的坐标变量和差商未知函数只有一项

相同, 例如格式 (3) 中的时间项和压力项, 则对它

们应进行各自的单独重构.

(3) 全域重构原则和上、下游重构原则: 利用

网格内所有结点变量进行的重构为全域 (或单重)

摄动重构. 分别利用网格内上游和下游结点变量

进行的重构, 称为双重摄动重构; 例如对三结点

网格, 若 ui > 0, 上游结点为 (i − 1, i), 下游结点

为 (i, i + 1). 双重摄动重构的最大好处 [96∼100] 是

将下游不影响上游的对流运动规律引入了格式之

中, 因此可将下 (上) 游结点对流反扩散这一造成

格式失稳的有害影响限制在下 (上)游而完全不向

上 (下) 游扩散, 由此在提高摄动格式 (PS) 精度同

时又可大大扩大 PS 的稳定域范围. 例如在 PS(4)

中, 不仅引入了对流扩散耦合重构的迎风型和中

心型全域 NPRF Gux 和 Gcx, 也引入了中心型双

重摄动 NPRF G+
cx 和 G−cx, 引入了压力项的全域

NPRF Gpx 和区分上、下游的双重摄动 NPRF G+
px

和 G−cx.

(4) 源项的重构原则: 源项是计算结点上的外

加函数, 因此源项在 γ/uij 尺度上影响流体运动,

对源项离散 MBS 的重构可与对流扩散项耦合进

行重构, 在耦合重构的情况下源项的 NPRF 与对

流项的 NPRF 相一致 [92∼98].

(5)广义源项处理: 在 NS方程组离散 MBS的

重构中, 一些文献 (如文献 [108, 109]) 将对流扩散

项以外的其他所有项合在一起作为源项 (称为广

义源项)处理;由重构原则 (4)可知,广义源项方法

可给出 NS 方程组离散的一类公式最简单的摄动

格式 (PS).

根据上述重构原则, 可对格式 (4) 顺序进行对

流 –扩散项耦合重构、压力项重构以及时间项重构.

3.2.1 对流 – 扩散项耦合离散的摄动差分格式

(PDS)

对流 – 扩散项耦合离散的重构格式, 其实正

是一维对流扩散方程离散的最简单 MBS 耦合流

体动力学的摄动差分格式 (PDS), 即

uij

2∆xij





Gux[(1− αx)(un
i+1,j − un

ij)+

(1 + αx)(un
ij − un

i−1,j)]

Gcx(un
i+1,j − un

i−1,j)

[G+
cx(un

i+1,j − un
ij)+

G−cx(un
ij − un

i−1,j)]





=

γ

∆x2
ij

(un
i+1,j − 2un

ij + un
i−1,j) (6)

将式 (5)中 Gux, Gcx, G+
cx和 G−cx代入重构格式 (6),

再将 un
i±1,j 对空间点 ij 作 Taylor 展开, 利用冻结

对流项系数 uij 和扩散项系数 γ 的条件下导出的

速度高阶导数与一阶导数的如下关系 (称为速度

的高阶流体力学线性关系式)

∂mu

∂xm
=

(
un

ij

γ

)m−1
∂u

∂x
(7)
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通过消除对流 – 扩散耦合重构格式修正微分
式, 即通过消除一维对流 – 扩散方程离散 PDS 修
正微分方程的截断误差诸项, 也就是令 ∆xn(n =
1, 2, · · · ) 的系数为零可求得诸 an, bn, b+

n 和 b−n , 将
它们代入式 (5) 得到诸 NPRF,将诸 NPRF代入格
式 (6) 得到一维对流扩散方程离散的最简单 PDS
的最终形式, 诸 NPRF 的具体形式为 [92∼98]

Gux = 1 +
M∑

m=1

1
(m + 1)!

(R∆xij
sgnuij)m (8)

Gcx = 1− 1
12

R2
∆xij

+
1
30

R4
∆xij

− 1
1 260

R6
∆xij

(9)

G+
cx = 1− 1

6
R∆xij

+

1
360

R3
∆xij

− 1
3× 7!

R5
∆xij

+

3
5× 9!

R7
∆xij

− 5
3× 11!

R9
∆xij

G−cx = 1 +
1
6
R∆xij−

1
360

R3
∆xij

+
1

3× 7!
R5

∆xij
−

3
5× 9!

R7
∆xij

+
5

3× 11!
R9

∆xij

(10)

其中 R∆xij
= uij∆xij/γ. 对 v

∂u

∂y
= γ

∂2u

∂y2
离散MBS

的数值摄动重构可类似地进行, 并有

vij

2∆yij





Guy[(1− αy)(un
i,j+1 − un

ij)+

(1 + αy)(un
ij − un

i,j−1)]

Gcy(un
i,j+1 − un

i,j−1)

[G+
cy(un

i,j+1 − un
ij)+

G−cy(un
ij − un

i,j−1)]





=

γ

∆yij
(un

i,j+1 − un
ij + un

i,j−1) (11)

在式 (8) ∼ 式 (10) 中将 x, ∆xij 和 uij 同时换成 y,
∆yij 和 vij , 将 R∆xij

换成 R∆yij
= vij∆yij/γ 即可

给出 Guy, Gcy, G+
cy 和 G−cy.

3.2.2 时间项离散的摄动差分格式 (PDS)
根据数值摄动重构原则知道, 对时间项离散

数学基本格式 (MBS) 的重构应单独进行, 重构格
式即 PDS 为

1
∆t

Gtx(un+1
ij − un

ij) =

1
∆t

(
1 +

M∑
m=1

Txm∆tm
)

(un+1
ij − un

ij) (12)

在格式 (12) 中将 un+1
ij 对 n 时间层取 Taylor 展开,

利用冻结对流系数 uij 条件下, 时间导数
∂u

∂t
与对

流导数
∂u

∂x
之间的关系以及

∂u

∂x
与黏性导数

∂2u

∂x2

之间的关系推导出的如下时间 – 对流 – 扩散的高
阶流体力学线性关系式

∂mu

∂tm
=

(
−u2

ij

γ

)m−1
∂u

∂t
(13)

通过消除重构格式 (12)修正微分式截断误差诸项,
即令 ∆tm 系数为零可求得 Txm 和 Gtx

Gtx = 1 +
1
2

∣∣R∆xij λx

∣∣ +
1
12

(R∆xij λx)2−
1

720
(R∆xij

λx)4 +
1

40× 720
(R∆xij

λx)6
(14)

其中 R∆xij = uij∆xij/γ, λx = uij∆t/∆xij , λx 为 x

方向网格 CFL数. 通过类似的运算可求得 Gty,故
时间项离散的摄动差分格式 (PDS) 的时间一层三
阶精度格式为

1
∆t

[
1 +

1
2

∣∣R∆xij λx

∣∣ +
1
12

(R∆xij λx)2
]
×

[
1 +

1
2

∣∣R∆yij λy

∣∣ +
1
12

(R∆yij λy)2
]

(un+1
ij − un

ij)

(15)
其中 R∆yij = vij∆yij/γ, λy = vij∆t/∆yij 为 y 方向

网格 CFL 数.

3.2.3 压力项离散的摄动差分格式 (PDS)
根据重构原则可知, 对压力项离散数学基本

格式 (MBS) 的重构可单独进行, 与对流扩散耦合
重构的全域和上、下游重构相对应,压力项离散的
PDS 为 (参见格式 (4))

1
2ρ∆xij

Gpx(pn
i+1,j − pn

i−1,j)

或
1

2ρ∆xij
[G+

px(pn
i+1,j − pn

i,j)+

G−px(pn
ij − pn

i−1,j)]
(16)

在格式 (16) 中将 pn
i±1,j 对 pn

ij 取 Taylor 展开,

利用冻结对流导数系数 uij 条件下, 压力导数
∂p

∂x

与对流导数
∂u

∂x
之间的关系以及

∂u

∂x
与黏性导数

∂2u

∂x2
之间的关系推出的如下压力 – 对流 – 扩散的

高阶流体力学线性关系式

∂mp

∂xm
=

(
uij

γ

)m−1
∂p

∂x
(17)
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通过消除格式 (16)修正微分式的诸截断误差
项,即令∆xm同次幂系数为零求得 Cm, C+

m和 C−m,

由此求得 NPRF Gpx, G+
px 和 G−px, 压力项

1
ρ

∂p

∂x
离

散的 PDS 即为

1
2ρ∆xij

(
1− 1

6
R2

∆xij
+

7
360

R4
∆xij

− 31
3× 7!

R6
∆xij

+

127
15× 8!

R8
∆xij

)
(pn

i+1,j − pn
i−1,j)

(18)
和

− 1
2ρ∆xij

[(
1− 1

2
R∆xij +

1
12

R2
∆xij

− 1
6!

R4
∆xij

+

1
6× 7!

R6
∆xij

)
(pn

i+1,j − pn
ij) +

(
1 +

1
2
R∆xij

+

1
12

R2
∆xij

+
1
6!

R4
∆xij

+
1

6× 7!
R6

∆xij

)
·

(
pn

ij − pn
i−1,j

)]

(19)

压力项
1
ρ

∂p

∂y
离散的摄动差分格式 (PDS)可类似求

出, 在格式 (18) 和 (19) 中将 ∆xij , un
ij , pn

i±1,j 分别

换成 ∆yij , vn
ij 和 pn

i,j±1, 即得到
1
ρ

∂p

∂y
离散的 PDS.

能量方程中压力功项 (u · ∇)p 离散最简单
MBS 的数值摄动重构格式 (即 PDS), 可类似导出
压力项 PDS 的办法求出, 这里不再重复.

3.2.4 源项离散的摄动差分格式 (PDS)

方程中的源项 q, 包括常数源和函数源项, 它
们作为外加项与流动物理诸过程 (对流、扩散、压
力) 之间的相互作用, 一般来说并无明确的特征尺
度, 它们作为计算结点上的外加量影响流体运动,
因此可把对流 – 扩散 – 源项耦合进行数值摄动
重构; 为此可在对流扩散耦合离散 PDS(参见 3.2.1
节) 中加入摄动重构源项, 即有

uij

2∆xij





Gux[(1− αx)(un
i+1,j − un

ij)+

(1 + αx)(un
ij − un

i−1,j)]

Gcx(un
i+1,j − un

i−1,j)

G+
cx(un

i+1,j − un
ij)+

G−cx(un
ij − un

i−1,j)





=

γ

∆x2
(un

i+1,j − 2un
ij + un

i−1,j)+




Gusq

Gcsq
1
2
(G+

cs + G−cs)q





(20)

其中源项的数值摄动重构函数 (NPRF) 为

Gus = 1 +
M∑

m=1
fm∆xm, Gcs = 1 +

M∑
m=1

gm∆xm,

G+
cs = 1 +

M∑
m=1

g+
m∆xm, G−cs = 1 +

M∑
m=1

g−m∆xm

(21)
对重构格式 (20) 作类似于对重构格式 (6) 所作的
处理和运算, 运算中利用如下源项 —— 速度的高
阶流体力学线性关系式

∂mu

∂xm
=

(
uij

γ

)m−1
∂u

∂x
−

(
uij

γ

)m−2

q (22)

可以求得

Gus = Gux, Gcs = Gcx, G+
cs = G+

cx, G−cs = G−cx (23)

利用式 (23), 又可将重构格式 (20) 写成

uij

2∆xij





[(1− αx)(un
i+1,j − un

ij)+

(1 + αx)(un
ij − un

i−1,j)]

(un
i+1,j − un

i−1,j)

[(un
i+1,j − un

ij) + (un
ij − un

i−1,j)]





=





γ

∆x2Gux
(un

i+1,j − 2un
ij + un

i−1,j)

γ

∆x2Gcx
(un

i+1,j − 2un
ij + un

i−1,j)

γ

∆x2

[
1

G+
cx

(un
i+1,j − un

ij)+

1
G−cx

(un
i−1,j − un

ij)
]





+ q

(24)
摄动差分格式 PDS(24)与 PDS(20)相比,实际

是将对流通量的摄动重构改造为黏性通量的摄动

重构.

3.3 NS 方程组的广义源项和相应的摄动差分格

式 (PDS)

在 NS 方程组中, 黏性项除了
∂2ui

∂x2
i

(i = 1, 2, 3)

项外,还有剪切 (交叉导数)黏性项、黏性耗散项等,

如果将
∂2ui

∂x2
i

项以外的其他所有黏性项以及压力

项、压力功项、体力项等合起来作为源项, 称为广

义源项,则相应的 PDS就是格式 (20)和格式 (24),

此时 q 应指 NS 方程组的广义源项.

由于对流 – 扩散 – 源项三项耦合离散的 PDS

形式简洁、且 NPRF 就是对流 – 扩散二项耦合离

散的 NPRF,参见格式 (20)、格式 (24)和式 (23). 因
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此对 NS 方程组离散, 广义源项处理及相应的 NS

方程组离散 PDS 是很有用的, 特别是采用式 (24)

的 PDS 形式时. 这里以不可压缩二维 NS 方程组

的 x 方向动量方程为例, 它的空间离散摄动差分

格式 (PDS) 写出为

uij

2∆xij





[(1− αx)(ui+1,j − uij)+

(1 + αx)(uij − ui−1,j)]

(ui+1,j − ui−1,j)

[(ui+1,j − uij) + (uij − ui−1,j)]





+

vij

2∆yij





[(1− αy)(ui,j+1 − uij)+

(1 + αy)(uij − ui,j−1)]

(ui,j+1 − ui,j−1)

[(ui,j+1 − uij) + (uij − ui,j−1)]





=

γ

∆x2
ij





1
Gux

(ui+1,j − 2uij + ui−1,j)

1
Gcx

(ui+1,j − 2uij + ui−1,j)
[

1
G+

cx
(ui+1,j − uij)+

1
G−cx

(ui−1,j − uij)
]





+

γ

∆y2
ij





1
Guy

(ui,j+1 − 2uij + ui,j−1)

1
Gcy

(ui,j+1 − 2uij + ui,j−1)

[
1

G+
cy

(ui,j+1 − uij)+

1
G−cx

(ui,j−1 − uij)
]





−

1
2ρ∆xij





Gpx

Gux
(Pi+1,j − Pi−1,j)

Gpx

Gcx
(Pi+1,j − Pi−1,j)

G+
px

G+
cx

(Pi+1,j − Pij)+

G−px

G−cx
(Pij − Pi−1,j)





+ q

(24a)

NS动量方程的 PDS (24a)中用重构黏性通量

代替原先的摄动重构对流通量, 好处是消除了空

间分裂时其他方向对 x 方向的未知贡献; 例如在

x动量方程的对流通量重构的 PDS中还应包含交

叉贡献项

(GuxFyx + GuyFxy) (24b)

其中, Fyx 和 Fxy 分别表示 y(x) 方向对 x(y) 方向

通量的贡献, 因此必有

Fyx + Fxy = 0 (24c)

应当指出, 当离散涉及多个空间方向, 例如有限体

积方法的离散, 式 (24c) 同样成立.

此外应指出, 根据各项独立离散重构原则, 在

广义源项处理的 PDS 中, 如果需要的话, 仍可对

压力项, 对流项和交叉导数黏性项等进行摄动二

次重构.

3.4 小 结

(1) 对流 – 扩散耦合离散的摄动差分格式

(PDS)和压力项离散的 PDS均为它们离散的数学

基本格式 (MBS)乘以网格 Reynolds数的简单多项

式 (即乘以数值摄动重构函数 (NPRF)), 当 NPRF

Gcx, G+
cx, G−cx, Gpx, G+

px 和 G−px 截止到 RM
∆x 时, 在

速度和压力的高阶流体力学线性关系式 (7) 和式

(17) 成立的条件下, 相应的重构中心型 PDS 的精

度为 (M + 2) 阶精度; 当 NPRF Gux 截止到 RM
∆x

项,对流 –扩散耦合离散的迎风型 PDS为 (M +1)

阶精度. 时间项离散的 PDS 为其离散 MBS 乘以

(R∆xλx) 的简单多项式, λx = uij∆t/∆xij 为 x 方

向网格 CFL 数, 当 NPRF Gtx 截止到 (R∆xij
λx)M

时, 时间项离散 PDS 的精度为 (M + 1) 阶.

(2) 对流 – 扩散项耦合离散的 PDS 其实就是

一维对流 –扩散方程离散的 PDS,对迎风 PDS,当

Gux(见式 (8)) 截止到 RM
∆xij

项, 它为 (M + 1) 阶精

度迎风格式, 各阶精度迎风 PDS 均只使用三结点,

且为绝对稳定格式; 因此迎风 PDS 明显优于一维

对流 – 扩散方程离散的高阶迎风 MBS, 高阶迎风

MBS 必须使用多结点 (五结点、七结点等), 而且

均为条件稳定格式 (见表 1). 此外, 当 Gux 截止到

RM
∆xij
且M →∞时,迎风 PDS给出线性对流扩散

方程的精确数值解格式 [92,101,104].

(3) 对一维对流扩散方程离散的中心 PDS, 当

Gcx, G+
cx, G−cx(见式 (9) 和式 (10)) 截止到 RM

∆xij
项

时, 中心 PDS 的精度为 (M + 2) 阶; 全域摄动 (单

重摄动) 的中心 PDS 为条件稳定, 如四阶和六阶
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PDS 稳定的临界网格 Reynolds 数 Rcri 分别约为

4.2 和 2.6. 区分上游和下游的双重摄动 PDS, 其中

一些 (如四阶、八阶和十二阶精度 PDS) 为绝对稳

定格式, 即这些格式稳定的临界网格 Reynolds 数

Rcri 为无穷大 (见文献 [96, 97] 和表 2), 用它们求

解非线性 Burgers 方程, 很粗的网格也不会产生振

荡解; 用四阶和八阶绝对稳定中心型 PDS 求解一

维线性对流扩散方程均可达到各自的精度阶 (参

见表 3). 将八阶精度绝对稳定中心 PDS 与八阶精

度中心 MBS作比较,前者使用三结点, Rcri 为无穷

大, 而后者使用八结点, Rcri 仅为 1.25 (见表 1). 总

之, 单重摄动中心 PDS 和区分上下游双重摄动中

心 PDS 均比中心 MBS 精度高, 特别是双重摄动

PDS 的稳定范围显著扩大 (见表 2), 事实上, 上、

下游摄动重构将迎风机制 (即下游不影响上游的

对流运动规律) 引进了二阶中心格式, 由此构建了

高阶不振荡中心格式, 这是它最突出的优点; 因为

对于 MBS, 随着 MBS 精度的提高, 稳定范围要减

小 (见表 1).

下面讨论双重摄动三阶和四阶、七阶和八

阶、十一阶和十二阶精度中心格式 (DPS) 绝对稳

定的理论基础及物理原因. 对稳定性分析可考虑

无源即 fi = 0 的情况, 此时三结点双重摄动 (DP)

高阶中心差分格式 (DPS) 可统一地写成

Ci+1(N)ϕi+1 − [Ci+1(N) + Ci−1(N)]ϕi+

Ci−1(N)ϕi−1 = 0
(25)

其中 N 为格式精度阶,对 3阶和 4阶, 7阶和 8阶,

11 阶和 12 阶精度 DPS, 用配平方法推出

Ci±1(3) = Ci±1(4) =
(

1∓ 1
4
R∆x

)2

+
1
48

R2
∆x (25a)

Ci±1(7) = Ci±1(8) =
(

1∓ 1
4
R∆x

)2

+

1
48

R2
∆x

(
1− 1

30
R2

∆x

)2

+
1

20× 7!
R6

∆x (25b)

Ci±1(11) = Ci±1(12) =
(

1∓ 1
4
R∆x

)2

+
1
48

R2
∆x

(
1− 1

30
R2

∆x

)2

+

1
20× 7!

R6
∆x

(
1− 1

24
R2

∆x

)2

+
37

4× 2!
R10

∆x

(25c)

故对上述 6 个 DPS 有

Ci+1(N) > 0, Ci−1(N) > 0

(R∆x为任意值)
(25d)

|Ci(N)| ≥ |Ci+1(N)|+ |Ci−1(N)| (25e)

可见由离散方程 (25)组建的线性代数方程组的系

数矩阵, 对网格 Reynolds 数 R∆x 的任意值均为对

角占优,这 6个 DPS绝对稳定,即它们稳定的临界

网格 Reynolds数 Rcri 为无穷大.事实上,离散方程

(25) 的通解为

ϕi = A + B

(
Ci−1

Ci+1

)i

(25f)

其中 A 和 B 由边界条件确定. 通解 (25f) 表明,

由于式 (25d) 成立, 故对 R∆x 的任意值, 上述 6 个

DPS 绝对稳定不会产生振荡解.

三结点高阶精度中心格式 (DPS) 绝对稳定的

物理原因是: 区分上游和下游的双重摄动 (DP)重

构, 即对 i 和 (i + 1) 两结点与 i 和 (i − 1) 两结

点分别进行的摄动重构切断了下游 (i± 1) 结点和

上游 (i ∓ 1) 结点之间的直接相互影响, 将下游不

影响上游的对流运动规律引入摄动重构, 即将迎

风机制引入二阶中心格式能够大大削弱对流反扩

散的影响, 由此重构出物理扩散项恒大于对流反

扩散项的绝对稳定中心格式 (DPS). 对流扩散方

程的所有离散格式都含有对流反扩散项, 该项不

符合下游不影响上游的对流运动规律, 物理上不

合理, 数学上则是引起格式失稳的不稳定源, 当对

流反扩散项大于等于物理扩散项时格式成为不稳

定格式, 反之格式为稳定格式. 这就是三阶和四

阶、七阶和八阶、十一阶和十二阶双重摄动中心

差分格式 (DPS) 绝对稳定的物理原因. 不过应当

强调, 由于双重摄动 (DP) 重构中, 计算结点 (i 结

点) 变量既在上游重构中使用也在下游重构中使

用, 因此没有完全切断下游上游之间的 “对流” 关

联, 不能完全消除对流反扩散的影响, 甚至达到对

流反扩散项超过物理扩散项的程度; 这就是五阶

和六阶、九阶和十阶 DPS在网格 Reynolds数足够

大时失稳 (例如五阶和六阶 DPS 稳定的临界网格

Reynolds 数 Rcri 约为 4) 的物理原因.
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表 2 一维对流扩散方程的二阶中心差分格式 (2CDS)、单重摄动 (SP)

和双重摄动 (DP) 中心差分格式 (PDS) 的精度阶和 Rcri
[96,97]

格式 2CDS SP–PDS DP–PDS

精度阶 2 3 和 4 5 和 6 3 和 4 5 和 6 7 和 8 11 和 12

Rcri 2 4.2 2.6 ∞ 4.0 ∞ ∞

表 3 二阶中心格式 (2CDS) 和四阶、八阶绝对稳定中心 PDS[96,97]

求解一维对流扩散方程的均方根误差及其精度阶

网格数
2CDS 4PDS 8PDS

均方根误差 精度阶 均方根误差 精度阶 均方根误差 精度阶

40 —— —— 1.574 8×10−2 6.028 8×10−3

80 —— —— 1.790 6×10−3 3.136 7 1.186 2×10−5 7.170 1

160 —— —— 1.247 7×10−4 3.843 1 1.811 1×10−7 7.852 6

320 1.188 6×10−3 —— 7.645 5×10−6 4.028 5 6.940 6×10−10 8.027 6

640 2.903 5×10−4 2.033 4 4.712 5×10−7 4.020 1 2.674 9×10−12 8.019 5

1 280 7.211×10−5 2.009 5 2.932 2×10−8 4.006 4 1.032 8×10−14 8.021 1

(4) 非定常一维对流扩散方程的迎风 PDS 以

及中心 4 阶和 8 阶精度双重摄动差分格式 (PDS),

这些格式的半离散形式均可表示为

dϕi

dt
=

Ci+1(ϕi+1 − ϕi) + Ci−1(ϕi−1 − ϕi), Ci±1 ≥ 0

(26)

因此它们均为三结点高阶 TVD 格式, 对网格

Reynolds 数的任意值为不振荡格式. 然而对一维

双曲守恒律同理对对流扩散方程, Harten[29] 已证

明三结点 TVD格式的精度不会超过二阶. 可见对

流 – 扩散方程离散 MBS 耦合流体动力学的意义

和好处, 总之, 众多的摄动差分格式 (PDS) 中, 六

阶迎风 PDS, 双重摄动四阶和八阶中心 PDS 最实

用和最有价值 [96,97,112].

(5)当扩散项离散 MBS取二阶中心差分格式,

而对流项离散 MBS 取多结点 (如五结点) 高阶迎

风格式时, 对流扩散耦合离散的 PDS 仍然是 MBS

乘以 NPRF, 即乘以网格 Reynolds 数的简单多项

式. 对一维对流扩散方程的五结点迎风 MBS 进

行上、下游双重摄动重构、得到的两组 PDS 分别

是 [99,100]

ui

16∆x
G+

u1[(1 + α)(3ui+1 − 3ui)+

(1− α)(−ui+2 + 7ui+1 − 6ui)]−
ν

∆x2
(ui+1 − ui)+

ui

16∆x
G−u2[(1− α)(−3ui−1 + 3ui)+

(1 + α)(ui−2 − 7ui−1 + 6ui)]−
ν

∆x2
(ui−1 − ui) = 0 (26a)

和
ui

12∆x
G+

u1[−(1− α)ui+2+

4(2− α)ui+1 + (3α− 7)ui]−
ν

∆x2
(ui+1 − ui)+

ui

12∆x
G−u2[(1 + α)ui−2−

4(2 + α)ui−1 + (3α + 7)ui]−
ν

∆x2
(ui−1 − ui) = 0 (26b)

其中 NPRF G+
u1, G−u1, G+

u2 和 G−u2 均为网格

Reynolds 数的简单多项式. 必须指出, PDS (26a)

和 (26b)均包含一些绝对稳定格式, 即它们稳定的

临界网格 Reynolds 数 Rcri 为无穷大, 见表 4 和文

献 [99, 100]; 然而所有多结点迎风高精度 MBS 均

为条件稳定格式 (参见表 1), 多结点迎风 MBS 全

域重构的 PDS 也均为条件稳定格式, 见表 4, 用五

结点绝对稳定 PDS 求解 Burgers 方程, 网格很粗

也不产生振荡解; 用五结点条件稳定和绝对稳定

PDS 求解线性对流扩散方程均可达到各自的精度

阶. 文献 [99, 100]指出高算法对多结点格式, 像 3–

UDS(三阶迎风差分格式)和 QUICK格式这样的迎

风格式同样有效,相比 3–UDS和 QUICK格式两类

高迎风格式 (GUDS)具有更高的精度、更大的稳定

范围. 一些双重摄动 (DP) 五结点迎风差分格式为

绝对稳定的理论基础及物理原因完全与双重摄动

三结点中心格式为绝对稳定的理论基础及物理原

因相类似,这里不再重述. 应该提到,文献 [99, 100]

利用 “符号不变” 的稳定性分析方法 [6] 数值计算

了五结点迎风摄动格式 (PDS) 为稳定的临界网格

Reynolds 数 Rcri 的大小; 例如对高 – QUICK 格
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式 [99], 全域 (单重) 摄动高 – QUICK 格式和

QUICK格式为稳定的条件是满足如下不等式关系

−8
7
≤ R∆(1 + a1R∆ + a2R

2
∆ + · · ·+ aNRN

∆) ≤ 8
3

(N = 1, 2, · · · , 6) (26c)

区分上下游双重摄动高 – QUICK格式为稳定的条

件是满足如下两个不等式关系

R∆(1 + b1R∆ + b2R
2
∆ + · · ·+ bNRN

∆) ≤ 8
3

(26d)

R∆(1 + c1R∆ + b2R
2
∆ + · · ·+ cNRN

∆) ≥ −8
7

(26e)

其中 R∆ 为网格 Reynolds 数, aN , bN 和 cN 为

摄动重构运算求出的已知数. 数值求解 [99] 式

(26c) 证实全域摄动高 – QUICK 格式和 QUICK

格式为稳定的临界网格 Reynolds 数 Rcri 为有限

值, 2 < Rcri < 3,见表 4. 数值求解式 (26d)和 (26e)

证实双重摄动 (DP) 三阶和七阶精度高 – QUICK

格式稳定的 Rcri 为无穷大.事实上,全域摄动高 –

QUICK格式和 QUICK格式的 Rcri 同时受到上界

和下界的限制. 由式 (26c) 可知 Rcri 只能是有限

值; 而双重摄动高 – QUICK 格式的 Rcri, 在上游

受到下界限制, 在下游受到上界限制, 见式 (26d)

和 (26e); 很显然, Rcri = ∞ 应是同时满足式 (26d)

和 (26e) 的解. 可以推断, 对结点更多的单重摄

动 (SP)和双重摄动 (DP)高精度迎风和中心格式

(PDS), 它们为稳定的临界网格 Reynolds 数 Rcri

具有类似于五结点 PDS 的特性. 此外应指出, 对

流项离散使用多结点和使用三结点, 压力项离散

的 PDS 彼此相同、时间项离散的 PDS 彼此也相

同.

表 4 一维对流扩散方程的多结点迎风型 MBS 和相应的单重和双重摄动 (SP, DP)

差分格式 (PDS) 的精度阶和格式稳定的临界网格 Reynolds 数 Rcri
[99,100]

格式 3US–2CS SP–PDS DP–PDS

精度阶 2 3 5 7 3 5 7

Rcri 3 2.16 2.2 2.02 ∞ 3.88 ∞
格式 QUICK–2CS SP–PDS DP–PDS

精度阶 2 3 5 7 3 5 7

Rcri 8/3 2.21 2.33 2.12 ∞ 3.87 ∞
注: 表中 3US–2CS 诸对流项离散为三阶迎风格式而扩散项离散为二阶中心格式时,

对流扩散方程离散的精度为二阶.

(6) 对可压缩守恒型 NS 方程组离散 MBS 的

数值摄动重构, 大体类似于不可压 MBS 的摄动重

构并无实质困难, 见文献 [107∼109, 115]

(7) 能量方程离散的 PDS 则是能量方程离散

的 MBS 乘以网格 Peclet 数 P∆x 的简单多项式,

P∆x =
u∆x

D
, D 为扩散系数, 导出能量方程 PDS

的方法与导出 NS 动量方程 PDS 的方法相类似.

4 NS 方程组离散有限体积 MBS 耦合流体

动力学的摄动有限体积格式 (PVS)

4.1 一般考虑

在 3.1 节中关于有限差分 —— 数学基本格式

(FD–MBS) 通过数值摄动重构构建 PDS 的一般考

虑,同样适用于有限体积数学基本格式 (FV–MBS)

的数值摄动重构, 这里不再重复. FV 方法从积分

方程出发, 因此数值离散近似分为两层 (或两步):

第 1 步是积分近似, 第 2 步是插值近似 [2]; 当插值

近似根据数学方法给出时称作有限体积数学基本

格式 (MBS); FV 格式的整体精度阶为积分近似精

度和插值近似精度中最低的精度. 积分近似最简

单的是中点规则 (midpoint rule), 为二阶精度; 插

值近似 MBS 中最简单的是一阶迎风和二阶中心

差分格式. 应该指出, 在积分近似取中点规则为二

阶精度的情况下, 通常也使用高阶插值近似, 如三

阶 QUICK 格式, FROMM 格式, 文献使用标准解

算例证实了二阶积分近似下插值近似高精度依然

有提高计算精度的实际好处 [110∼112].

4.2 可压缩 NS 动量方程组、有限体积离散的最

简单 MBS 和摄动有限体积格式 (FVS)

可压缩 NS 方程组的积分形式为

∫∫∫

Ω

∂(ρϕ)
∂t

dΩ +
∫∫

S

ρϕu · nds =

∫∫

S

µgradϕ · nds−
∫∫

S

p · nds +
∫∫∫

Ω

qdΩ

(27)

其中, ϕ为标量流速.在积分近似取中点规则时,积
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分方程 (27) 可化为

(∂(ρϕ)
∂t

)
p
Ωp +

J∑
j=1

[
mjfϕjf−

(
µ

∂ϕ

∂ξj

)
jf

Sjf + pjfSjf

]
= qpΩp (28)

其中设 p 控制体有 J 个界面, jf 面是 p 控制

体与相邻 jp 控制体之交界面, 参见图 2.

图 2 p 控制体, 相邻 jp 控制体, 交界面 jf 和局部坐标系

为了不使问题复杂化, 假设 p 和 jp 连线方向

即 ξj 与交界面法向方向 n 一致, 不一致的情况可

采用 Mugaferiga 的办法处理 [2]. Ωp 为 p 控制体体

积, mjf 为 jf 交界面质量通量

mjf = ρjf · ujf · Sjf , Sjf = Sjf · n (29)

下标 jf 表示在交界面 jf 中心取值, Sjf 为交界面

面积矢量, n 为 jf 交界面外法向单位矢量. 插值

近似最简单 MBS 为一阶迎风和二阶中心格式, 因

此有限体积最简单的 MBS 为

Ωp

[(
∂(ρϕ)

∂t

)n+1

p

−
(

∂(ρϕ)
∂t

)n

p

]
+

J∑
j=1





1
2
mjf [(1 + αj)ϕp + (1− αj)ϕjp]

mjf [δjϕp + (1− δj)ϕjp]



 +

J∑
j=1

{
− µ

d2
j

dj · Sjf (ϕjp − ϕp)+

Sjf [δjpp + (1− δj)pjp]
}

+ qpΩp = 0
(30)

其中 αj = sgnujf ; dj = |dj | 对方程 (28) 离散最

简单 FV–MBS (30)的数值摄动重构是把时间项系

数 Ωp, 对流项插值近似系数即通量 mjf , 压力项

插值近似式系数 1 重构为它们分别乘以 dj(dj 为

结点 p 和结点 jp 连线的距离) 的幂级数; 幂级数

dm
j (m = 1, 2, · · · ) 项的待定系数则利用空间分裂,

通过消除重构格式修正微分式截断误差诸项等技

巧来求出. 有限体积重构与３节有限差分数值摄

动重构处理相一致, 对时间项和压力项进行单独

重构, 而对黏性扩散和对流项进行对流扩散耦合

离散重构即统一重构, 因此 FV–MBS (30) 耦合流

体动力学的最简单 PVS 为

Ωp

[(
∂(ρϕ)

∂t

)n+1

p

−
(

∂(ρϕ)
∂t

)n

p

]
+

J∑
j=1





1
2
mjfGuj [(1 + αj)ϕp + (1− αj)ϕjp]

mjfGcj [δjϕp + (1− δj)ϕjp]

mjf [G+
cj

(1− δj)ϕjp + G−cj
δjϕp]





+

J∑
j=1








Gpj [δjpp + (1− δj)pjp]

Gpj [δjpp + (1− δj)pjp]

[G+
pj(1− δj)pjp + G−pjδjpp]







−

µ

d2
j

dj · sjf (ϕjp − ϕp)− qpΩp = 0

(31)

其中, 数值摄动重构函数 (NPRF) Guj , Gcj , G+
cj ,

G−cj , Gpj , G+
pj 和 G−pj 分别为

Guj = 1 +
M∑

m=1
amdm

j

Gcj = 1 +
M∑

m=1
bmdm

j

G+
cj = 1 +

M∑
m=1

b+
m(δjdj)m

G−cj = 1 +
M∑

m=1
b+
m(1− δj)mdm

j

Gpj = 1 +
M∑

m=1
Cmdm

j

G+
pj = 1 +

M∑
m=1

C+
m(δjdj)m

G−pj = 1 +
M∑

m=1
C−m(1− δj)mdm

j

(32)

采用空间分裂, PVS (31) 空间部分第 j 个界面 (即

p 控制体与相邻 jp 控制体之交界面), 相应的数值

摄动重构格式为式 (33), 格式 (33) 中略去了其它

界面对外界面的干扰, 这是由于干扰项对所有界

面求和的总和为零, 干扰项最终的摄动格式中并
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不出现; 为简略起见,在空间分裂摄动格式 (33)中

已把干扰项略去.

µ

d2
j

dj · Sjf (ϕjp − ϕp)−




1
2
mjfGuj [(1 + αj)ϕp + (1− αj)ϕjp]

mjfGcj [δjϕp + (1− δj)ϕjp]

mjf [G+
cj(1− δj)ϕjp + G−cjδjϕp]





−





Gpj [δjpp + (1− δj)pjp]Sjf

Gpj [δjpp + (1− δj)pjp]Sjf

[G+
pj(1− δj)pjp + G−pjδjpp]Sjf





+ qpΩp = 0

(33)

根据第 3 节中所述数值摄动重构诸原则, 可

对 PVS (33) 诸项顺序进行重构, 对流扩散耦合离

散重构, 压力项离散单独重构, 最后是时间项离散

的单独重构.

4.2.1 对流扩散耦合离散的摄动有限体积格式

(PVS)

格式 (33)中对流扩散项耦合离散的重构格式,

即格式 (33) 中的前两项, 其实正是对流扩散积分

方程离散的最简单 FV–MBS 耦合流体动力学的

PVS, 将式 (32) 中 Guj , Gcj , G
+
cj , G

−
cj 代入格式 (33)

中的前两项中, 再将 ϕp 和 ϕjp 对交界面 Sjf 中心

取 Taylor 展开, 利用冻结通量 mjf 条件下导出的

高阶导数
∂mϕ

∂ξm
j

与界面值 ϕjf 之间的如下高阶流

体力学线性关系式

∂mϕ

∂ξm
j

=
(

mjf

µSjf

)m

ϕjf =
(

ujf

γ

)m

ϕjf (34)

通过消除格式 (33)前两项修正微分式截断误差诸

项,即令修正微分式 dm
j 诸项系数为零求得

[94,95,98]

Guj = 1 +
M∑

m=1

1
(m + 1)!

(Rdjsgnmjf )m

Rdj =
ujfdj

γ

(35)

Gcj = 1 +
1
2
(2δj − 1)Rdj +

1
3!

(1− 6δj + 6δ2
j )R2

dj−
1
4!

(1− 14δj + 36δ2
j − 24δ3

j )R3
dj+

1
5!

(1− 30δj + 150δ2
j − 240δ3

j + 120δ4
j )R4

dj

(36)

当 δj =
1
2
时

Gcj = 1− 1
12

R2
dj +

1
120

R4
dj (37)

这里, 通过消除格式 (33) 前两项修正微分式截

断误差上游诸项和下游诸项, 即令修正微分式中

(δjdj)m 诸项系数为零以及 (1 − δj)mdm
j 诸项系数

为零, 求得

G+
cj(M) = 1 +

M∑
m=1

(−1)m

1− δj

[
1
m!

− 2m + 1
(m + 1)!

δj

]
δm
j Rm

dj

(38)

G−cj(M) = 1 +
M∑

m=1

1
δj

[
2m + 1
(m + 1)!

δj − m

(m + 1)!

]
×

(1− δj)mRm
dj

(39)

推导 G+
cj 和 G−cj 公式时,所说上游和下游是相对于

交界面 Sjf 而言的, 如若 ujf > 0则结点 p为上游,

结点 jp 为下游; 若 ujf < 0 则结点 p 为下游, 结点

jp 为上游.

4.2.2 压力项离散的摄动有限体积格式 (PVS)

由第 3.2节中数值摄动重构原则可知,压力项

插值近似 MBS 的数值摄动重构可单独进行, 且相

应于对流扩散项耦合重构的全域 (同时利用 p 控

制体结点和相邻 jp 控制体结点) 重构和区分上、

下游的双重摄动重构, 压力项插值近似的 PVS 应

为

pjf = Gpj [δjpp + (1− δj)pjp] (40)

pjf = G+
pj(1− δj)pjp + G−pjδjpp (41)

Gpj , G+
pj 和 G−pj 的表达式见式 (32),将 Gpj , G+

pj 和

G−pj 分别代入 PVS (40) 和 (41), 并将 pp 和 pjp 对

jf 交界面中心取 Taylor 展开, 再利用冻结界面通

量条件下压力界面值 pjf 与流速界面值 ujf 之间

的关联以及 ujf 与黏性导数

(
∂u

∂ξj

)

jf

之间的关联,

由此导出如下压力的高阶流体力学线性关系式

(
∂mp

∂ξm
j

)

jf

=
(

mjf

µSjf

)m

pjf =
(

ujf

γ

)m

pjf (42)

通过消除重构格式 (40)修正微分式的截断误差诸

项,即在修正微分项中令 dm
j 诸项系数为零可求出
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式 (32) 中的 Cm, 因此 Gpj 为

Gpj = 1− 1
2
δj(1− δj)R2

dj −
1
6
δj(1− δj)(1− 2δj)×

R3
dj +

1
24

δj(1− δj)(6δj − 1− 6δ2
j )R4

dj+

1
120

δj(1− δj)(1− 2δj)(22δj − 20δ2
j − 1)×

R5
dj

δj=
1
2= 1− 1

8
R2

dj +
1

192
R4

dj

(43)

类似地, 通过消除重构格式 (41) 修正微分式的截

断误差诸项, 即在修正微分式中分别令 (δjdj)m 和

(1− δj)mdm
j 项的系数为零可求出式 (32) 中的 C+

m

和 C−m, G+
pj 和 G−pj 为

G+
pj = 1− δjRdj +

1
2
(δjRdj)2 − 5

12
(δjRdj)3+

7
24

(δjRdj)4 − 2
15

(δjRdj)5 (44)

G−pj = 1− (1− δj)Rdj+

1
2
(1− δj)2R2

dj −
5
12

(1− δj)3R3
dj+

7
24

(1− δj)4R4
dj −

2
15

(1− δj)5R5
dj (45)

4.2.3 时间项离散的摄动有限体积格式 (PVS)

时间项离散的 PVS, 与空间分裂第 j 个交界

面相应的时间项离散 PVS 为

1
∆t

Gtj(∆t)Ωp

[(
∂(ρϕ)

∂t

)n+1

−
(

∂(ρϕ)
∂t

)n
]

(46)

Gtj = 1 +
M∑

m=1

Tjm∆tm (47)

将式 (47)代入重构格式 (46),将
(

∂(ρϕ)
∂t

)n+1

对 n

时间层取 Taylor 展开, 再利用冻结通量条件下, 时

间导数
∂(ρϕ)

∂t
与界面值 ϕjf 之间的关联以及 ϕjf

与扩散导数
∂ϕjf

∂ξj
之间的关联,由此推出的如下时

间项的高阶流体力学线性关系式

∂m(ρϕ)
∂tm

=

(
u2

jf

γ

)m−1
∂(ρϕ)

∂t
(48)

通过消除重构格式 (46)修正微分式之截断误

差诸项, 即在修正微分式中令 ∆tm 诸项系数为零

可求出 Tjm, 于是有

Gtj(∆t) = 1− 1
2
|Rdj ||λj |+ 1

12
(λjRdj)2−

1
720

(λjRdj)4 +
1

42× 720
(λjRdj)6

(49)

其中 Rdj = ujfdj/γ, λj = ujf∆t/dj , λj 为网格 CFL

数. 时间项离散的 PVS 因此为

1
∆t

Ωp

J∏

j=1

Gtj(∆t)

[(
∂(ρϕ)

∂t

)n+1

−
(

∂(ρϕ)
∂t

)n
]

(50)

4.2.4 源项离散的摄动有限体积格式 (FVS)

与有限差分方法中对源项离散 MBS 的摄动

处理 (见节 3.2.4) 一致, 将对流 – 扩散 – 源项三项

耦合离散的 MBS 统一加以摄动重构, 为此可在对

流 – 扩散耦合离散 FVS, 即格式 (33) 的前两项加

上摄动重构源项, 即有

(ϕjp − ϕp)−





RjfGuj

[
1 + αj

2
ϕp +

1− αj

2
ϕjp

]

RjfGcj [δjϕp + (1− δj)ϕjp]

Rjf

[
G+

cj(1− δj)ϕjp + G−cjδjϕp

]





+





GusjSpjdj

GcsjSpjdj

1
2

[
G+

csjδj + G−csj(1− δj)
]
Spjqpj





(51)

其中 Rjf =
ujfdj

γ
, Spj =

dj

udjSjf
qpjΩp,

J∑
j=1

qpj = qp

Gusj = 1 +
∑

fmdm
j ,

Gcsj = 1 +
∑

gmdm
j

G+
csj =

∑
g+

m(δjdj)m,

G−csj = 1 +
∑

g−m(1− δj)mdm
j

(52)

将 Guj , Gcj , G
+
cj , G

−
cj , Gusj , Gcsj , G

+
csj 和 G−csj 代入

摄动重构格式 (51), 将 ϕjp 和 ϕp 对交界面取 Tay-

lor 展开, 利用冻结通量和源项条件下导出的如下

源项速度高阶流体力学线性关系式

∂mϕ

∂ξm
j

=
(

mjf

µSjf

)m

ϕjf −
(

mjf

µSjf

)m−1

Spj (53)

通过消除重构格式 (51)修正微分式截断误差诸项,

推出 Guj , Gcj , G
+
cj 和 G−cj 与相应的 Gusj , Gcjs, G

+
cjs
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和 G−cjs 存在相等关系, 即

Gusj = Guj , Gcsj = Gcj

G+
csj =

2(1− δj)
δj

G+
cj , G−csj =

2δj

1− δj
G−cj

(54)

将式 (52) 和式 (54) 代入格式 (51) 得到对

流 – 扩散 – 源项 3 项耦合离散的 PVS, 也可写成

如下的形式




G−1
uj (ϕjp − ϕp)

G−1
cj (ϕjp − ϕp)

1
G+

cj

(ϕjp − ϕl) +
1

G−cj

(ϕl − ϕp)





−





Rdj

(
1 + αj

2
ϕp +

1− αj

2
ϕjp

)

Rdj (δjϕp + (1− δj)ϕjp)

Rdj (δjϕp + (1− δj)ϕjp)





+ Spjqpj

(55)

应当指出,摄动体积格式 PVS (55)和 PVS (51)

的关系,相当于摄动差分格式 PDS (24)和 PDS (20)

的关系; 对二维和三维有限差分及多界面有限体

积离散情况, 当格式使用 PVS (51) 和 PDS (20) 形

式即使用对流通量修正时, NS方程的 PVS和 PDS

中应包含其他方向贡献项 (未知), 即应包含类似

于式 (24b) 的交叉贡献项. 当格式使用 PVS(55) 和

PDS(24) 形式即使用黏性通量修正时, NS 方程的

PVS 和 PDS 中没有未知的交叉方向贡献项, 因为

所有其他方向贡献的总和恒为零, 见式 (24c).

4.2.5 NS 积分方程的广义源项及其摄动有限体积

格式 (PVS)

如果将界面法向速度黏性项以外的其他黏性

项和压力界面值及源项等合起来定义为 NS 积分

方程的广义源项,则 NS积分方程有限体积离散的

PFV 就是格式 (51) 或格式 (55), 此时格式 (51) 和

(55)中的源项 Spjqpj 应指广义源项.由于对流 –扩

散 – 广义源项三项耦合离散的 PVS 形式简洁, 且

数值摄动重构函数 (NPRF) 就是对流扩散二项耦

合离散的 NPRF, 因此广义源项处理和相应的 NS

积分方程离散的 PVS 是很有用的.

4.3 小 结

以上在有限体积方法积分近似取中点规则

(为二阶精度) 的前提下, 考察了最简单插值近似

MBS(一阶迎风和二阶中心格式) 耦合流动动力学

的 PVS, 主要结论如下:

(1) 对流 – 扩散耦合插值近似的 PVS 和压力

项插值近似的 PVS是相应 MBS乘以 NPRF,即乘

以网格 Reynolds 数 Rdj 的简单多项式. 当 NPRF

Gcj , G
+
cj , G

−
cj , Gpj , G

+
pj 和 G−pj 截止到 RM

dj 时, 在速

度和压力高阶流体动力学线性关系式 (34) 和 (42)

成立的条件下, 上述中心 PVS 为 (M + 2) 阶精

度; 而当 NPRF Guj 截止到 RM
dj 时, 对流扩散耦

合插值近似的迎风 PVS 为 (M + 1) 阶精度. 时间

项离散的 PVS 是相应 MBS 乘以 λjRdj 的简单多

项式, λj = |ujp∆t|/dj 为网格 CFL 数, 当 Gt 截止

到 (Rdjλj)M 时, 在时间项高阶流体力学线性关系

式 (48) 成立的条件下, 时间项 PVS 为 (M + 1) 阶

精度.

(2) 对流扩散项耦合插值近似的 PVS 其实就

是对流扩散方程有限体积离散插值近似的 PVS.

值得指出, 有限体积迎风 NPRT Guj(式 (35)) 与有

限差分迎风 NPRF Gux(式 (8)) 完全一致. 已知迎

风高阶 PDS只使用三结点,且为绝对稳定格式;迎

风高阶 PVS同样只使用控制体结点和相邻控制体

结点,且为绝对正型格式;即迎风 PVS为正型的临

界网格 Reynolds 数 Rcri 为无穷大. 特别是两相邻

结点到界面的距离因子 δj 不出现在迎风 PVS 中,

因此迎风 PVS 既适用于等步长也适用于变步长,

这一性质使迎风高阶 PVS很适合于非结构以及结

构 –非结构混合网格设计.进而考虑到常用的迎风

三阶 QUICK 格式, 格式为正型的 Rcri 仅约为 8/3,

且要求等步长网格设计; 相比之下, 迎风高阶 PVS

无疑具有绝对的优势.

(3) 对流扩散积分方程有限体积方法的中心

PVS, 全域摄动 (单重摄动) 重构时中心型 PVS 为

条件正型格式. 由 NPRF Gcj(式 (37))不难推出,二

阶中心格式 (2CVS)、单重摄动四阶和六阶精度中

心 PVS 为正型的临界网格 Reynolds 数 Rcri, 分别

为 2.0, 4.2 和 2.5. 区分上游和下游的摄动重构 (即

双重摄动重构) 得到的中心 PVS, 由重构函数 G+
cj

和G−cj(式 (38)和 (39))不难推出,其中一些 (奇数阶

精度 PVS) 为绝对正型格式, 即格式为正型的 Rcri

为无穷大. 例如, 插值近似精度为三阶和五阶精度

的双重摄动中心 PVS 为
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J∑

j=1

{{
µ

d2
j

dj · Sjf −mjf

[
(1− δj)−

(
1− 3

2
δj

)
δjR∆x

]}
ϕjp−

{
µ

d2
j

dj · Sjf + mjf

[
δj +

(
3
2
δj − 1

2

)
(1− δj)R∆x

]}
ϕp

}
= 0 (56)

J∑

j=1

{{
µ

d2
j

dj · Sjf −mjf

[
(1− δj)−

(
1− 3

2
δj

)
δjRdj +

(
1
2
− 5

6
δj

)
(δjRdj)2−

(
1
6
− 7

24
δj

)
(δjRdj)3

]}
ϕjp −

{
µ

d2
j

dj · Sjf + mjf

[
δj +

(
3
2
δj − 1

2

)
(1− δj)Rdj+

(
5
6
δj − 1

3

)
(1− δj)2R2

dj +
(

7
24

δj − 1
8

)
(1− δj)3R3

dj

]}}
ϕp = 0 (57)

当 δj = 1/2 时, PVS (56) 和 (57) 分别简化为

J∑

j=1

{[
µ

d2
j

dj · Sjf − 1
2
mjf

(
1− 1

4
Rdj

)]
ϕjp −

[
µ

d2
j

dj · Sjf +
1
2
mjf

(
1 +

1
4
Rdj

)]
ϕp

}
= 0 (58)

J∑

j=1

{[
µ

d2
j

dj · Sjf − 1
2
mjf

(
1− 1

4
Rdj +

1
24

R2
dj −

1
192

R3
dj

)]
ϕjp−

[
µ

d2
j

dj · Sjf +
1
2
mjf

(
1 +

1
4
Rdj +

1
24

R2
dj +

1
192

R3
dj

)]
ϕp

}
= 0 (59)

对中心 PVS (56)和 (57)不难证明: 当 δj 分别

满足 1/3 < δj < 2/3和 3/7 < δj < 4/7时, PVS (56)

和 (57)中 ϕjp和 ϕp的系数对 Rdj 的任意值恒为正.

这就是说, 对均匀网格和 δj 偏离 1/2 不大的非均

匀网格, 三阶和五阶精度中心 PVS 为绝对正型格

式, 即它们为正型的临界网格 Reynolds 数 Rcri 为

无穷大 [98], 如表 5 所示; 相比之下, 常用的有限体

积二阶中心格式 (如著名的 Jameson 格式 [26∼28])

为正型的 Rcri 约为 2; 双重摄动奇数阶高精度中

心 PVS[96,97] 无疑具有绝对的优势. 三阶和五阶精

度中心 PVS 求解 Burgers 方程, 网格很粗时也不

振荡, 它们求解一维线性对流扩散方程均达到了

各自的精度阶 [98]. 这与绝对稳定中心 PDS 的情

况相一致 (参见 3.4.3 节和文献 [96, 97]). Jameson

等 [26∼28] 使用人工黏性的二阶精度有限体积中心

格式已得到广泛的应用,区分上、下游的双重摄动

重构 PVS 不仅精度高于二阶, 且为绝对正型, 即

PVS 为正型的临界网格 Reynolds 数 Rcri 为无穷

大, 这无疑为中心体积格式避免或减少使用人工

黏性提供了一条实用和有效的途径. 可见, 对流扩

散积分方程 PVS 的诸多格式中, 最有价值和最实

用的 3 个格式是 6 阶迎风 PVS, 双重摄动 3 阶和

5 阶中心 PVS[98,112,115], 它们均为绝对正型体积格

式, 在一维情况下, 它们均为高阶 TVD 格式, 这与

最有价值和最实用的 3 个 PDS 情况类似.

表 5 给出了二阶中心体积格式 (2CVS), 单重

和双重摄动 (SP和 DP)中心摄动体积格式 PVS的

精度阶和它们为正型格式的临界网格 Reynolds数

Rcri(δj = 1/2)[98]

表 5 有限体积方法

格式 2CVS SP–PVS DP–PVS

精度阶 2 4 6 3 4 5 6 7

Rcri 2 4.2 2.5 ∞ 3.4 ∞ 3.0 ∞

(4)压力项插值近似 MBS和时间项离散 MBS

耦合流体动力学的 PVS, 它们与对流扩散项耦

合重构的具体方式无关. 例如不论对流扩散耦合

MBS 的重构是全域 (单重) 摄动重构, 还是区分上

下游双重摄动重构, 不论对流扩散耦合离散 MBS

是最简单的MBS,还是较复杂的MBS(如对流项插

值近似为三阶精度, 五结点迎风格式和 QUICK 格

式等), 压力项的 PVS 形式同一, 时间项的 PVS 形
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式同一.

(5) 当对流项插值近似 MBS 取多结点 (例如

取迎风型 QUICK格式五结点) 时, 相应的 PVS同

样是 MBS乘以网格 Reynolds数的简单多项式. 全

域单重摄动重构 PVS 与 QUICK 格式均为条件正

型格式, 区分上、下游双重摄动重构的 PVS, 其中

有些是绝对正型格式,这与多结点上、下游双重摄

动重构差分格式 PDS, 其中一些为绝对稳定格式

的情况大体一致, 这里不再重复.

(6)对于能量方程,能量积分方程离散的 PVS,

同样是能量积分方程离散的 MBS乘以网格 Peclet

数 P∆x 的简单多项式, 这种情况与能量微分方程

离散的 PDS 情形一致.

5 摄动差分格式 (PDS) 和摄动有限体积

格式 (PVS) 的应用计算

有限差分和有限体积、高精度迎风型和中心

型非线性 PDS和 PVS已用于计算模型方程、不可

压缩流动、可压缩流动、液滴萃取传质和微通道两

相流等,均获得良好数值结果或与已有 Benchmark

解一致的数值结果 [92∼118].

已有利用求解流动的计算, 对 NS 方程组离

散 MBS 的摄动重构以及对有源项对流扩散方程

离散 MBS 的摄动重构均采用了广义源项方法和

源项方法, 而对压力项的计算则采用了压力修正

方法,即压力基 (pressure-based) SIMPLE类修正方

法 [121∼123]. 顶盖驱动方腔流动 (图 3(a))计算是一

个 Benchmark问题 (如文献 [124∼126]),利用 PVS–

SIMPLE 耦合求解不可压 NS 方程组的计算表明:

不论是迎风型 [113∼115] 还是中心型 [95,115∼118] 全

域 (单重) 摄动重构 PVS, 使用结构还是非结构网

格均可在较粗网格下获得与 Ghia等 [124]使用多重

网格技术给出的 Benchmark 解相一致的数值结果

(如图 4∼图 7). 图 4∼图 7是垂直中线水平流速、

水平中线上垂直流速与 Benchmark 解的比较. 插

值近似为六阶精度迎风型 PVS 与一阶迎风 MBS

相比, 全域绝对质量流残差 PVS 比 MBS 收敛快,

且残差振幅小 [114]. 利用条件稳定中心型 PVS 计

算顶盖驱动方腔流的结果与迎风型 PVS的数值结

果一致; 垂直和水平中心线上的速度分布准确, 各

种涡的细节算得很清楚 [115∼118], 与 Ghia 等的结

果较好地相符.

图 3

图 4 垂直中线水平流速 u 随垂直坐标 y 的变化

(非结构网格)

图 5 水平中线垂直流速 v 随水平坐标 x 的变化

(非结构网格)
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图 6 垂直中线水平流速 u 随垂直坐标 y 的变化

(结构网格)

图 7 水平中线垂直流速 v 随水平坐标 x 的变化

(结构网格)

文献 [114, 115] 利用迎风型有限体积 PVS 耦

合压力修正 SIMPLE 方法计算了自然对流的模型

问题 —— 浮力驱动方腔流动. 自然对流运动是具

有重大科学意义和工程价值的复杂流动现象, 早

在 30 年前浮力驱动方腔流动 (图 3(b)) 计算已被

选作一个 Benchmark 解, 用以检验对流传热格式

的正确性, 精度和有效性 (如文献 [127∼129]). 有

限体积迎风型 PVS 的公式不随步长的改变而改

变, 故网格可任意地局部加密, 计算表明近壁区局

部网格加密比均匀网格计算精度高且省机时. 文

献 [114, 115]计算提供了与其他 Benchmark数值结

果的详尽比较, 典型的数值比较如表 6 所示. 表 6

中给出了壁面上最大、最小和平均 Nusselt数 (Nu)

以及最大最小 Nusselt 数对应的坐标值, 坐标值在

表 6中用小括号中的数表示. 计算的 Rayleigh(Ra)

数为 103 ∼ 108, 包含了从层流转捩到湍流的整个

流动领域; 8种 Benchmark数值结果彼此之间明显

有所差异, 迎风型 PVS 与比较准确的自适应有限

元 Benchmark解相符最好.图 8是插值近似为六阶

精度 PVS 算出的 Rayleigh(Ra) 数为 103, 104, 105,

106, 107 和 108 等 6 种条件下浮力驱动方腔流的

流线、水平速度 u 等值线、垂向速度 v 等值线和

等温线. 对浮力驱动方腔流的表达, 该图在所有的

Benchmark 解中是最完善的, 且分辨率最好. 图 8

可以看出, 随 Ra 数的增大, 旋涡由中心涡到对称

涡又到非对称涡的分裂和演化过程, 垂向壁热边

界层的形成和水平壁边界层分离形成回流等复杂

流动现象, 都十分清楚.

表 6 壁面最大、最小和平均 Nu 数及其坐标位置比较 [114,115]

Ra Nu 文献 [13] 文献 [16] 文献 [14] 文献 [15] 文献 [17] 文献 [10]

(FEM)

文献 [10]

(DSC)

PFV

103 Max. 1.50(0.092) —— —— 1.47(0.109) 1.506 2(0.08956) 1.501(0.08) 1.444(0.091 7) 1.506 8(0.085)

Min. 0.692(1.0) —— —— 0.623(1.0) 0.691 3(1.0) 0.691(1.0) 0.665(1.0) 0.691 1(0.995)

Ave. 1.12 —— 1.117 1.074 —— 1.117 1.073 1.1178

104 Max. 3.53(0.143) 3.5 —— 3.47(0.125) 3.530 5(0.1426) 3.579(0.13) 3.441(0.1333) 3.5387(0.145)

Min. 0.586(1.0) —— —— 0.497(1.0) 0.585 0(1.0) 0.577(1.0) 0.528(1.0) 0.585 2(0.995)

Ave. 2.243 —— 2.243 2.084 —— 2.254 2.155 2.247

105 Max. 7.71(0.08) 7.71 —— 7.71(0.08) 7.708 4(0.0835 3) 7.945(0.08) 7.662(0.085) 7.7971(0.750)

Min. 0.729(1.0) —— —— 0.614(1.0) 0.728 2(1.0) 0.698(1.0) 0.678(1.0) 0.730(0.995)

Ave. 4.52 —— 4.521 4.3 —— 4.598 4.352 4.537

106 Max. 19.72(0.038) 17.0 —— 17.46(0.039) 17.530 8(0.037 68) 17.86(0.03) 17.39(0.04) 18.451(0.035)

Min. 0.989(1.0) —— —— 0.716(1.0) 0.984 5(1.0) 0.913 2(1.0) 0.903(1.0) 0.998 3(0.995)

Ave. 8.8 —— 8.806 8.743 —— 8.976 8.632 8.951

107 Max. —— 30.0 —— 30.46(0.024) 41.024 7(0.03899) 38.6(0.015) 31.02(0.02) 40.323 4(0.015)

Min. —— —— —— 0.787(1.0) 1.379 9(1.0) 1.298(1.0) 0.997(1.0) 1.389 3(0.998)

Ave. —— —— 16.40 13.99 —— 16.656 13.86 16.589
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表 6 壁面最大、最小和平均 Nu 数及其坐标位置比较 [114,115](续)

Ra Nu 文献 [13] 文献 [16] 文献 [14] 文献 [15] 文献 [17] 文献 [10]

(FEM)

文献 [10]

(DSC)

PFV

2×107 Max. —— —— —— —— —— 48.84(0.015) 39.343(0.015) 51.919(0.011 6)

Min. —— —— —— —— —— 1.437(1.0) 1.106(1.0) 1.5705(0.998)

Ave. —— —— —— —— —— 19.97 15.46 19.939 0

4×107 Max. —— —— —— —— —— 61.69(0.015) 49.908(0.015) 68.190(0.008 3)

Min. —— —— —— —— —— 1.59(1.0) 1.245(1.0) 1.760 0(0.998 0)

Ave. —— —— —— 23.64 —— 23.96 18.597 24.109 2

108 Max. —— —— —— —— 91.209 5(0.067) 91.16(0.010) 68.73(0.010) 99.824(0.008 3)

Min. —— —— —— —— 2.044(1.0) 1.766(1.0) 1.428(1.0) 1.890 0(0.998 3)

Ave. —— —— —— —— —— 31.486 23.67 31.058 9

图 8 浮力驱动方腔流动形态随 Rayleigh(Ra) 数的演化, 瑞利数从上至下依次为 Ra= 103, 104, 105, 106, 107, 108

文献 [116∼118] 把四阶中心型有限体积 PVS
与 Level–Set物质界面函数方法 [130,131] 相结合,计
算了几个具有自由面的两相流问题: 二维溃坝流
动; 二维矩形腔 (高为 4 宽为 1) 内互不相溶两液
体 (初始交界面为水平面)失稳 (Rayleigh–Taylor不

稳定现象) 后, 界面变形运动的演化历史; 液滴萃
取化工系统中液滴变形运动和传质过程, 以及界
面张力梯度不均匀驱动的 Marangoni 对流效应对
液滴变形运动和传质过程的影响, 系统模拟了雷
诺数 (Re = ρUL/µ), 韦伯数 (We = ρU2L/δ)、弗劳
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德数 (Fr = U2/gL), 两液体密度比 ρ1/ρ2 和黏性

系数比 µ1/µ2 对界面变形运动及传质过程的影响,
均与相关实验和其他较复杂的数值模拟结果相符,
说明有限体积中心型 PVS–Level Set 耦合方法的
简单高效和高精度性质. 文献 [115, 116] 也将有限
体积四阶中心型 PVS–Level Set 耦合算法用于计
算微通道水 – 煤油两相流, 计算结果表明不同流
速下微通道内煤油和水呈现不同的流型, 影响流
型的主要因数是油水界面张力和惯性力; 计算了
水、煤油和壁面三相交界处形成的接触角等,均与
实验很好相符. 类似于顶盖驱动方腔单相流动这
一 Benchmark问题,他们用有限体积四阶精度中心
型 PVS–LevelSet耦合算法计算了顶盖驱动矩形腔
(腔高为 2,宽为 1)双重互不相溶两相流动,数值模
拟了两相流动的流型和两相界面的演变情况; 他
们希望并建议将此两相流动选作一个 Benchmark
问题, 为两相流数值算法研究提供一种可行的验
证模型, 因为迄今为止尚无评估两相流计算好坏
的理论和数值方法, 不过他们并未列出可供比较
的详细数值结果.文献 [115]提出了一种新的方案,
将可压缩 NS 方程组的动量和能量方程离散为一
阶迎风 MBS, 而对可压缩 SIMPLE 压力修正方程
离散的一阶迎风 MBS 进行数值摄动重构, 构建出
压力修正方程离散的六阶精度迎风 PVS;用 NS一
阶迎风 MBS 与修正压力六阶迎风 PVS 耦合算法
进行了 Bumps 绕流流动的全速 (即亚、跨、超声
速) 计算, 来流马赫数 M∞ 取为 0.5, 0.675 和 1.4;
压力等值线, 壁面马赫数分布的计算结果均与文
献结果一致, 证实这种耦合算法可用于亚、跨、超
全速绕流计算, 但反射激波较粗, 说明激波计算数
值耗散较大, 该算法有待进一步的改进和发展.

文献 [107∼109]对一维 Roe格式 [18] 作了数值

摄动重构, 给出的重构格式即 PDS 为

∂u

∂t

∣∣∣∣
j

+
1

∆x
(hj+1/2 − hj−1/2) =

1
Re∆x2

·
[

1
Gu,j+1/2

(uj+1 − uj)− 1
Gu,j−1/2

(uj − uj−1)
]

(60)

其中

hj+1/2 =
1
2

(
fj+1 + fj − |aj+1/2|∆j+1/2u

)
,

fj =
1
2
u2

j , ∆j+1/2u = uj+1 − uj (61)

aj+1/2 =





1
∆j+1/2u

(fj+1 + fj), ∆j+1/2 6= 0

a(uj), ∆j+1/2 = 0
(62)

Gu,j+1/2 = 1 +
6∑

m=1

1
(n + 1)!

(
Reuj+1/2sgnuj+1/2

)n
,

Reuj+1/2 =
ρj+1/2uj+1/2∆x

µj+1/2

(63)

文献 [107∼109] 利用 PDS (60) 计算了 Burgers

方程和存在激波和膨胀波的一维可压缩流动 (马

赫数M=2和 4),计算表明一维 Roe格式的摄动重

构 PDS 具有基本不振荡的性质, 且计算精度及对

激波的分辨率均比一维 Roe 格式有明显的改进和

提高, 特别是对膨胀波分辨率的提高更为明显, 如

在激波管 Sjogreen流动的计算中,现有的多数高精

度格式都出现了计算溢出现象 [131], 而 PDS 计算

的稳定性和收敛性均居上乘.

文献 [115] 对雷诺平均 Navier–Stokes(RANS)

方程组的有限体积离散, 采用第 4 节所描述的广

义源项方法对 AUSM 类格式中的 AUSMPW 格

式 [24,25] 进行了数值摄动重构, 正如 4.3.4 节和

4.4 节所述, 摄动重构后无黏通量的对流项以及压

力项均保持 AUSMPW 类格式中的形式; 而黏性二

阶导数项 (如
∂2u

∂x2
,
∂2v

∂y2
,
∂2w

∂z2
,
∂2k

∂x2
等) 均增加了摄

动重构函数 Guj , Gvj , Gwj , Gej , Gkj 和 Gwj , 这里

u, v 和 w 为 3 个正交坐标方向流速分量, e 为能

量, k 和 w 为湍流模型中的湍能和比耗效率, 这些

重构函数均具有式 (35) 的形式、且均取到六阶精

度. 文献 [115] 利用 AUSMPW 格式摄动重构后的

迎风型 PVS,使用三维结构非结构混合网格计算了

DLR–WB 组合体跨声速 (M∞ = 0.753 3)、有攻角

(−0.304◦ ∼ 1.230◦) 绕流, AUSMPW 摄动迎风 PVS

与原 AUSMPW格式相比,明显地改进了计算精度,

算出的 DLR–WB 升力曲线, 展向不同截面压力系

数均比 AUSMPW 的数值结果与实验更好相符, 参

见图 9和图 10所示. 图 9和图 10中 6UGS(6阶迎风

高的格式)–AUSMPW 即迎风型 PVS, DLR–WB 是

德国 DLR开发的翼身组合体 (WB)模型,后被美国

NASA 选作 WB 标准模型. 文献 [107, 108, 115] 对

一维 Roe格式、RANS方程组离散 AUSMPW格式

的摄动重构, 将黏性项离散的二阶精度 MBS 除以

相应的摄动重构函数, 如第３节和第４节所述; 在

使用广义源项方法摄动重构的情况下,这等价于对

流项离散 MBS 乘以相应的摄动重构函数, 而对一

维 Roe 格式和 AUSMPW 格式的耗散项不作任何

改动. 从理论上说, 对格式中的耗散项部分亦作相

应的适当改动,因为这些格式对数值耗散的自适应
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调节, 相当于调节 (修正) 对流 MBS 的修正微分式

的截断误差耗散首项, 而对流项离散 MBS 与相应

PVS 的修正微分式的截断误差首项彼此并不相同.

图 9 DLRWB 翼身组合体展向不同截面上下翼面

压力系数 Cp 随弦向距离的变化及与实验值的

比较 (攻角 1.230◦)

图 10 DLRWB 升力曲线计算值与实验值之比较

6 结束语

NS 方程组和对流扩散 (CD) 方程数值离散的

摄动差分格式 (PDS) 和摄动有限体积格式 (PVS)

是 NS方程组和 CD方程离散数学基本格式 (MBS)

通过数值摄动重构耦合了流体动力学效应的格式;

PDS 和 PVS 与 MBS 相比, 可更好地刻画流体的

运动特性, 且精度更高稳定范围更大, 而 PDS 和

PVS 与 MBS 使用结点相同, 两者简单性相当, 这

些都是 PDS 和 PVS 的突出优点. 按照通常的处

理, 提高 MBS 精度需要扩充结点或引入新的待求

量——结点导数 (紧致格式),且随精度的提高,格

式的稳定范围减小 (见表 1). 不振荡 CFD 格式的

构建通常需要利用通量限制器等人为处理, 而不

振荡 PDS 和 PVS 的构建完全依靠流体力学自身

的规律和关系, 因此数值摄动法是构建高精度不

振荡 CFD 格式的流体力学方法. PDS 和 PVS 数

值模拟不少模型流动的成功,说明 PDS和 PVS应

更多地直接用于具有工程价值的复杂流动计算.

NS 方程组和 CD 方程离散 MBS 的数值摄动

重构可构造一系列 PDS 和 PVS, 其中最有价值和

最有用的是如下 6 个格式: 六阶迎风 PDS 和有

限体积 PVS, 双重摄动四阶和八阶绝对稳定中心

PDS, 双重摄动三阶和五阶绝对正型 PVS; 在一维

情况下, 这 3个 PDS和 3个 PVS均为三结点高阶

TVD 格式. 这 6 种格式求解非线性 Burgers 方程

和激波管 Sjogreen 流动时, 网格很粗仍不振荡. 但

将它们直接用于求解存在激波的可压缩复杂三维

流动时计算结果的图形是否锐利和逼真, 即是否

具有高分辨率性质, 尚未看到相关的研究. 双重摄
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动 (DP) 绝对稳定摄动中心差分格式 (PDS) 和绝

对正型摄动中心有限体积格式 (PVS) 尚未用于计

算复杂流动和工程问题, 这些都是值得进一步开

展研究的工作.

一维 Roe 格式和三维 AUSMPW 格式的摄动

重构格式 (即 PDS 和 PVS) 计算激波和三维翼

身 (WB) 跨声速绕流的数值结果比原格式的结果

有明显改进和提高的事实说明, 用最简单 PDS 和

PVS替代已有高分辨率格式 (如通量差分分裂,通

量矢量分裂, AUSM, Jameson 格式, TVD 格式等)

中的最简单 MBS, 由此构建成耦合流体动力学的

高分辨率 PDS 和 PVS 应是一个很值得研究和发

展的课题; 当然, 将 PDS 和 PVS 作为基础 (或起

步) 格式、并直接进行自适应调节数值耗散、数值

色散和数值群速度的人工处理,构建高精度、高分

辨率新型格式同样是值得研究和发展的课题. 众

多的计算实践告诉人们, 计算间断解需要引入一

定且适当的数值耗散特性; MBS 耦合线性高阶流

体动力学关系构建的 PDS 和 PVS, 虽具有绝对稳

定或绝对正型的特性, 但是否具有间断解计算所

需要的一定而适当的数值耗散特性, 仍待计算实

践的证明. 此外, 对流扩散项离散的数学基本格

式 (MBS)与相应的 PDS和 PVS,它们的修正微分

式的截断误差耗散首项的含义彼此并不相同, 截

断误差色散首项的含义彼此也不相同, 因此由它

们构建对间断具有高分辨率、本质无振荡、波形

无位错高性能格式的人为处理彼此也应有所差异,

从理论和数值计算的角度, 研究并解决上述问题,

无疑具有理论意义和应用价值. 最后提到数值摄

动算法同样适用于其他一些数学物理方程, 例如

气体动力论简化 Boltzmann 方程、磁流体力学方

程、KdV-Burgers 方程等的 MBS 耦合物理动力学

效应的解析重构.
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NUMERICAL PERTURBATION ALGORITHM AND ITS CFD

SCHEMES*

GAO Zhi†

LHD, Institute of Mechanics, Chinese Academy of Sciences, Beijing 100190, China

Abstract The numerical perturbation algorithm presented by the author is to couple fluid dynamics effects

with mathematical basic schemes (MBS), especially with the most simplest MBS, i.e. the first order upwind and

the second order central schemes for the Navier–Stokes(NS) equations and convective diffusion equation. As a

result, many new schemes are obtained, i.e. perturbational finite difference scheme (PDS) and perturbational

finite volume scheme (PVS). The main steps of constructing PDS and PVS are as follows: the flux and coefficient

of convective derivative in MBS are reconstructed as power-series of grid interval; by splitting resultant scheme

above and operating the splitted scheme, the high-order fluid mechanics relation is obtained; the variables at

upstream and downstream nodes are expanded in Taylor series; by eliminating truncated error terms in the

modified differential equation of the reconstructed scheme the undetermined coefficients in the power-series are

determined and finally the PDS and PVS are obtained. Formulations of PDS and PVS are product of MBS

and numerical perturbation reconstruction functions, that are simple polynomial of R∆x(or λR∆x), where R∆x

and λ are grid Reynolds number and grid CFL number, respectively.

PDS and PVS and the original MBS utlize the same nodes and are nearly equal in simplicity But PDS

and PVS have higher accurate and larger stable-range than MBS. For example, the most simplest and the
∗ The project supported by the National Natural Science Foundation of China (10872204)
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most important six PDS and PVS for the convection diffusion (CD) equation are : sixth-order accurate upwind

finite-difference PDS, dual perturbation (DP) fourth-and eighth-order accurate central PDS, dual perturbation

third- and fifth-order accurate (interpolation approximation) finite volume (FV) central PVS and sixth order

accurate upwind PVS. This six schemes are absolute stable or absolute positive and are non-oscillatory schemes

for any values of grid Reynolds number. In one dimensional case, this six schemes are TVD scheme for any

values of grid Reynolds number. However, the same order MBS must use multi-nodes and oscillate on coarse

grids. PDS and PVS can not only be directly used to calculate flow, but also act as a basic or starting scheme

for reconstructing high resolution scheme by self-adjust numerical dissipation. The above six PDS and PVS

and others have already been used to calculate incompressible flows, compressible flows, mass transfer and

Marangoni convection in the cases of a falling drop, two phase flows and others, and some excellent numerical

results are achieved. For example, PVS solve lib-driven and buoyancy-driven cavity flows and result in several

new Benchmark solutions. The numerical perturbation algorithm and corresponding schemes are also called

Gao’s algorithm and Gao’s schemes. Several subjects worthy of further study are discussed. The present

method is also suitable for reconstructing MBS of other mathematical physics equations (such as the simplified

Boltzmann equation, magnetohydrodynamic equations, KdV-Burgers equation etc.) with coupling dynamics

effects.

Keywords computational fluid dynamics, numerical perturbation algorithm, mathematical basic scheme,

perturbational finite difference scheme, perturbational finite volume scheme
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