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平面应力条件下共线双裂纹的拉伸特性 
范永波 

（中国科学院 力学研究所, 北京 100190） 

摘  要：为探寻共面双线断续节理岩体平面应力条件下的拉伸特性，从远场应力角度出发，基于 Fazil Erdogan

（1962）在任意荷载条件下共线双裂纹的应力场分布思想，采用 G. C. Sih（1972）提出的最小应变能密度因子判

据（S 判据），建立了远场应力与裂纹尖端附近应力场的对应关系，证明共线双裂纹在拉应力作用下自相似扩展；

裂纹外侧与内侧的应力场分布形式相同，但数值偏小，且内侧裂纹先于外侧裂纹扩展；在材料性质、裂纹间距及

长度已知的情况下，可反推材料破坏时的极限外力大小。 
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Tensile properties about two collinear cracks under plane extension 
FAN Yongbo 

（Institute of Mechanics (IMECH), Chinese Academy of Sciences, Beijing 100190,China） 
Abstract：In order to deduce the tension properties of intermittent jointed rock with double-line, in terms of far-field 
stress, this paper establishes a corresponding relationship between a far-field stress and the stress field around the 
crack tip based on the theory of stress distribution of two collinear cracks under any load (Erdogam, 1962) and the 
minimum strain energy density factor criterion (Sih, 1972). Furthermore, the paper demonstrates that the two 
collinear cracks follow self-similar extension under tensile stress; the stress fields on the inside and outside of the 
crack have the same distribution with some difference in magnitude, and the inside crack extends earlier than that of 
the outside crack. If the material properties, the spacing and length of the cracks are known, the magnitude of 
external destructive force can be derived. 
Key words: two collinear cracks; tensile stress; minimum strain energy density factor; self-similar extension 
 
0  引  言 

贯通裂纹及完整岩块的抗剪强度机制前人研

究的较为充分、系统化[1-3]，断续岩体包含了岩桥及

断续分布的裂纹，单纯依据贯通裂纹或者完整岩块

进行研究均是不合适的。 
断续节理岩体的破坏关键是岩桥与节理协同

作用机制，最终的破坏模式受其两者共同控制[4]。

目前，确定断续节理岩体综合抗剪强度，应用最广

泛的就是面积加权平均法[5]，加权平均法实质上应

用的是强度等效思想。通过等效，将断续节理岩体

等效为贯通节理岩体来处理，虽然简单易行，但忽

略了其力学作用机制的不同，没有深厚的理论支

撑，在理论分析及结果准确度评价等方面存在诸多

困境[6-7]。  
本文从远场应力角度，基于 Fazil Erdogan

（1962）[8]在任意荷载条件下共线双裂纹的应力场

分布思想，采用 G. C. Sih（1972）提出的最小应变

能密度因子判据（S 判据）[9-10]，建立了远场应力与

裂纹尖端附近应力场的对应关系，推导了双线共线

断续节理岩体纯拉应力条件下的综合强度判据公

式，得出一些规律性认识。 

1  假 设 

节理的抗剪强度主要受到节理面条件、加载条

件和环境等因素的影响。我们知道，现场节理分布

及性状是极其复杂和不规则的[11]，本文主要基于以

下几点假设： 
（1）节理面是平直光滑，不存在充填物，不

承受任何剪力； 
（2）不考虑温度、湿度影响； 
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（3）双裂纹的应力场是可以叠加的。 

 
图 1 共线双裂纹 

Fig. 1  two collinear cracks 

共线双裂纹的简化图见下图 2，基于 Fazil 
Erdogan（1962）在任意荷载条件下共线双裂纹的应

力场分布思想，共线双线裂纹尖端应力场如式（1）
~式（3），求解出裂纹内外侧应力强度因子如式（4）、
式（5）。 

2  理论推导 
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xσ 为 x 方向应力； yσ 为 y 方向应力； xyr 为剪应力；

θ 为极角。 
在极坐标下，对裂纹内外侧应力强度因子进行

了求解，其结果见下式（4）、式（5）。 
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其中, 2

2
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b
ak −= ， ( )kE 、 ( )kK 为一、二类完全

椭圆积分 
注：整个体系是对称的，当求内侧裂纹尖端的应力场时用 ( )aA1 、

( )aA2 ，当求外侧裂纹尖端的应力场时用 ( )bA1 、 ( )bA2 。 

 
 
 
 
 
 
 

图 2 远场应力与裂隙分布示意图 

Fig. 2  sketch map of far-field stress and crack distributing  
对于单纯受拉状态， °= 90β ， 0sin =β ，

12cos −=β ，可求出相应的 ( )aA1 、 ( )aA2 、 ( )bA1 、

( )bA2 。根据 G. C. Sih（1972）提出的最小应变能

密度判据，即 S 判据，对于共线双裂纹，其内外端

应变能密度因子如式 6。 
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因为是平面应力问题， 0=zσ ， 0== yzxz ττ ，所

以式 6 化简为式 7 

( )[ ]222 122
2 xyyxyxE
rS τνσνσσσ ++−+= （7） 

联合式(1)、式(2)、式(3)、式(7)即可求得 S  
应变能密度因子理论的基本思想是裂纹沿

minSS = 的方向扩展，即 
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当 minS 达到某一临界值，裂纹开始扩展，即： 

( ) cSSS == 0min θ  

式中， 0θ 为裂纹扩展方向， cS 为待标定的值 

3  实例验证 

本文从远场应力求解裂纹尖端附近的近场应

力，主要探讨共线双裂纹在纯拉状态下裂纹尖端附

近的应力场分布规律、裂纹扩展规律，见图 1，通

过实例来形象化裂纹尖端的应力分布情况。 
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关系式成立，由此说明了共线双线裂纹在

拉应力条件下将沿原有裂纹方向遵循自相似扩展。

将这四个值分别代入 xσ 、 yσ 、 xyr 表达式，针对

裂纹内外侧，分别展开讨论。 
在纯拉应力条件下， °= 90β 、 ( ) 02 =aA 、

( ) 02 =bA 。 
（1）对于裂纹内侧 
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③ πθ = 、θ = −π时(when θ = π、θ = −π ) 

0=== xyyx τσσ  

0min =S              （11） 

从式（10）、式（11）求解过程可清晰看出 °= 0θ

和 πθ 2= 时，最小应变能密度因子是完全一样的，

并且大于零；θ = π、θ = −π时，最小应变能密度

因子为零。从物理意义上考虑，裂纹沿内侧扩展，

只能沿 °= 0θ 或 2θ = π 方向扩展，而 θ = π 、

θ = −π方向为裂纹本身，其各项应力均为零，这与

现实是相符的，所以可求出沿 °= 0θ 或 2θ = π方向

扩展所需的最小外力 N1，见下文推导过程。 
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当沿 °= 0θ 或 2θ = π扩展时 ( ) c
k S

E
A

=−ν14 1
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cS 为待标定的材料常数，材料临界断裂韧性性

指标，本文主要考虑拉张破坏，故采用纯拉情况下

cS 表达式如式（12） 
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cKΙ 为岩石纯拉断裂韧性值 
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由 xσ 、 yσ 、 xyτ 表达式可看出，其分布形式

与裂纹内侧是相同的，只是数值大小差别。同理求

出
ν−

=
1
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1
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1N 为裂纹内侧尖端应力 
'
1N 为裂纹外侧尖端应力 

这里将使裂纹扩展的外力暂且定为极限破坏

力，通过两式比较可明显看出 5.1
1

'
1 ≈

N
N

，表明在一

定外力作用下，裂纹内侧先达到极限破坏，先于外

侧开始扩展，故致使裂纹扩展的极限破坏力为

ν−
=

1
2

1
ESN c 。 

根据所求应力 N 值，便可根据模型受力面积求

出外力 P（整个体系外力）。 

4  裂纹尖端应力应变分布特征 

通过式（1）~式（3），可得知在裂纹尖端附近

将呈现应力的极大值，应力集中程度较高，下面几

幅图是在假定裂纹长度为 2 cm，间距为 6 cm 的情

况下的各应力分布图。 
通过图 3 可得，在距离裂纹尖端 0~0.15 cm 范

围内，没有应力分布，在 0.15 cm 处，应力已达到

无穷大值，并且等值线相当密集，相对集中范围较

小，图 4 中 y 方向的应力分布与 x 方向类似。 

   
图 3 裂纹之间 xσ

等值线图 
Fig. 3 isoline of x-direction stress 

between two cracks 

图 4 裂纹之间 yσ 等值线图 
Fig. 4 isoline of y-direction stress  

between two cracks 

图 5 裂纹之间 xyτ 等值线图 
Fig.5  isoline of shear stress 

between two cracks 

   
图 6 裂纹外侧 xσ 等值线图 

Fig. 6  isoline of x-direction stress 
outside of crack 

图 7 裂纹外侧 yσ 等值线图 
Fig. 7 isoline of y-direction stress 

outside of crack 

图 8 裂纹外侧 xyτ 等值线图 
Fig. 8   isoline of shear stress outside 

of crack          
通过图 5 可知，在距离裂纹尖端 0~0.15 cm 范

围内，没有应力分布，在 0.15 cm 处，应力已达到

无穷大值，0~0.15 cm 范围内等值线均相当密集，

相对集中范围较大。 
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通过图 6~图 8 可知，裂纹外侧的应力分布与裂

纹内侧大致相同，唯一的区别在于裂纹尖端附近有

应力分布，这说明裂纹外侧的应力集中程度要远远

低于裂纹内侧。 
 

5  结  论 

通过上面的理论推导及实例求解，我们可得出

以下结论： 
（1）证明了共线双裂纹在拉应力作用下自相

似扩展，即沿原裂纹扩展。 
（2）在接近裂纹尖端时， , ,x y xyσ σ τ 均出现无

穷大值，随距裂纹距离增大而迅速减小，这与裂纹

尖端易出现应力集中的物理意义是一致的；裂纹外

侧与内侧的应力场分布形式相同，但数值偏小，且

内侧裂纹先于外侧裂纹扩展。 
（4）在材料性质、裂纹间距及长度已知的情况下，

可反推材料破坏时的极限外力大小。 
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影响核电厂取水隧洞抗震性能的几个因素分析 
赵  杰，王桂萱，裴  强，张国强 

(大连大学土木工程技术研究与开发中心 大连 116622) 

摘要：运用动力时程反应分析方法，针对某百万千瓦级核电厂，利用 FLAC3D 对其取水隧洞进行了抗震分析，

并绘制衬砌内力包络图。分析地应力、应力释放系数、围岩弹性模量变化对隧洞衬砌内力的影响，总结其规律，

为隧洞抗震设计提供依据。 
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