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摘要: 采样定理告诉人们进行离散逼近离散尺寸的极限是问题中所涉及最高频率波长的 1 /2 ．

1 /2 波长是一理想值，在目前的有限元分析中，通常保证精度的空间离散尺寸远小于这一理想值．

文中分析了这一现象的可能原因，同时给出了一种基于有限元的在一定条件下能够改进空间离散

效率的动力模拟方法．
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引 言

弹性动力学问题的模拟具有广泛的应用背景，而多数的模拟又对计算效率有着较高的要

求，如复杂大型系统的长时振动的模拟的瓶颈往往是效率，控制系统中状态变量的模拟需要计

算的实时性，等等，在这些问题中求解效率( 特别是一个常规时间步的求解效率) 是模拟中的

关健问题．因此，改善有限元方法的计算效率，长期以来都是计算力学界一直努力的目标: 如高
阶单元的构造［1］、高精度时间积分方法［2-4］、模态叠加法［5-6］、动态子结构法［6-8］及基于变形修
正的动力减缩方法［9-11］等，它们都有各自的优点和局限性．但是到目前为止，很少有文献从有
限元法本身的局限性来探讨为什么动力学问题的模拟中离散尺寸远小于采样定理的要求，是

否有可能改善这一状况．本文希望通过对有限元模拟中有限尺寸下局部惯性力矩的分析来讨
论这一问题，同时通过对一种新型宏单元的频散特性分析研究来说明逼近理想采样定理要求

的途径．

1 采样定理简介

采样定理是进行数据离散的基本准则之一，它告诉人们在什么样的条件下能够利用离散

数据精确地重构原连续函数，其具体表述如下．
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任意连续函数 f( t) ，若其频谱 F( iω) 为有限带宽，即存在上限频率 ωmax，当 ω ≥ ωmax 时

F( iω) = 0，并以采样频率 ωs ≥ 2ωmax，或采样长度( 在时间域通常称为周期) T≤ π /ωmax 对

函数 f( t) 进行离散采样，则连续函数 f( t) 完全可以由其采样值 f( nT) ，n = 0，± 1，± 2，…，按
如下重构公式唯一确定:

f( t) = ∑
+∞

－∞
f( nT)

sin［ωN ( t － nT) ］
ωN ( t － nT) ， ( 1)

其中 T为采样长度，ωN = ωs /2 = π /T称为 Nyquist频率，而上述重构公式( 1) 则称为 Shannon
公式．如果将函数最高频率对应的采样长度( 周期) 记为 Tmax = 2π /ωmax，则公式( 1) 成立的条
件是 T≤ Tmax /2，即采样长度应小于等于 1 /2 波长．
采样定理给出了理想情况下完全重构连续函数 f( t) 的采样长度的上限值 Tmax /2，但一般

情况下离散用的采样长度总是要小于这一理想的上限值，这是因为通常实际中上限频率是不

确定的，采样序列也不可能是无穷序列．
在传统的有限元( 线性等参单元) 空间离散中，对于动力学问题，当采用隐式时间积分时，

空间网格的尺寸一般为 1 /10 ～ 1 /5 个波长，当采用显式时间积分时，空间网格的尺寸一般为
1 /20 ～ 1 /10 个波长［12］，这都与采样定理给出的 1 /2 波长的理想值相差甚远．是什么导致了这
样的结果，是否有可能改进，这就是本文将要探讨的问题．

2 弹性动力学问题有限元离散效率的探讨

弹性动力学问题的有限元模拟效率取决于其空间和时间的离散方式，在这里我们着重关

注的是空间离散方式．
由于有限元离散中单元形函数的选取一般为多项式的形式，只能对以多项式形式出现的

变形进行准确模拟，而对其他形式的变形只能通过网格加密来逼近．
弹性体中波动传播是弹性体弹性变形效应和惯性效应有效的耦合作用，这种耦合作用的

极值体现就是简谐波的传播．人们可以通过对离散网格中简谐波的传播特征来表述离散的效
率．这种特征就是离散后惯性与变形的极值( 最优) 耦合关系，即频率与波数间的关系( 给定频
率可以通过极值耦合得到波数) ，这一关系与连续模型的频率与波数的关系的偏差就刻画了

离散的效率，这种偏差通常称之为离散模型的频散效应．典型的频散关系图是频率与波数的关
系，为讨论方便我们将其等效地表示为相对波速和相对离散尺寸的关系，图 1 表示的是平面四
节点等参元频散关系［12 － 13］．
从图 1 中可以看出在 Nyquist频率 ωN = 0． 5ωmax下( 图中相对离散尺寸 dx /λ = 0． 5处，dx

为网格尺寸，λ为对应谐波波长) ，弹性波相速度幅值误差已在 20%左右． 引起这一误差的主
要原因之一应该是简谐波为三角函数的组合( 支集无限大) 而有限元的形函数是具有紧支集

的多项式，这就导致了插值上的误差．另一方面在惯性效应的模拟上，通过利用形函数得到的
单元尺度的惯性力无法保证单元角动量的有效刻画，由于平动自由度有方程约束，转动自由度

无方程约束，角动量( 或单元惯性力力矩) 的误差要远大于平动动量( 或单元平动惯性力) 的误

差( 见图 2) ．这样总体的效果就是带来了这样的误差．
当人们增加单元节点( 插值点) 数目时，如采用高阶单元，会同步改善这些误差．图 3 是分

段多项式形函数单元的局部内力矩图．这里的分段多项式形函数单元等价于多个等参元拼接
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( a) 四节点等参元离散模型中的相速度 ( b) 相速度相对误差

图 1 四节点等参元离散模型频散关系

图 2 四节点等参元惯性力与惯性力矩的相对误差 图 3 复合单元惯性力矩相对误差

图 4 复合单元的构建

的复合单元( 见图 4) ．
从图 3 可以看出，当复合单元的尺度与波长比保持

不变时，逼近的精度将随复合单元中等参元的数目增加

而增加，同时随着等参元数目的增加，复合单元的精确

度会逐渐接近采样定理的极限．从复合等参元的构造上
看，增加等参元个数相当于利用等参元加密网格，这里

相当于偷换了概念: 由于网格加密虽然改善了逼近效果，但并没有改善效率，目的只是为了帮

助理解．这时的效果是我们在用一种模式同步地改善变形和惯性的逼近效果，我们从这里并不
清楚这种模式对变形和惯性哪个的逼近效果更好，同时效果改善的代价是系统规模的增加．
从前面的分析，我们可以得到这样的认识: 1) 以多项式为基础的有限元形函数在逼近简

谐波引起的变形时，效率是有限的; 2 ) 当利用复合单元( 相当于加密网格) 时，由于分段逼
近，可以较有效地逼近简谐波引起的变形，同时可以同步改善惯性的逼近效果．由此提出了这
样的问题: 1) 如何寻找更有效的插值方式改变逼近简谐波的效率; 2) 如何能够将变形和惯
性两种力学效应的逼近解耦，同时寻求两者逼近的最佳匹配，以达到改进求解的动力特征．
本文下面的工作将是利用基于变形修正的宏单元的构造算法［11］来回答这两个问题．
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3 基于有限元的高效动力分析方法

我们将在控制系统规模的情况下，通过引进单元质点系整体的平动与转动自由度( 质心

节点自由度) 来进行单元整体惯性效应的描述，同时由质心节点自由度和无质量边界节点自

由度共同描述单元的变形．这就做到了惯性效应和变形效应描述的半解耦，可以在保持惯性效
应描述不变的情况下，通过增加单元无质量边界节点的个数来改善对变形的逼近．应该指出的
是，无质量边界节点在进行动力系统求解前可以先行减缩掉，因此系统求解规模只与所有质心

节点自由度相关．
3． 1 基于变形修正的宏单元构造方法
基于变形修正的动力减缩方法［10 － 11］是根据运动同步性假设，将整个有限元区域划分为一

个个运动同步性区域，利用已知位移模态( 如刚体位移模态) 来近似表征运动同步性区域中的

位移，在通过变形修正来优化这种位移描述，最终达到系统自由度减缩的目的．
对于宏单元，我们将一个宏单元视为一个运动同步性区域，同时保留原有限元网格所有边

界节点，利用由质心平动和转动自由度表征的刚体位移模态和边界位移共同来描述宏单元的

位移，再通过变形修正和边界节点位移匹配得到宏单元位移分布的优化表征，同时将惯性效应

凝聚在质心自由度上．原有限元网格和宏单元结构示意图见图 5( 其中实心节点表示有质量节
点，而空心节点表示无质量边界节点) ，应该指出的是单元原则上可以是任意形状的． 具体步
骤如下( 仍然以平面问题为例) :

图 5 宏单元构造示意图

首先在运动同步性假设前提下对整个宏单元区域

引入刚体位移模式:

u j =
ujx

u{ }
jy

=
1 0 － ycj
0 1 xc

[ ]
j

qx

qy

q
{ }



= R jqm，( 2)

式中 u j 表示宏单元区域内第 j点的位移向量的近似值，qm 表示该区域引入的刚体模态位移向

量，R j表示节点 j的3个刚体模态的叠加矩阵，称为位移变换矩阵，xcj，ycj表示节点 j到区域质心
的距离．
假设宏单元内部区域有 n个节点，则区域位移按照节点内部与外部位置关系有

u =

ui－1


ui－n

u




















b

=

R1


Rn











I

qm

u{ }
b

= Rq， ( 3)

下标“i”表示该区域内部节点对应的特征，下标“b”表示该区域边界节点对应的特征． R则是区
域总体位移变换矩阵，q为该区域变换后总的模态位移向量．通过对由公式( 3) 给出的位移近
似关系进行变形修正，即寻找最优的 q，使得由公式( 3) 给出的位移近似值与原有限元网格下
有限元位移结果的差引起的该区域的总误差应变能需达最小．由此我们可以得到［10-11］改进了
的宏单元与原有限元网格节点处的近似位移关系:

u = K －1 ( ( RTR) －1RT ) TRTKRq = Tq， ( 4)
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K是该宏单元区域有限元刚度矩阵，T代表的是该区域变形修正后的总体位移变换矩阵．如果
按照区域内部节点和边界节点的位置排序，则位移转换关系可以表示为

u =
ui

u{ }
b

= Tq =
T ii T ib

Tbi T[ ]
bb

qi

q{ }
b

， ( 5)

通过对公式( 5) 进行变换，可以得到宏单元位移向量
qi

u{ }
b

与相应的原有限元节点位移向量

ui

u{ }
b

之间的近似转换关系:

ui

u{ }
b

= Tn

qi

u{ }
b

， ( 6)

其中 Tn =
T ii － T ibT

－1
bb Tbi T ibT

－1
bb

0[ ]I
．

宏单元刚度矩阵 K e
s = TT

nKTn，T
T
n表示Tn的转置．根据质心节点和边界节点的位置关系可

以表示成

K e
s =

K e
sii K e

sib

K e
sbi K e[ ]

sbb

． ( 7)

最后将宏单元的质量都集中于内部质心节点上，得到宏单元的集中质量模型:

M e
s =

M e
sii 0[ ]0 0
， ( 8)

其中

M e
sii =

m 0 0
0 m 0
0 0









J

， ( 9)

这里 m为该宏单元区域的总质量，J为该宏单元区域相对与内部质心节点的转动惯量．

图 6 求解区域的宏单元 图 7 宏单元集中质量

离散模型示意图 离散模型示意图

对于一般的动力学问题，我们可以利用宏单元对求解区域进行划分( 见图 6) ，而后利用类
似有限元单元组装的方式进行组装．在组装中，为求解方便，我们将宏单元质心节点自由度集
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中在总体位移向量的上端，宏单元边界节点自由度集中在总体位移向量的下端，这样就有:

Msq + Ksq = Fs， ( 10)

其中 q =
qI

q{ }
B

为整体位移向量，Fs 为整体外力向量，总体刚度矩阵为

Ks =
KsII K sIB

KsBI K[ ]
sBB

， ( 11)

总体质量矩阵为

Ms =
MC 0[ ]0 0
， ( 12)

其中

MC =
M e

sii


M e









sii

， ( 13)

下标“I”表示系统各区域内部节点对应的特征，下标“B”表示系统各区域边界节点对应的特
征．
利用 Guyan 减缩方法［1］，缩并去无质量节点自由度，可以得到只保留宏单元质心自由度

的整体动力方程:

MCqI + KCqI = FI， ( 14)
其中

KC = KsII － KsIBK
－1
sBBKsBI，

可以看到各相邻宏单元间的边界节点对应的特征已被凝聚掉，如图 7 所示．
应该指出的是，这里 FI 将包含所有已知边界条件的信息，下面的应用不涉及这点，这里就

不做讨论了．进一步研究表明: KC 是主对角元素占优的方阵，质心节点( m，n) 的运动只和距离

它较近的质心节点的运动关系密切．实际计算表明［14］，当 r ， s ＞ 2 时质心节点( m，n) 的运

动已基本不受质心节点( m + r，n + s) 运动的影响( 矩阵元素数值上相差几个数量级) ．而对应
质心节点( m，n) 矩阵元素的值也基本只受相邻两层宏单元刚度矩阵的影响．
3． 2 无质量边界节点对频散关系的影响

图 8 不同边界节点个数宏单元及

归一化质量集中模型示意

采用一致但不同方式的有限元离散方法对指定的

宏单元区域进行划分，可以得到有不同边界节点个数的

宏单元．图 8 列举了宏单元区域 A通过 3 种有限元划分
方式，分别对应得到边界有 12、16 和 20 个节点的宏单
元，而这 3 种宏单元又最终归一到特征相同的集中质量
模型．
利用不同网格密度的有限元划分得到不同的宏单

元模型，用这些宏单元模型对计算区域进行离散，会得

到形如公式( 10) 的不同的系统．但经过对边界节点的凝
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聚，我们可以得到同阶的整体动力方程( 14) ．
运动方程( 14) 的谐波形式解［12-13］可以表示成

q( m，n) = q0·exp( i·( ω·t － k1·m·dx － k2·n·dy) ) ， ( 15)
其中 q0为已知节点( 0，0) 的幅值模态位移矢量，i是虚数单位，ω为圆频率，k1 = k·cosθ和 k2 =
k·sinθ( k是波数) 仍称之为波数，θ为平面波传播的方向角．当 k为实数时，式( 16) 就代表离散
模型中传播的平面波．质心节点( m，n) 周围节点的模态位移 q( m + r，n + s) 就能够表示成

q( m + r，n + s) = q( m，n)·exp( i·( － k1·r·Δx － k2·s·Δy) ) ， ( 16)

通过进一步的推导可以得到［14］

ω2·M e
( m，n)·q( m，n) － ∑

+∞

r = －∞
∑
+∞

s = －∞
exp( i·( － k1·r·dx －

k2·s·dy) ) ［ke ( m + r，n + s) ］·q( m，n) = 0， ( 17)
即:

［W( m，n)］3×3·q ( m，n) 3×1 = 03×1， ( 17a)
矩阵W( m，n) 中包含圆频率ω和波数 k，式( 17) 即为质心节点( m，n) 的简谐波应满足的方程．方
程( 17) 有非零解的充要条件是系数行列式为 0，即

det W( m，n) = 0， ( 18)
通过方程( 18) 我们就可以得到对应宏单元的频散关系．
图 9 给出单元网格尺寸比 dx /dy = 1，Poisson比 μ = 0． 25时，θ = 45°的平面波在不同边

界节点个数的宏单元集中质量模型中传播时的相速度误差比较情况．可以看到无论是 P 波还
是 SV 波，边界节点个数的增加对频散效应有明显改善，这种改善在中高频段表现得尤为显
著．

( a) 宏单元集中质量模型间的 ( b) 宏单元集中质量模型间的
P波相速度相对误差 SV波相速度相对误差

图 9 无质量边界节点对频散关系的影响

考虑到宏单元质量质心集中以后，其边界节点对应的特征在动态分析时间积分之前已被

凝聚，所以边界节点个数的多少不会影响系统求解规模．而上述频散结果的比较说明: 利用宏
单元进行动力学问题分析时，能够在系统求解规模一定的前提下任意提高求解结果的精确度，

即拥有高效的动力学特性．
从图 9 中可以看，当我们将容许精度定在 1%时，选取 20 个边界节点，已接近采样定理的
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理想值．

4 讨 论

从本文给出的结果可以得出这样的结论:

1) 传统的有限元在波动问题的模拟中对由波动产生的惯性效应中的旋转部分的模拟精
度较差．通过加密网格可以同步地改善惯性和变形效应的模拟，但代价是使系统的规模急剧地
增加( 尤其是对多维问题) ．

2) 通过引入质心平动和转动自由度构造的质量集中的宏单元模型，有效地模拟了宏单
元整体的惯性效应，同时做到了单元惯性效应描述和变形效应描述的半解耦．

3) 利用这一半解耦特性，做到了异步改善惯性和变形效应的模拟效率，可以在形成的最
终的动力系统规模不变的情况下，有条件地( 至少是采样定理的限制) ，任意地提高波动问题

模拟的精度．
4) 从构造过程看本文介绍的宏单元的构造方法具有广泛的适用性，它是基于有限元的
构造方法，对空间维数、形状甚至对同步性位移模态的选取均无特殊的要求，具有很大的灵活
性．
本文介绍的结果展示了所提出的方法的潜力，但要使之实用化还有大量的工作需要完成．

同时还应该在理论上进一步完善．希望本文能起到抛砖引玉的效果．
致谢 作者衷心感谢广州中国科学院工业技术研究院 CAE发展基金的资助资助．
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Abstract: The discretization size is limited by the sampling theorem，the limit is 1 /2 of the wavelength of

highest frequency of the problem． The 1 /2 of the wavelength is an ideal value，in general，the discretiza-

tion size which could ensure the accuracy of the simulation is much smaller than this value in the tradi-

tional finite element method． The possible reason of the phenomena was analyzed． An efficient method

was given to improve the accuracy of the simulation．

Key words: sampling theorem; the efficiency of finite element discretization; macroelement based on de-
formation modification; dispersion relation
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