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摘  要：利用细长梁的小挠度理论，建立了两端埋设在线弹性土壤中的含轴向力的悬跨管道自由振动方程。基于

埋设段的刚度约束特性，建立了悬跨段管道的边界条件。解析求解得到了悬跨段管道频率方程，数值求解了不同

土壤刚度和轴向力条件下悬跨段管道的固有频率。研究表明：悬跨段管道振动特性取决于轴向力系数和土壤刚度

系数，工程上推荐使用的简支梁和两端固支梁模型只在几个特殊参数点上适用，建议采用该方法进行悬跨管道振

动分析。 
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VIBRATION ANALYSIS OF SPANNING PIPELINE BURIED IN LINEAR 
ELASTIC SOIL WITH AXIAL FORCE 
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2. Institute of Mechanics, CAS, Beijing 100080, China; 
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Abstract  The Free vibration equation of a spanning pipeline buried in linear elastic soil is built with small 
deflection beam theory. Based on the stiffness characteristic of the buried segment, the boundary condition of the 
spanning segment is presented. The frequency equation of the spanning pipeline is achieved analytically, and the 
natural frequency of the spanning pipeline under different soil stiffness and axial forces is obtained numerically. 
The research shows that the vibration characteristic of the spanning pipeline is related to the axial force coefficient 
and soil stiffness coefficient. A beam of fixed supports at both ends and a simply supported beam model 
recommended in present rules are available for the spanning pipe only in several special cases. For the vibration 
analysis of spanning pipelines, the present model is suggested. 
Key words:  spanning pipe; elastic foundation beam; buried spanning pipe; small deflection theory; natural 
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油气管道经常会铺设在复杂的环境条件下，当

铺设在不平坦地面或海底时，将导致部分管道悬 
空[1]。在深海区域，或非常坚硬的海床上，或由于

海流淘蚀[2]，悬跨(Spanning)情况很难避免[3]。悬跨

造成管道受力复杂，同时海流的周期性涡漩释放引

发海底管道涡激振动，造成管道疲劳破坏。海流淘

蚀造成的悬跨长度可达几十米，深度十几米[4]。为

此 DnV 专门制定了悬跨管道设计的推荐做法[5]，许
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多海底管道规范对悬跨情况作了相应的规定[6―7]。

Choi 利用纵横弯曲方程，给出了几种梁模型边界条

件下悬跨管道变形的解析解，用能量法给出了固有

频率，研究了轴向力对悬跨管道最大允许长度的影

响[8]。对于发生涡激振动的悬跨管道，在安全评定

时需要计算其疲劳寿命[9―10]。 
国内学者研究了悬跨管道的涡激振动[11]和非

线性振动[12―13]，以及涡激振动引起的疲劳寿命[14]。

这些研究都使用了两端固支梁，或者简支梁模型。

DnV 规范也建议在一般条件下，悬跨管道可以简化

为有轴向力影响的两端简支梁或者两端固支梁模

型[5]。普遍认为，简支梁模型弱化了埋设段管道的

弹性约束作用，而固支梁模型强化了这种作用，这

两种模型是悬跨管道实际状况的两个极端情况。研

究认为，弹性支座能更准确地反映两端管道的这种

弹性约束作用，Kapuria 将悬跨管道简化为两端由

线弹簧和转角弹性支承的梁模型，研究了涡激振动

和疲劳寿命[9]。 
实际埋设悬跨管道两端很长，通常埋设在土壤

里。当悬跨段管道发生弯曲变形时，两端管道要对

悬跨段管道产生影响[15]。准确计算两端管道对悬跨

段管道变形的约束作用，对悬跨管道的振动分析非

常重要。本文研究建立了准确反映埋设段管道刚度

约束作用的位移和内力之间的关系，给出了含有轴

向力的埋设悬跨管道的振动方程。解析推导了对称

振型和反对称振型的频率方程，数值求解给出了不

同土壤和不同轴向力条件下管道的振动频率，为悬

跨管道频率计算提供了新的方法。 

1  控制方程及其求解 

通常，管道的悬跨长度 2a 远远大于管道直径，

振动产生的横向挠度 y1(x)和跨度相比很小，可以用

梁的小挠度理论计算悬跨管道弯曲变形。设悬跨管

道两端很长，埋设在线刚度为 kb 的线弹性土壤中。

管道弯曲刚度 EI，单位长度质量ρA，管道内有轴向

力 S(压力为正)，挠度向下为正，坐标原点位于悬跨

段管道的左端位置(图 1)。 

 
1  图 线弹性土壤埋设悬跨管道的计算模型 

Fig.1  Model of spanning pipeline in linear elastic soil 

1.1  悬跨段管道的弯曲振动方程及其求解 
根据细长梁小挠度弯曲方程，悬跨段管道振动

方程为： 
4 2 2

1 1 1
4 2 2 0, 0 2y y yEI S A x a

x x t
ρ∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

≤ ≤   (1) 

假定管道发生如下形式的自由振动： 
1 1( , ) ( )exp(i )y x t aY tξ ω=  

引入无量纲变换： 
2 2 2 4/ , 2 / ( ), / ( )x a p Sa EI A a EIξ α ρ ω= = =  

其中：p 是轴向力系数；α是频率系数，它与弯曲振

动梁的频率方程的根 λi ( 圆频率 2 ( /i i EIω λ=  
4 1/2( (2 ) ))A aρ )的定义略有不同。式(1)转化为由无

量纲挠度函数 Y1(ξ)表示的方程： 

 
4 2

21 1
14 22 ( ) 0, 0 2Y Yp Yα ξ ξ

ξ ξ
∂ ∂

+ − =
∂ ∂
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式(2)的通解可表示为： 
1 1 1 2 1 3 2( ) sin cos sinhY C r C r C rξ ξ ξ ξ= + + +  

4 2cosh , 0 2C r ξ ξ≤ ≤            (3) 

其中： 
2 2 2 2 2 2

1 2,r p p r p pα α= + + = + −  

1.2  埋设段管道端部的刚度系数 
为了得到埋设段管道对悬跨段管道的刚度系

数，建立左端埋设在线弹性土壤中的无限长管道在

x=0 的截面上的剪力、弯矩与该点 y 方向的挠度、

转角之间的关系。假定埋设段管道发生如图 1 所示

的弯曲变形，小挠度弯曲的微分方程： 
4 2

2 2
24 2 ( ) 0 , 0b

y yEI S k y x x
x x

∂ ∂
+ + = −∞

∂ ∂
≤ ≤  (4) 

引入无量纲变换： 
4

2 2 0/ , ( ) ( ) / , / ( )bx a Y y x a k a EIξ ξ λ= = =  

其中λ0 是土壤刚度系数。式(4)转化为由无量纲挠度

函数 Y2(x)表示的方程： 
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式(5)的通解可表示为： 
3 3

2 1 4 2 4( ) e sin e sinr rY C r C rξ ξξ ξ ξ−= + +  
3 3

3 4 4 4e cos e cos , 0r rC r C rξ ξξ ξ ξ− + −∞≤ ≤  (6) 

其中： 

0 0
3 4,

2 2
p p

r r
λ λ− +

= = 。 

因埋设段管道挠度 Y2(ξ)在负无穷处的位移有

a a 
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 y 
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 y1(x) 
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限，则通解式(6)的积分常数： 
1 30, 0C C= =              (7) 

管道挠度 Y2(x)在 x=0 处的内力边界条件： 

2 0 2 02(0) , (0)EI EIY M Y Q
a a

′′ ′′′− = − =     (8) 

将通解式(6)代入式(8)，考虑式(7)，求解得到

用 M0 和 Q0 表示的积分常数 C2和 C4，将其代入式

(6)即可得到挠度函数 Y2(x)，则ξ=0 处变形和内力满

足式(9)表示的关系。 
1.3  悬跨段管道的边界条件 

埋设段管道在ξ=0 处与悬跨段管道连接，提供

对悬跨段管道刚度约束。悬跨段管道变形和内力与

埋设段管道在 ξ=0 处连续，所以悬跨段管道变形和

转角满足： 

0 0
1 1 12 2

0 0

2 2 2(0) (0) (0)
p pY Y Y

λ λ
λ λ
− −′′′ ′′= − +    (9a) 

0
1 1 1

0 0

2 21(0) (0) (0)
p

Y Y Y
λ

λ λ
−

′ ′′′ ′′= − +        (9b) 

对于对称振动，跨中有对称条件： 
 1 1(1) 0, (1) 0Y Y′ ′′′= =  (10) 

对于反对称振动，跨中有反对称条件： 
 1 1(1) 0, (1) 0Y Y ′′= =  (11) 

2  悬跨管道的频率方程 

为了公式推导简洁起见，下面分对称振型和反

对称振型情况分别推导频率公式。 
2.1  对称振型情况 

将式(3)代入式(9a)、式(9b)和式(10)，得到包含

四个积分常数的线性代数方程组，令其系数矩阵的

行列式等于零，可得频率方程： 
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展开后经化简得到： 
2
0 1 1 2 3 1 1 22 / {[ sin ( ) cos ]sinhc r c c r r rλ− + + +  

2 3 2 1 4 1 2[( ) sin cos ]cosh } 0c c r r c r r− + + =  (12) 

其中： 
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2.2  反对称振型情况 
将式(3)代入式(9a)、式(9b)和式(11)，同上节方

法得到频率方程。展开后经化简得到与式(12)相同

的形式，其中的系数： 
2 2
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2 2
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3  固有频率 

式(12)给出了不同土壤刚度系数λ0 和轴向压力

小于屈曲载荷的轴向力作用下发生弯曲振动的频

率方程，数值求解可得各阶振动频率。 
3.1  不同土壤刚度和轴向压力对固有频率的影响 

图 2 给出了土壤刚度系数λ0=0.1、λ0=1、λ0=3、
λ0=5、λ0=10、λ0=50、λ0=200、λ0=103、λ0=104、λ0=105

和λ0=∞，悬跨管道第一阶弯曲振动固有频率系数α
与轴向力系数 p 之间的关系。从图 2 看出，在土壤

刚度系数λ0 较小时，频率系数小，频率接近零的屈

曲载荷轴向力系数 p 也小；随着土壤刚度系数λ0 增

大，悬跨管道的频率系数α增大，接近屈曲状态的

轴向力系数 p 增大；土壤刚度系数λ0趋于无穷大时，

悬跨管道在无轴力时的固有频率系数α=5.5933，正

好等于两端固支梁的第一阶频率系数 (对应于

λ1=4730)。令此时频率系数α 趋于零，可求出轴向

力系数 p=4.9348，对应着两端固支梁的屈曲轴向力 
系数。 
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图2  不同土壤刚度下的固有频率系数与轴向力系数的关系 
Fig.2  Relationship between natural frequency coefficient and 
axial force coefficient under different soil stiffness coefficient 

3.2  简支梁的固有频率 
根据有轴力的简支梁的第一阶频率公式[16]，得

频率系数α与轴向力系数 p 之间的关系： 

 2
2

21 pα = π −
π

 (13) 

在不同轴向力作用下，简支梁频率只和某一种

土壤刚度系数的悬跨管道频率相等。表 1 给出了依

据式(12)求解出悬跨管道频率系数和简支梁频率系

数相同时的土壤刚度系数λ0。 

表 1  可以等效为简支梁模型的悬跨管道的土壤刚度系数 
Table 1  Soil stiffness coefficient in which spanning pipe equivalent to simply supported beam model 

2
0/ (π / 8)p  0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

λ0 8.970 8.345 7.715 7.084 6.438 5.799 5.146 4.482 3.811 3.132 2.467 

从表 1 看出，当轴向力系数 p 较小时，等价于

简支梁模型的悬跨管道具有较大的土壤刚度系数

λ0。轴向力系数 p 较大时，土壤刚度系数λ0较低。

说明含有轴向力的简支梁模型只能模拟具有特定

土壤刚度系数的悬跨管道。当土壤刚度系数λ0 远离

表 1 值时，简支梁模型给出的频率将导致很大偏差。 
3.3  刚性土壤条件下的固有频率 

当土壤刚度系数λ0 趋于无穷大，取轴向力系数

p=0，式(12)可以退化为没有轴力的两端固支梁的频

率方程，数值求解得到前 5 阶固有频率系数

α=5.59332、α=15.4182、α=30.2258、α=49.9649 和

α=74.6389。与文献[16]公式给出的结果完全一致。 

4  结论 

本文给出了两端埋设在线弹性土壤中含轴向

力的悬跨管道的自由振动频率方程，数值求解了不

同轴向力和土壤刚度条件下的固有频率。计算表明

土壤刚度系数λ0和轴向力系数 p 对悬跨管道振动产

生显著影响。工程中应该准确计算这两种影响，并

按照土壤刚度系数λ0 大小来选用工程上推荐采用

的简支梁模型或两端固支梁模型。 
在多数情况下，只有土壤刚度系数λ0 很大时，

两端固支梁模型才可以较好的模拟悬跨管道的振

动特性。能够简化为简支梁模型的悬跨管道需要综

合考虑轴向力系数 p 和土壤刚度系数λ0，因为只有

在特殊的参数点上，悬跨管道的振动频率等于简支

梁模型的频率。 
本文悬跨管道频率方程，为工程上准确计算埋

设悬跨管道频率提供理论支持。 
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