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摘 � 要 � 基于级数展开给出了极分解中右伸长张量 U 的级数表示,通过对级数项的选取得到右伸长张量的不

同近似表达式.针对不同级数展开表示, 得到表达式最小误差的级数展开形式. 进而结合一些简单实例, 验证了近

似公式的有效性.最后与文献[ 1]关于计算右伸长张量 U和转动张量 R 的近似表达式进行了比较,本文的级数展开

方式得到的右伸长张量 U和转动张量 R 的近似表达式不但简洁,而且计算精度更高、适用范围更广.
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0 � 引言

在连续介质有限变形理论中, 转动张量和伸长

张量的求解占有重要的位置. 对于连续变形, 变形梯

度 F的极分解表示为:

F= RU= VR ( 1)

式中正交张量 R为转动张量, 对称正定张量 U和 V

分别为右、左伸长张量.

已知变形梯度 F,确定相应的转动张量和伸长

张量的工作仅在二维情况下可获得简单形式表

示[ 2]
. 对于三维空间问题, F的极分解计算一直被认

为是一个相当复杂的问题. 文献[ 3�6]等给出了 U

的显示表达, 文献 [ 7]给出了转轴与转角的计算公

式,其中需要计算的伸长张量不变量的表示式不便

在实际计算中应用. 文献[ 8]采用工程界通常采用的

变形梯度张量的加法分解形式, 得到了三维空间中

极分解的转动张量和伸长张量的直接表示, 但是所

给出的伸长张量的准确表达式比较冗长, 给直接应

用带来不便.

文献[ 1]利用伸长张量的特征值和 Bio t主应变

特征值的关系, 针对 �
3 � 1的中等变形问题,将伸长

张量的不变量的表达式进行近似, 代入用 C来表示

的 U的显示表达, 得到了近似的表达式.但是得到

的表达式比较复杂, 而且适用范围很小.因此寻求伸

长张量形式简洁、计算方便的表达式是非常必要的.

本文采用幂级数展开的方式得到右伸长张量 U 的

近似表达,并通过实例与文献[ 1]的近似方法作了

比较.

1 � 右伸长张量的表示

根据 Cay ley�Hamilton 定理, 右伸长张量 U

满足[ 9]
:

U
3- i1U

2 + i 2U- i3I= 0 (2)

其中 i1 , i2 和 i 3 分别称为 U的第一、第二和第三主

不变量.

根据式 ( 2) 能够推导出右伸长张量 U 的表

达式:

U= ( i1 i2- i3)
- 1

[ i 1 i3 I+ ( i
2
1- i 2)C- C

2
] (3)

其中 C= F
T
F= U

2
为右 Cauchy�Green变形张量.

U的三个不变量与右 Cauchy�Green 变形张量

C的三个不变量 I 1 , I 2 和 I 3的关系为[ 10]
:

i1= I1 + 2i 2

i2=
2 I 3�3+ I 2�2- I 3 + I 3

�

i3= I 3

(4)

其中:

�=
1

3
I 1+ 2( I 2

1- 3I 2)
1/ 2 cos

1
3
 

1/ 2

 = arcco s
2I

3
1- 9I1 I 2+ 27I 3

2( I 2
1- 3I 2)

3/ 2

(5)

文献[ 1]考虑到实际中许多几何非线性问题往

往是以小变形、中等转动或中等变形、大转动的形式

出现,而伸长张量的三个特征值反映的是物质点处

三个应变主轴方向的物质线元伸长比, 当中等变形
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问题满足 �
3 � 1,右伸长张量的不变量可写成下面的

形式:

i1 = 2+
I2 - 1

2

1/ 2

i2 = 3
2
+

I3 - I 1

4
+ (2I2 - 2) 1/ 2

i3 = 1
2
+

I3 - I 1

4
+

I 2- 1

2

1/ 2

( 6)

则将式(6)代入右伸长张量的表达式(3)可得:

U=

3
2
+

I3- I1
4

+ 9
2
+

I 3- I1

4

I2- 1

2

1/ 2

+ I2
- 1

�

1
2
+

I 3- I 1

2
+

5
2
+

I3 - I 1

4
I 2 - 1
2

1/ 2

+
I 2

2
I+

2-
I 3- I1

4
+ 2

I 2- 1
2

1/ 2

+
I 2

2
C- C

2
( 7)

转动张量 R可由式(1)得到:

R= F
- T
U ( 8)

2 � 右伸长张量的级数展开近似表示

对于各向同性张量函数 G(A)可以写成[ 11]
:

G(A) =  0I+  1A+  2A2
( 9)

这里标量  k 是 A的主不变量函数 k= !k (  A , !A ,

∀A ) ,其中  A , !A 和 ∀A 表示张量 A的主不变量;

同时  k 也是G(A)的不变量.

由于右伸长张量 U是右 Cauchy�Green 张量 C

的平方根,即:

U= C
1/ 2

(10)

所以 U是张量C的各向同性张量值函数.那么右伸

长张量 U的各向同性表示为:

U=  0I+  1C∀+  2C
2
∀ (11)

式中 ∀为任意常标量, C∀= C- ∀I .

根据张量函数的开方定义和泰勒级数的展开公

式,有:

U =  
#

n= 0

1
2

1
2

- 1 ∃ 1
2

- n + 1

n!
( ∀I ) 1/ 2- n

C
n
∀

(12)

若对式(12)只保留 n项,右伸长张量 U级数展

开的误差�表示为:

�= tr( Rn( C) )
2 = | an | t r[ ( #- 2

)
1/ 2+ n

( C
2
∀)

n+ 1
]

(13)

式中 #表示特征值介于 1和 2∀之间的张量, Rn (C)

表示式(12)级数展开部分的拉格朗日型余项, an =

[ 1/ 2(1/ 2- 1) ∃(1/ 2- n) ] / ( n+ 1) !. 式( 12)若收

敛,要求 C的特征值介于 0和 2∀之间.

由式(13)可以看出,针对给定的 n,其中| an |是

级数展开共同的有界量.而对于任意的 ∀, tr (#- 2
) %

3总成立.

因此误差的判别关键是看 f ( ∀) = tr (C2
∀)这个

标量值函数在 ∀为何值时能够取得极值. 而可知 ∀

= I1 / 3,即 C∀= C- I 1I / 3为对称二阶张量的偏斜张

量函数时, f ( ∀)存在极小值, 公式 (12)得到的级数

展开公式收敛速度较快,展开相同项,误差最小.

假设偏斜张量函数 !C= C- I 1I / 3, 右伸长张量

U的各向同性表示为:

U=  0I+  1 !C+  2 !C2
(14)

其主不变量 J 1 , J 2 和 J 3 可写为:

J 1= 0, � J 2= I 2-
1
3
I
2
1 , � J 3 =

2
27

I
3
1 -

1
3
I1 I2 + I 3

(15)

式(14)中不变量  0 ,  1 和  2的表达式:

 0= 3
I 1

1/ 2
I 1

3 +
9
16I

- 2
1 J 3-

567
256I

- 4
1 J 2J 3+ ∃

 1= 3
I 1

1/ 2
1
2
- 9
16

I
- 2
1 J 2- 135

128
I
- 3
1 J 3+

� � 567
256

I
- 4
1 J

2
2+ ∃

 2=
3
I 1

1/ 2

-
3
8
I
- 1
1 +

135
128

I
- 3
1 J 2+

567
256

I
- 4
1 J 3+ ∃

(16)

其中张量 C的特征值满足:

0 % �C
i
% 2

3
I 1 (17)

针对工程中的一般形变, 这里取不变量表达式

的前 4项,将式(15)和( 16)代入公式(14)得到右伸

长张量的近似表达式, 得到:

� � � U= 3
I 1

1/ 2
I 1

3
+ 9

16
I
- 2
1 J 3 I+

� � � � 1
2
-

9
16

I
- 2
1 J 2 !C- 3

8
I
- 1
1 !C2

(18)

进一步,如果取不变量表达式的前 3项,式(14)

简化为:

U=
1
8

3
I 1

1/ 2

( I 1I+ 6C- 3I - 1
1 C

2
) (19)

3 � 计算实例

下面通过三个不同实例, 分别说明级数展开得

到的近似表达式在不同 ∀时的近似程度, 并与公式

(7)进行分析比较.

例 1 � 简单的剪切变形的例子
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考虑简单的剪切变形情况. 单位基向量为( e1 ,

e2 , e3) , 相应的变形梯度可以写为:

F= I+ k0e1 ∀e2
这里 k0 是切应变.

选定 k0= 0. 5,表 1给出 ∀= I 1 / 3和 ∀= 1两种

情况下取前 4项(即 n= 3)时右伸长张量 U和转动

张量R的误差和近似表达. 表 2 给出取前 3 项时右

伸长张量 U和转动张量R 的误差和近似表达.

表 1 � 右伸长张量 U采用不同级数展开n= 3 时的误差比较

Table 1 � The er ro r compar ison of r ight str ech tensor U expanded by differ ent ser ies w hen n= 3

标量

∀

右伸长张量 U的近似

表达式

右伸长张量 U的精确

表达式

转动张量 R的近似

表达式

转动张量 R的精确

表达式

∀= 1

0. 9727 0. 2441 0

0. 2441 1. 0947 0

0 0 1. 0000

误差 0. 0047

∀=
I 1

3

0. 9723 0. 2425 0

0. 2425 1. 0935 0

0 0 1. 0000

误差 0. 0030

0. 9701 0. 2425 0

0. 2425 1. 0914 0

0 0 1. 0000

0. 9727 0. 2441 0

- 0. 2422 0. 9727 0

0 0 1. 0000

1. 2993& 10- 5

0. 9723 0. 2425 0

- 0. 2436 0. 9723 0

0 0 1. 0000

8. 1862& 10- 6

0. 9701 0. 2425 0

- 0. 2425 0. 9701 0

0 0 1. 0000

表 2 � 右伸长张量 U采用不同级数展开n= 2 时的误差比较

Table 2 � The err or compa rison of right strech tensor U expanded by differtent series w hen n= 2

标量

∀

右伸长张量 U的近似

表达式

右伸长张量 U的精确

表达式

转动张量 R的近似

表达式

转动张量 R的精确

表达式

∀= 1

0. 9688 0. 2344 0

0. 2344 1. 0859 0

0 0 1. 0000

0. 9688 0. 2344 0

- 0. 2500 0. 9688 0

0 0 1. 0000

误差 0. 0128

0. 9701 0. 2425 0

0. 2425 1. 0914 0

0 0 1. 0000

9. 4700 & 10- 5

0. 9701 0. 2425 0

- 0. 2425 0. 9701 0

0 0 1. 0000

∀=
I 1

3

0. 9723 0. 2426 0

0. 2426 1. 0901 0

0 0 1. 0000

0. 9723 0. 2356 0

- 0. 2506 0. 9723 0

0 0 1. 0000

误差 0. 0102 9. 8966 & 10- 5

� � 从表 1和表 2可以看出, 展开相同项,对于右伸

长张量 U和转动张量R 的近似表达, ∀= I 1 / 3 时展

开级数的误差比 ∀= 1 时展开的误差小. 而 ∀= I1 / 3

时级数展开得到的近似表达式比较简洁.

下面给出 ∀= I 1 / 3时的级数展开得到的近似表

达式与文献[ 1]得到表达式的误差对比.

例 2 � 小变形中等转动情况

文献[ 1]中的例子.初始构形和当前构形的坐标

系{ X
i
}和{ x

i
}都选为同一个直角坐标系, 变形梯度

具有分量:

F ij =

1. 04 - 0. 4 - 0. 2

0. 5 0. 98 0. 13

0. 2 0. 15 0. 97

将关于右伸长张量 U的近似表达式(7)及本文

公式(18)和(19)比较, 以及由此得到的转动张量的

近似表达式及误差,见表 3.
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表 3� 两种近似方法的近似表达式与实际误差比较

Table 3 � The err or compar ison of the tw o approx imate expr essions

展开项 n= 2 n= 3 公式( 7)

右伸长张量 U

的近似表达式

1. 1704 0. 0193 0. 0232

0. 0193 1. 0685 0. 0296

0. 0232 0. 0296 0. 9985

1. 1708 0. 0194 0. 0233

0. 0194 1. 0685 0. 0297

0. 0233 0. 0297 0. 9982

1. 1708 0. 0193 0. 0232

0. 0193 1. 0685 0. 0297

0. 0232 0. 0297 0. 9983

误差 5. 4201& 10- 4 6. 0582 & 10- 5 9. 6979 & 10- 5

右伸长张量 U

的精确表达式

1. 1708 0. 0193 0. 0232

0. 0193 1. 0685 0. 0297

0. 0232 0. 297 0. 9982

转动张量 R

的近似表达式

0. 8986 - 0. 3848 - 0. 2099

0. 4100 0. 9071 0. 0935

0. 1542 - 0. 1704 0. 9736

0. 8989 - 0. 3848 - 0. 2098

0. 4102 0. 9072 0. 0937

0. 1543 - 0. 1703 0. 9733

0. 8989 - 0. 3848 - 0. 2099

0. 4102 0. 9072 0. 0937

0. 1543 - 0. 1703 0. 9733

误差 5. 0362& 10- 4 2. 2143 & 10- 9 7. 3138 & 10- 9

转动张量 R

的精确表达式

0. 8988 - 0. 3848 - 0. 2098

0. 4102 0. 9072 0. 0937

0. 1543 - 0. 1703 0. 9732

� � 从表 3可见,对于级数展开的近似表达式,虽然

在 n= 2时得到的误差比文献[ 1]中近似表达式的误

差大,但其表达式( 19)远比公式( 7)简洁. 如果在进

行级数展开时增加一项, 即在 n= 3时得到的误差就

小于文献[ 1]中近似表达式的误差,而且此时的表达

式(18)仍远比公式( 7)简洁.

这两种近似方法关于大变形情况的对比分析见

例 3.

例 3 � 大变形

初始构形和当前构形的坐标系{ X
i
}和{ x

i
}都选

为同一个直角坐标系, 变形梯度具有分量:

F ij =

1 - 2 0

3 2 1

0 1 4

同样级数展开取前 4 项和前 3项, 则二者误差

比较见表 4.

表 4� 两种近似方法的近似表达式与实际误差比较

Table 3 � The err or compar ison of the tw o approx imate expr essions

展开项 n= 2 n= 3 公式( 7)

右伸长张量 U

的近似表达式

3. 0882 0. 5834 0. 3338

0. 5834 2. 8477 0. 7939

0. 3338 0. 7939 3. 9753

3. 0924 0. 6235 0. 3639

0. 6235 2. 8418 0. 8540

0. 3639 0. 8540 4. 0496

0. 9016 - 0. 0542 - 0. 0500

- 0. 0542 0. 9067 - 0. 0886

- 0. 0500 - 0. 0886 0. 7947

误差 0. 1176 0. 0534 4. 6651

右伸长张量 U

的精确表达式

3. 0795 0. 6294 0. 3475

0. 6294 2. 8084 0. 8466

0. 3475 0. 8466 4. 0203

转动张量 R

的近似表达式

0. 5038 - 0. 8938 0. 1528

0. 8615 0. 4924 0. 0603

- 0. 1319 0. 0754 0. 9787

0. 4921 - 0. 8766 0. 1435

0. 8667 0. 5000 0. 0735

- 0. 1257 0. 0885 0. 9940

0. 2197 - 0. 3718 0. 0999

0. 2273 0. 1059 - 0. 0500

- 0. 0693 - 0. 0486 0. 2112

误差 0. 0015 2. 5983 & 10- 4 0. 9206

转动张量 R

的精确表达式

0. 4854 - 0. 8631 0. 1398

0. 8647 0. 4975 0. 0692

- 0. 1293 0. 0873 0. 9878
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� � 从这个实例可以看出, 计算右伸长张量 U和转

动张量 R时, 级数展开法得到的近似表达式的误差

很小,而由公式(7)所得到的近似表达的误差远大于

级数展开公式( 18)和(19)的误差,其精度根本不能

满足近似表达右伸长张量 U和转动张量 R的要求,

这主要是因为右 Cauchy�Green 张量的特征值分别

为 4. 6753, 9. 3566和 21. 9680, 已经超出了文献[ 1]

近似的前提,但是却还在级数收敛的范围之内.

综上可以看出, 对右伸长张量 U和转动张量R

进行近似求解的时候, 如果满足上面提及二种近似

方法的前提,文献[ 1]中近似方法的误差是固定的,

无法改进,而级数展开的近似方法通过适当增加级

数展开的项数, 得到比文献[ 1]的方法精度更高的近

似表达式;同时,文献[ 1]中近似方法比级数展开近

似方法要求有更苛刻的前提条件,级数展开近似方

法应用更为广泛.实例证明,采用级数展开近似方法

时,一般取前 4项就能够获得很好的精度,而且此时

的近似表达式远远比文献[ 1]的表达式简洁.

4 � 结论
本文基于各向同性函数的各向同性表示, 通过

级数展开的方式给出了右伸长张量 U和转动张量R

的近似表达,进而给出了级数收敛速度较快的级数

展开的形式,以及简单的各向同性表示.最后还与文

献[ 1]的近似方法进行了对比,发现截取前 4项不变

量的各向同性表示得到的近似表达式不但形式简

洁,计算简便,而且适用范围广. 而对于精度的要求

可以由增加展开的项数调整到所要求的范围. 各向

同性表示的近似表达为工程上计算伸长张量提供了

一个简单而实用的计算方法.
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A CLASS OF APPROXIMATE CALCULATION OF POLAR

DECOMPOSITION AND THE CORRESPONDING COMPARISON

Zu Wang
1 � � Guansuo Dui
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2

( 1Dep ar tment of Mechanics , Beij ing J iaotong Univers ity , Beij ing, 100044)

( 2I nstitute of Mechanics , Chines e A cademy of Sciences , Beij ing, 100080)

Abstract � Based on the series expansion, the series forms of r ight str etch tensor in polar decomposit ion

ar e giv en, and the different approx imate expressions of right str etch tensor are obtained by selecting differ�
ent number o f series terms. From the different expressions, the series expansion w ith the least erro r is

found. T he effect iv eness of the approx imate expression is verified using some simple examples. Compar ed

w ith the approx imate expressions of r ight st retch tensor U and rotat ion tensor R pr opo sed by Ref. [ 1] , the

approx imate expressions of right st retch tenso r U and rotat ion tensor R g iven in this paper are of simple

fo rms, high accurate and w idely applicability.

Key words � series expansions, po lar decomposit ion, st retch tensor, rotation tenso r, appro ximate ex�
pressions
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