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摘　要　将纳米晶材料视为包括晶粒和晶界的两相复合材料.基于能量平衡概念推导出纳米晶材料的增量本

构关系.最后将本文发展的模型用于纯铜的单轴拉伸实验 ,讨论了晶粒大小、形状和晶粒分布的影响 ,并将模型预

测的结果和已有的实验结果进行比较.
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0　引言

诸多物理学家利用分子动力学模拟研究了纳

米晶材料的塑性变形行为 ,如 Schiotz等 [ 123 ] , Van

Swwygenhoven等 [ 4 ,5 ] , Yamakov 等 [ 628 ]和 Tschopp

等 [ 9 ] .模拟表明纳米晶材料中存在着比较明显的

晶粒和晶界两相 .当材料由粗晶向纳米晶转变时 ,

其变形机制也相应发生了变化 ,即由位错占主导

地位的变形机制向晶界占主导地位的变形机制转

变 .当晶粒尺寸较大时 ,位错在晶界处产生 ,此时

主要的变形机制是由位错塞积和运动引起材料的

塑性变形 ;当晶粒尺寸继续减小时 ,位错运动会受

到抑制 ,此时主要的变形机制是晶界相的塑性变

形 .在研究纳米晶材料的变形机制时 ,如果不考虑

扩散蠕变机制的作用 ,那么在塑性变形过程中就

仅存在两种主要的变形机制 ,即位错变形机制和

晶界变形机制 .

本文认为当平均晶粒尺寸小于 50 nm 时 ,晶

界变形为材料主要的塑性变形机制 .此时基于纳

米晶材料塑性变形机制和内变量理论从微观力

学角度推导出纳米晶材料的增量本构关系 .最后

将本文发展的模型用于纯铜的单轴拉伸实验研

究 ,并将模型计算得到的结果和已有的实验值进

行比较 .

1　微观力学模型

1 . 1　内变量理论

内变量理论[10 ,11 ]以热力学的基本原理为基础 ,

不仅需要建立应力2应变之间的关系 ,而且还需要基

于能量平衡推导出微结构的演化方程.此时除定义

瞬态应变外 ,还需引入内变量来描述加载过程中材

料微结构的变化情况.

考虑材料的单位体积元 ,状态变量为应变张量

εij ,绝对温度 T以及内变量 ; ij .也就是说 ,变量εij ,

T以及 ; ij就可以完整地描述材料的热力学状态.由

热力学第一、二定律可得 :

dW = dU - TdS + Td ( i) S (1)

其中 U 为系统的内能 , W 为外力对系统所作的功 , S

为熵函数 ,而 d ( i) S ≥0表示系统内部产生的熵 ,是不

可逆增量.

假如单元上的应力场用σij表示 ,则外力对系统

所作的功 :

　σij dεij =
5U
5εij

- T
5S
5εij

dεij +
5U
5 ; ij

- T
5S
5 ; ij

d ; ij +

　　　 5U
5 T

- T
5S
5 T

d T + Td ( i) S ij (2)

如果对于单纯热过程 ,则式 (2)可以简化为 :

5U
5 T

- T
5S
5 T

d T + Td ( i) S = 0 (3)
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由于 Td ( i) S ≥0 ,因此式 (3)成立的充要条件为 :

5U
5 T

- T
5S
5 T

= 0 (4)

引入另一状态函数 ,系统的 Gibbs 自由能Ξ= U -

TS ,则式 (2)可以简化如下 :

σij dεij =
5Ξ
5εij

dεij +
5Ξ
5 ; ij

d ; ij + Td ( i) S (5)

由文献[11 ]可知 :

Td ( i) S = A ij dεij + B ij d ; ij (6)

将式 (6)代入式 (5)可得 :

σij dεij =
5Ξ
5εij

+ A ij dεij +
5Ξ
5 ; ij

+ B ij d ; ij (7)

由于εij , ; ij为无关的状态变量 ,因此有以下两式

成立 :

σij =
5Ξ
5εij

+ A ij (8)

5Ξ
5 ; ij

+ B ij = 0 (9)

式 (8)表示的是材料的本构方程 ,而式 (9)表示的内

变量的演化方程.

利用时间导数代替微分形式 ,可将式 (6)重新表

示如下 :

Φ= A ijÛεij + B ij Û; ij (10)

其中Φ为耗散函数.引入正交条件 ,则有 :

A ij =λ1
5Φ
5Ûεij

=
1
2

5Φ
5Ûεij

Ûεij

- 1

Φ 5Φ
5Ûεij

(11)

B ij =λ2
5Φ
5Û; ij

=
1
2

5Φ
5Û; ij

Û; ij

- 1

Φ 5Φ
5Û; ij

(12)

1 . 2　增量本构关系

当晶粒形状是球形时 ,晶粒相的体积分数为 v f

= ( d - w) 3 / d3 .其中 , d为晶粒尺寸的大小 , w 为晶

界的厚度.本文认为晶界的厚度随着晶粒尺寸的变

化而变化 ,即 w = k d - 1/ 2 ,且 k = 0 . 000016 nm3/ 2 .

当晶粒形状是椭球时 ,其方程表示如下 :

( x′1 - x1 ) 2

a2
1

+
( x′2 - x2 ) 2

a2
2

+
( x′3 - x3 ) 2

a2
3
≤1

其中 ai ( i = 1 , 2 , 3)是椭球是半轴长 ,椭球的中心位

于 x = ( x1 , x2 , x3 ) .特别地 ,如果假设晶粒的形状

是球棒时 ( a2 = a3 = a≠a1 ) ,则晶粒的体积分数为 :

v f =
(βa - w) ( a - w) 2

βa3

其中β= a1 / a , a = d/ (23 β) .

β为形状参数 ,表示椭球的扁平程度.

注意到 J 2 理论在金属塑性中的适用性 ,因此屈

服函数为 :

f (σcm
ij ) = J 2 - σy +

ky

d
= 0 (13)

其中 d为晶粒直径大小 ,σy , ky 是与温度相关的材

料常数 , J 2 = S ij S ij / 2为应力偏量的第二不变量 .

S ij =σij -
1
3
σkkδij (14)

考虑单位体积元 ,承受塑性应变的球形晶粒随

机分布在基体中.本文中 ,将塑性应变εp
ij作为内变

量.假如塑性应变不存在时仅由施加的外力所引起

的应变场用ε0ij来表示.根据 Colonnet t 理论[12 ]可知 ,

当εp
ij和ε0

ij共同存在时的系统的总能量等于这两种

应变分别单独存在时的总能量之和.首先研究材料

仅承受外加应变场ε0ij时系统的能量表达式.

假如单元仅仅承受外加应变场ε0ij ,则弹性应变

能表示如下 :

Ξ1 =
1
2∫D (σ0ij +σ′ij ) (ε0ij +ε′ij ) dv (15)

其中ε0ij为所施加的外部应变 ,σ0ij是当晶粒和基体

的弹性模量相同时所对应的应力场 ;而σ′ij ,ε′ij为

当晶粒和基体的弹性模量不同时所对应的干扰应

力、应变场 . u′i 表示单元边界上的干扰位移场 ,

则有 :

u′i = 0 , 　在 S 上 (16)

利用式 (16) ,经过推导式 (15)可写为 :

Ξ1 =
1
2∫Dσ0

ijε0
ij dv -

1
2∫Dσ0

ijε3
ij dv =

　　 1
2

(σ0ijε0
ij - v fσ0

ijε3
ij ) (17)

其中ε3
ij 是根据等效夹杂理论[12 ]引入的本征应变 , v f

是晶粒相的体积分数.

对于各向同性、球形晶粒而言 ,式 (17)可表示

如下 :

Ξ1 =
1
2

(2�μI1
ij kl + �λI2

ij kl )ε0ijε0
kl (18)

其中 ,

I1
ij kl =

1
2

(δikδjl +δilδjk ) (19)

I2
ij kl =δijδkl (20)

�λ=λ- v f (λΔ1 + 2μΔ2 + 2λΔ2 ) (21)

�μ=μ- v fμΔ1 (22)
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Δ1 =
2 (μ-μg )

a1
(23)

Δ2 =
λ-λg

a1
-

2 a2 (μ-μg )
a1 ( a1 + 3 a2 )

-
3 a2 (λ-λg )
a1 ( a1 + 3 a2 )

(24)

a1 = 2 (1 - v f ) (μg -μ) S1 + 2μ (25)

　a2 = 2 (1 - v f ) (μg -μ) S2 + (1 - v f ) (λg -λ) S1 +

　　　3 (1 - v f ) (λg -λ) S2 +λ (26)

S1 =
2 (4 - 5ν)
15 (1 -ν)

(27)

S2 =
5ν- 1

15 (1 -ν)
(28)

其中μ,λ,μg ,λg 分别为基体和晶粒的 Lame 系数 ,ν

为基体材料的泊松比.

由于本文不考虑变形过程中温度的变化 ,则状

态变量仅为整体应变张量εij和内变量εp
ij .单元的整

体应变可以表示为 :

εij =ε0ij +εDij (29)

其中εDij是由晶粒内塑性变形导致的体积平均应变.

如果基体和晶粒的弹性模量相同 ,则有εDij = v fεp
ij ;如

果基体和晶粒的弹性模量不同 ,利用等效夹杂理

论[13 ]可得εDij = v f B ij klεp
kl .

此处仅考虑晶界相 (假设为理想塑性材料)的塑

性变形 ,为了简单起见 ,认为晶界相的塑性变形Ûεpm
ij

是均匀的.则由于晶界相塑性变形导致的整体塑性

应变为 :

εDij =εpm
ij - v f B ij klεpm

kl = ( I1
ij kl - v f B ij kl )εpm

kl (30)

其中 ,

B ij kl = B1 I1
ij kl + B2 I2

ij kl (31)

B1 =
2μg

C1
(32)

B2 =
λg

C1
-

2μg C2

C1 ( C1 + 3 C2 )
-

3λg C2

C1 ( C1 + 3 C2 )
(33)

C1 = 2[μg + (1 - v f ) (μg -μ) ( S1 - 1) ] (34)

　　C2 =λg + 2 (1 - v f ) [2 S2 (μg -μ) +

　　　　( S1 - 1) (λg -λ) + 3 S2 (λg -λ) ] (35)

因此当单元仅仅承受外加应变场ε0ij时的弹性应变

能为 :

　Ξ1 =
1
2

(2�μI1
ij kl + �λI2

ij kl ) [εij - ( I1
ij mn - vf B ij mn )εpm

mn ]·

　　　[εkl - ( I1
klmn - v f B klmn )εpm

mn ] (36)

下面考虑材料仅承受塑性应变εpm
ij ,则系统的能量表

达式如下 :

Ξ2 =
1
2∫Dσij [εij -εpm

ijΠ(ΣΩk ) ]dv (37)

其中 :

Π(ΣΩk ) =
1 , 　x∈ΣΩk

0 , 　x | ΣΩk

(38)

ΣΩk 表示的是晶粒相所占有的区域.

由于单元边界上不存在应力 ,有 :

　∫Dσijεij dv = κS
σij n j u i ds -∫Dσij , j u i d v = 0 (39)

因此 ,式 (37) 可以表示如下 :

Ξ2 = -
1
2
Σ∫Ωk

σijεpm
ij dv = -

1
2

v fσijεpm
ij (40)

其中σij为晶粒内由塑性变形导致的应力场 ,表达式

如下 :

σij = D ij klεpm
kl (41)

其中 :

D ij kl = D1 I1
ij kl + D2 I2

ij kl (42)

D1 = 2 (1 - v f )μ( S1 - 1) B1 (43)

　D2 = (1 - v f ) { 2B2μ( S1 - 1) + B1 [2μS2 +λ( S1 -

　　　1) + 3λS2 ] + 3B2 [2μS2 +λ( S1 - 1) + 3λS2 ]}

(44)

因此系统的整体能量为 :

　Ξ=
1
2

(2�μI1
ij kl + �λI2

ij kl ) [εij - ( I1
ij mn - v f B ij mn )εpm

mn ]·

　　　[εkl - ( I1
klmn - v f B klmn )εpm

mn ] -
1
2

v f D ij klεpm
ijεpm

kl

(45)

单位体积的能量耗散率为 :

Φ= (1 - v f )σcm
ij Ûεpm

ij (46)

其中σcm
ij 满足式 (13) .

将式 (45)分别代入式 (9) 、(8)可以得到塑性变

形率和本构关系如下两式 :

　σcm
ij =

( I1
ij mn - v f B ij mn )σmn + v f D ij mnεpm

mn

1 - v f
(47)

　Ûσij = (2�μI1
ij kl + �λI2

ij kl ) [Ûεkl - ( I1
klmn - v f B klmn ) Ûεpm

mn ] =

　　　�Cij kl [Ûεkl - ( I1
klmn - v f B klmn ) Ûεpm

mn ] (48)

加载准则如下式所示 :

f (σcm
ij ) = 0 , 　5 f

5σcm
ij
·Ûσcm

ij > 0 (49)

将式 (48)代入式 (47) ,并利用式 (49)可以得到 :

　5 f
5σcm

ij
{ ( I1

ij kl - v f B ij kl ) �CklmnÛεmn + [ v f D ij mn - ( I1
ij kl -

　　　v f B ij kl ) �Cklab ( I1
abmn - v f B abmn ) ]Ûεpm

mn } = 0 (50)
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由 Prandtl2Reuss[13 ]流动法则可知 :

Ûεpm
mn = Ûλ 5 f

5σcm
mn

(51)

将式 (51)代入式 (50)可得 :

Ûλ=

5 f
5σcm

ij
( I1

ij kl - v f B ij kl ) �Cklmn

5 f
5σcm

ij
[ ( I1

ij kl - v f B ij kl ) �Cklab ( I1
abkl - v f B abkl ) - v f D ijmn ]

5 f
5σcm

ij

·

　　Ûεmn =Λm
mnÛεmn (52)

将式 (52)代入式 (51) ,然后再代入式 ( 48) ,可

以得到纳米晶材料增量形式的应力2应变关系
如下 :

Ûσij = Cp
ij klÛεkl = �Cij mn I1

mnkl - ( I1
mnab - v f B mnab ) 5 f

5σcm
ab
Λm

kl Ûεkl

(53)

2　计算结果与讨论

本节利用式 (53)通过编程计算研究纯铜在单轴

拉伸荷载 (即σ11 > 0 ,其余σij = 0)下的力学响应 ,讨

论了考虑晶粒分布和不考虑晶粒分布两种情况.计

算中晶粒相和晶界相的剪切模量和泊松比分别为

μg = 42 . 1 GPa ,νg = 0 . 3 和μ= 25 . 26 GPa ,ν=

0 . 33[14 ] ,所施加的宏观应变率为Ûε0 = 10 - 3 / s.

图 1　不同晶粒尺寸在相同应变率下 (1×10 - 3 / s)的

应力2应变关系

Fig. 1 　Stress2st rain relations of different grain size

with st rain rate of 1×10 - 3 / s

图 1 表示的是不考虑晶粒尺寸的分布情况下

(即 :认为所有的晶粒尺寸均相等且为球形晶粒)不

同晶粒尺寸在相同应变率下的应力 - 应变曲线.可

以看出 ,随着晶粒尺寸的减小 ,材料的流动应力会得

到显著的增加 ,且应变硬化能力降低.

不考虑晶粒尺寸分布但是考虑了晶粒形状的影

响结果如图 2所示.图 2表示晶粒尺寸为 50 nm时

参数β的影响.由图可以看出 ,应力随着参数β的增

加而增变化 ,当β= 1 . 0时应力为最大值.

图 2　当 d = 50 nm时 ,参数β对应力2应变关系的影响

Fig. 2　Stress2st rain relations for different parameterβ

values with grain size of 50 nm

图 3　�d = 23 nm晶粒分布图 [15 ]

Fig. 3 　Statistical dist ribution of grain size for cop2

per [15 ] . About 270 grains were measured for

the sample

下面考虑晶粒分布的影响.图 3表示的是纯铜

平均晶粒大小为 23 nm时的晶粒分布图[15 ] .而图 4

表示的是平均晶粒大小为 23 nm时 ,考虑晶粒分布

对结果的影响.由图可以看出 ,当不考虑晶粒分布时

会导致结果值偏高.
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图 4　�d = 23 nm应力2应变关系

Fig. 4 　Stress2st rain relations for copper with average

grain size of 23 nm

图 5和图 6表示的是平均晶粒大小为 23 nm时

参数β(即考虑晶粒形状)的影响.结果表明应力随

着参数β的增加而变化 ,当β= 1 . 0 时应力为最

大值.

图 5　�d = 23 nm ,β≥1 . 0应力2应变关系

Fig. 5 　Stress2st rain relation for different parameterβ

values less than one with average grain size of

23 nm

最后将模型计算得到的结果与已有的实验结

果[16 ,17 ]进行比较如图 7 所示 ,结果表明两者吻合

较好.

4　结论

本文认为当晶粒尺寸小于 50 nm时 ,晶界相变

图 6　�d = 23 nm ,β≥1. 0应力2应变关系

Fig. 6 　Stress2st rain relation for different parameterβ

values larger than one with average grain size

of 23 nm

图 7　模型预测值与实验结果 [16 ,17 ]的比较

Fig. 7 　Comparison of st ree2st rain relations predicted

by present model with experimental data [16 ,17 ]

形为主要的塑性变形机制 ,基于内变量理论和纳米

晶材料的塑性变形机制从微观力学的角度推导了纳

米晶材料的增量本构关系.主要结论有 :材料的流动

应力随着晶粒尺寸的减小而显著增加 ,且应变硬化

能力降低 ;应力随着参数β的增加而增加 ,但当β=

1 . 0时增至最大 ;相对于晶粒均匀分布而言 ,考虑晶

粒分布时应力值偏小 ;模型计算结果和已有实验值

吻合较好.

参考文献

[1 ]　 Schiotz J , Di Tolla F D , Jacobsen K W. Softening of

nanocrystalline metals at very small grain sizes [ J ] .

·5·第 1期　　　　　　　　　　　　　兰姣霞等 : 　纳米晶材料变形行为的微观力学分析



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

Nature , 1998 , 39 : 5612563.

[ 2 ]　 Schiotz J , Jacobsen K W. A maximum in the st rength

of nanocrystalline copper [ J ] . Science , 2003 , 301 :

135721359.

[3 ]　 Schiotz J , Vegge T , Di Tolla F D , Jacobsen K W.

Atomic2scale simulations of the mechanical deforma2

tion of nanocrystalline metals[J ] . Physical Review B ,

1999 , 60 : 11971211983.

[ 4 ] 　 Van Swygenhoven H , Spaczer M , Caro A. Micro2

scopic description of plasticity in computer generated

metallic nanophase samples : a comparison between

Cu and Ni [ J ] . Acta Materialia , 1999 , 47 :

311723126.

[5 ]　 Van Swygenhoven H , Weertman J R. Deformation in

nanocrystalline metals[J ] . Materials Today , 2006 , 9

(5) : 24231.

[ 6 ]　 Yamakov V ,Wolf D , Phillpot S R , Gleiter H. Grain2

boundary diffusion creep in nanocrystalline palladium

by molecular dynamics simulation [J ] . Acta Materia2

lia , 2002 , 50 : 61273.

[ 7 ]　 Yamakov V , Wolf D , Salazar M , Phillpot S R , Geit2

er H. Length2scale effect s in the nucleation of ex2

tended dislocations in nanocrystalline Al by molecular

dynamics simulation[J ] . Acta Materialia , 2001 , 49 :

271322722.

[ 8 ]　 Yamakov V , Moldovan D , Rastogi K , Wolf D. Rela2

tion between grain growth and grain2boundary diffu2

sion in a pure material by molecular dynamics simula2

tions[J ] . Acta Materialia , 2006 , 54 : 405324061.

[9 ]　 Tschopp M A , McDowell D L . Grain boundary dislo2

cation sources in nanocrystalline copper [ J ] . Scripta

Materialia , 2008 , 58 : 2992302.

[ 10 ]　Rice J R. Inelastic constitutive relations for solids : an

internal2variable theory and it s application to metal

plasticity[J ] . Journal of the Mechanics and Physics of

Solids , 1971 , 19 : 4332455.

[11 ]　Zirger Z. Int roduction to Thermomechanics[ M ]. 2nd ,

rev. ed. Amsterdam : North2Holland , 1983 : 42280.

[12 ]　Mura T. Micromechanics of Defect s in Solids [ M ].

Martinus Nijhoff publishers , 1982 :12201.

[13 ]　Hill R. The Mathematical Theory of Plasticity[ M ].

London : Oxford University Press , 1950 :34290.

[14 ]　Kim H S , Est rin Y , Bush M B. Plastic deformation

behavior of fine2grained metals [J ] . Acta Materialia ,

2000 , 48 : 4932504.

[15 ]　Youssef K M , Scattergood R O , Murty K L , Koch C

C. Ult ratough nanocrystalline copper with a narrow

grain size dist ribution [J ] . Applied Physics Letters ,

2004 , 85 : 9292931.

[16 ] 　Sanders P G , Eastman J A , Weertman J R. Elastic

and tensile behavior of nanocrystalline copper and pal2

ladium[J ] . Acta Materialia , 1997A , 45 : 401924025.

[17 ]　Youssef K M , Scattergood R O , Murty K L . Ult ra2

high st rength and high ductility of bulk nanocrystal2

line copper [J ] . Applied Physics Letters , 2005 , 87 :

0919042091907.

·6· 固体力学学报　　　　　　　　　　　　　　　　　2010年第 31卷



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net
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Abstract　Nanocrystalline (NC) materials can be t reated as composite materials consisting of two p ha2
ses , i . e. grain domain and grain boundary. In t his paper , t he incremental st ress2st rain relation is derived

f rom t he view point of energy balance. As a result , t he st ress2st rain relation of different grain sizes is ob2
tained , and also applied to t he case of p ure copper under uniaxial tension. In addition , the effect s of grain

shape and statistical dist ribution of grain sizes on the st ress2st rain relation are discussed , and t he result s

p redicted by t he present model are compared with experimental data.

Key words　nanocrystalline materials , micromechanics , st rain energy , p ure copper
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