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摘  要：有效应力在研究流固耦合变形问题有其重要的地位。该文通过对各向同性多重孔隙介质有效应力定律和

各向异性双重孔隙介质有效应力定律分析，推导各向异性三重孔隙介质有效应力定律，并对所建各向异性三重孔

隙介质有效应力定律简化为已经发表的各向异性双重孔隙介质有效定律，证明模型的存在性、合理性。在各向异

性三重孔隙介质有效应力定律的基础上推导各向异性多重孔隙介质有效应力定律。各向异性多重孔隙介质有效应

力定律的表达式取决于对多重孔隙介质受力的分解。 
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AN EFFECTIVE STRESS LAW FOR ANISOTROPIC MULTI-POROSITY MEDIA 

*CAI Xin-shu1,3 , CHEN Mian1 , JIN Yan1 , ZHAO Ying2 
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2. State Key Laboratory of Nonlinear Mechanics, Institute of Mechanics,Chinese Academy of Sciences, Beijing 100080, China; 
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Abstract:  The effective stress analysis is an important issue in the study of poroelastic formulations that couple 
solid deformations with fluid. Based on the effective stress law for isotropic multi-porosity and anisotropy double 
porous media law, this paper developed anisotropic triple porous media effective stress law. Then, it was 
simplified as anisotropic double porous media effective stress law, which was proved to be feasible and rational. 
Anisotropic multi-porosity media effective stress law is developed on the basis of anisotropic triple porous media 
effective stress law. The mathematical expression of anisotropic multi-porosity media effective stress law depends 
on the decomposition of loadings on multi-porosity media. 
Key words:  effective-stress; multi-porosity media; anisotropic; linear elasticity; superposition principle     

有效应力定律对研究孔隙流体压力作用下的

孔隙介质的力学行为十分重要。有效应力概念首先

是由 Terzaghi [1] 提出并应用于土壤力学分析。

Terzaghi 基于以下两个观点提出适用于土壤的有效

应力表达式：1) 增加外部静水压力与降低相同值的

孔隙压力所产生材料的体积变化相等；2) 剪切强度

仅与法向应力与孔隙压力差值有关。 
有效应力定律是研究固体和液体相互作用的
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桥梁，而流固耦合作为一种共同的研究方法，具有

重要的普遍意义，是当今渗流力学、岩土工程力学

和计算力学研究和发展的方向，在当前的地下岩土

工程中所辐射的科学问题主要有[2]：采矿工程、土

木工程、环境工程。 
Biot(1941)[3]首先建立了流体饱和多孔介质理

论。Nur、Byerlee(1971)[4]提出各向同性单重孔隙介质

有效应力张量表达式；Barrenblat(1960)[5]提出各向同

性双重孔隙介质有效应力张量表达式[6]；陈勉、陈

至达(1999)[6]提出各向同性多重孔隙介质有效应力

张量表达式；Carroll(1979)[7―8]和 Thompson(1991)[9]

分别提出各向异性单重孔隙介质有效应力张量的

表达式；赵颖、陈勉(2004)[10]提出各向异性双重孔

隙介质有效应力定律张量表达式；黎水泉、徐秉业、

段永刚(2001)[11]用各向同性双重孔隙介质有效应力

分析了裂缝性油藏流固耦合渗流问题。 
迄今为止，还没有人提出各向异性多重孔隙介

质有效应力表达式。本文将建立各向异性三重孔隙

介质有效应力模型、推导其数学表达式。然后以各

向异性三重孔隙介质有效应力定律为基础对各向

异性多重孔隙介质有效应力定律进行研究。 

1  各向异性三重孔隙介质线弹性变形

有效应力定律 

假定各向异性孔隙介质发生的变形为线弹性

变形，用张量表示应力-应变关系： 
ij ijkl klCσ ε=    ij ijkl klMε σ=        (1) 

式中： ijklC 为弹性系数张量； ijklM 为弹性柔度张量。 

弹性张量关于指标 ( , ) ( , )i j k l、 和 ( , )ij kl 对称，

ijklM 和 ijklC 存在如下关系： 

1 ( )
2ijkl klmn im jn in jmC M δ δ δ δ= +        (2) 

研究代表性的单元体(REV)，有固体颗粒、孔

隙 1、孔隙 2、孔隙 3 组成(如图 1)。 

 
图 1  单元体(REV)受力示意图 

Fig.1  Schematic drawing of haploid stress  

其受载荷形式： 
0

i ij jT nΩ σ= ； 1
1i iT PnΩ = ； 

2
2i iT P nΩ = ； 3

3i iT P nΩ = 。 
式中： 0Ω 、 1Ω 、 2Ω 和 3Ω 分别代表整个单元体、

孔隙 1、孔隙 2 和孔隙 3 的边界； 0
iTΩ

、 1
iTΩ

、 2
iTΩ

和 3
iTΩ

分别代表作用在整个单元体、孔隙 1、孔隙 2

和孔隙 3 边界上的力。 
将单元体(REV)受力情况分解为 4 种单元体受

力叠加的情况(如图 2―图 5)。分解后第 1 种受力情

况(如图 2)。 
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图 2  分解后第 1 种受力情况 

Fig.2  The first kind of stress condition after decompo-sition 

其受载荷形式： 
0

1i ij j iT n PnΩ σ= − ； 1 0iTΩ = ； 
2 0iT Ω = ； 3 0iT Ω = 。 

图 2 所示载荷相当于在干的三重孔隙材料，在

均质试样施加均匀应力 1ij ijPσ δ− ，其产生的应变表

达式为： 
(1) 1,2,3

1( )ij ijkl kl klM Pε σ δ= −          (3) 

式中， 1,2, ( 1),n n
ijklM − 表示由固体骨架、第 1 种孔隙、

第 2 种孔隙、 第 n 孔隙组成的多孔介质材料的弹

性柔度张量。 
分解后第 2 种受力情况(如图 3)。 

 
图 3  分解后第 2 种受力情况 

Fig.3  The second kind of stress condition after de-composition 
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其受载荷形式： 
0

1 2( )i iT P P nΩ = − ； 1
1 2( )i iT P P nΩ = − ； 

2 0iTΩ = ； 3 0iTΩ = 。 

图 3 所示载荷相当于在均质试样施加均匀应力

1 2P P− ，第一重孔隙相当于被固体颗粒填充，第二

重和第三重孔隙相当于干孔隙，故产生的应变表达

式为： 
(2) 2,3

1 2( )ij ijkl klM P Pε δ= −          (4) 

分解后第 3 种受力情况(如图 4)。 

 
图 4  分解后第 3 种受力情况 

Fig.4  The third kind of stress condition fter decompo-sition 

其受载荷形式： 
0

2 3( )i iT P P nΩ = − ； 1
2 3( )i iT P P nΩ = − ； 

2
2 3( )i iT P P nΩ = − ； 3 0iT Ω = 。 

图 4 所示载荷相当于在均质试样施加均匀应力

2 3P P− ，第一重和第三重孔隙相当于被固体颗粒填

充，第二重孔隙相当于干孔隙，故产生的应变表达

式为： 
(3) 3

2 3( )ij ijkl klM P Pε δ= −          (5) 

分解后第 4 种受力情况(如图 5)。 

 
图 5  分解后第 4 种受力情况 

Fig.5  The fourth kind of stress condition after decomp-osition 

其受载荷形式： 
0

3i iT P nΩ = ； 1
3i iT P nΩ = ； 

2
3i iT P nΩ = ； 3

3i iT P nΩ = 。 

图 5 所示载荷相当于在均质试样施加均匀净水

压力 3P ，三重孔隙相当于都被固体颗粒填充，故产

生的应变表达式为： 
(4)

3
s

ij ijkl klM Pε δ=               (6) 

总应变： 
(1) (2) (3) (4)

1,2,3 2,3
1 1 2( ) ( )

ij ij ij ij ij

ijkl kl kl ijll klM P M P P

ε ε ε ε ε

σ δ δ

= + + + =

− + − +
 

3
2 3 3( ) s

ijkl kl ijkl klM P P M Pδ δ− +           (7) 

有效应力-应变关系： 
e
ij ijkl klCσ ε= ； e

ij ijkl klMε σ=           (8) 
2,3

1

2,3 3
2

3
3

( )

( )

( )

e
ij ij ij ijkl klmm

ijkl klmm ijkl klmm

s
ijkl klmm ijkl klmm

P C M

P C M C M

P C M C M

σ σ δ= − − −

− −

− =

 

1 2 3
1 2 3ij ij ij ijP P Pσ α α α− − −          (9) 

则： 
1 2,3

2 2,3 3

3 3

ij ij ijkl klmn

ij ijkl klmm ijkl klmn

s
ij ijkl klmm ijkl klmm

C M

C M C M

C M C M

α δ

α

α

⎧ = −
⎪⎪ = −⎨
⎪

= −⎪⎩

 

1 2 3
ij ij ijα α α、 、 为各向异性三重孔隙介质有效应

力定律中的有效应力系数。 
对于双重孔隙介质，假设 2 3P P= ，各向异性三

重孔隙介质线弹性变形的有效应力定律简化为： 
2

1

2
2

( )

( )

e
ij ij ij ijkl klmm

s
ijkl klmm ijkl klmm

P C M

P C M C M

σ σ δ= − − −

− =
 

            1 2
1 2ij ij ijP Pσ α α− −  

与赵颖、陈勉、张广青 [10] 2004 年给出的形式

相同。 

2  各向异性多重孔隙介质线弹性变形

有效应力定律 

各向异性多重孔隙介质，假设：在研究的单元

体内包含有 n 种不同类型的孔隙，其对应的空间边

界分别为 1 2 3 4 5, , , , , , nΩ Ω Ω Ω Ω Ω ，在空间边界

所围成的区域内，分别存在大小为 1 2 3, , , nP P P P 的

流体压力。孔隙流体压力分别称之为第一流体压力

(第一种孔隙内)，第二孔隙压力(第二种孔隙内)，第

三孔隙压力(第三种孔隙内)， ，第 n 孔隙压力(第
n 种孔隙内)。在所研究单元体(REV)的外边界 0Ω

上，受有 ijσ 的外力作用。 
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在研究各向异性多重孔隙介质定律的时候，仍

然对孔隙受力进行分解。将各向异性多重孔隙介质

单元体所受载荷分解在空间域 1 2 3, , ,Ω Ω Ω 上受

力之和。 
分解后第 1 种受力情况： 

0
1i ij j iT n PnΩ σ= − ； 1 0iTΩ = ； 2 0iT Ω = ； ；

1 0n
iTΩ − = ； 0n

iT Ω = 。 
(1) 1,2, ( 1),

1( )n n
ij ijkl kl klM Pε σ δ−= −       (10) 

分解后第 2 种受力情况： 
0

1 2( )i iT P P nΩ = − ； 1
1 2( )i iT P P nΩ = − ； 

2 0iT Ω = ； ； 1 0n
iTΩ − = ； 0n

iT Ω = 。 

(2) 2,3, ( 1),
1 2( )n n

ij ijkl klM P Pε δ−= −        (11) 

分解后第 3 种受力情况： 
0

2 3( )i iT P P nΩ = − ； 1
2 3( )i iT P P nΩ = − ； 

2
2 3( )i iT P P nΩ = − ； 1 0n

iTΩ − = ； ； 1 0n
iTΩ − = ； 

0n
iTΩ = 。 

(3) 3,4, ( 1),
2 3( )n n

ij ijkl klM P Pε δ−= −        (12) 

 
分解后第 n 种受力情况： 

0
1( )i n n iT P P nΩ
−= − ； 1

1( )i n n iT P P nΩ
−= − ； 

2
1( )i n n iT P P nΩ
−= − ； 3

1( )i n n iT P P nΩ
−= − ； ； 

1
1( )n

i n n iT P P nΩ −
−= − ； 0n

iT Ω = 。 
( )

1( )n n
ij ijkl n n klM P Pε δ−= −           (13) 

分解后第(n+1)种受力情况： 
0

i n iT P nΩ = ； 1
i n iT P nΩ = ； 2

i n iT P nΩ = ；  ； 
1n

i n iT P nΩ − = ； n
i n iT P nΩ = 。 

 ( 1)n s
ij ijkl n klM Pε δ+ =              (14) 

(n+1)种分解后的力叠加，产生的总应变： 
(1) (2) (3) ( ) ( 1)

1,2, ( 1),
1

2,3, ( 1),
1 2

3,4, ( 1),
2 3

( )

( )

( )

n n
ij ij ij ij ij ij

n n
ijkl kl kl

n n
ijkl kl

n n
ijkl kl

M P

M P P

M P P

ε ε ε ε ε ε

σ δ

δ

δ

+

−

−

−

= + + + + + =

− +

− +

− + +

 

1( ) ( )n s
ijkl n n kl ijkl n klM P P M Pδ δ− − +      (15) 

2,3, ( 1),
1

2,3, ( 1), 3,4, ( 1),
2

( )

( )

e n n
ij ijkl kl ij ij ijkl klmm

n n n n
ijkl klmm ijkl klmm

C P C M

P C M C M

σ ε σ δ −

− −

= = − − −

− −
 

      3,4, ( 1), 4,5, ( 1),
3( n n n n

ijkl klmm ijkl klmmP C M C M− −− − −  

      ( 1),
1( )n n n

n ijkl klmm ijkl klmmP C M C M−
− − −  

( )n s
n ijkl klmm ijkl klmmP C M C M−         (16) 

各向异性多重孔隙介质有效应力定律： 

1 2 3
1 2 3

e
ij ijkl kl

ij ij ij ij

C

P P P

σ ε

σ α α α

= =

− − − − −
 

1
1

n n
ij n ij nP Pα α−

− −                 (17)  

式中： 
1 2,3, ( 1),

2 2,3, ( 1), 3,4, ( 1),

3 3,4, ( 1), 4,5, ( 1),

1 ( 1),

( n n
ij ij ijkl klmm

n n n n
ij ijkl klmm ijkl klmm

n n n n
ij ijkl klmm ijkl klmm

n n n n
ij ijkl klmm ijkl klmm

n n s
ij ijkl klmm ijkl klmm

C M

C M C M

C M C M

C M C M

C M C M

α δ

α

α

α

α

−

− −

− −

− −

⎧ = −
⎪

= −

= −
⎨

= −

= −

⎪
⎪
⎪

⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

 

1 2 3 1n n
ij ij ij ij ijα α α α α−、 、 、 、 、 称之为有效应力系数。 

3  结论 

在假设固体材料和孔隙材料所产生的变形都

为线弹性变形的基础上，通过三重孔隙单元体(REV)
的受力分析、研究，得到两种各向异性三重孔隙介

质有效应力定律的表达式，同时简化为各向异性双

重孔隙介质的有效应力定律的表达式。 
多重孔隙介质有效应力定律的数学表达式具

有多样性，取决于对多孔介质所受力的分解形式，

本文只给出一种数学形式。各向异性多重孔隙介质

有效应力定律为研究各向异性多重孔隙材料的变

形奠定了基础。 
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方程方法计算效率还是要好于增维方法，主要原因

在于每一个时间积分步包含有两个矩阵指数

1( ; )A k kt t+Φ 、 1( ; )k kA t t+Φ 的计算，而齐次 Riccati

方程方法每一个时间步只含有一个矩阵指数的计

算。所以在计算效率方面齐次 Riccati 方程方法仍然

高于增维方法。 

5 结论 

本文方法充分利用线性周期系统的特性，针对

周期系统而非一般时变系统提出了基于 Fourier 级

数展开方法与精细积分方法求解线性时变周期系

数 Lyapunov 微分方程的方法，并通过数值算例验

证了算法是正确可靠的。具体实施过程中，齐次

Riccati 方程方法在求解精度与效率方面都要好于

增维方法，但增维方法提供了在某些情况下(例如

Riccati 方程解不可以求逆的情况)的备选方案。 
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