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摘要：时空守恒元-解元(CE/SE)方法是近十年来发展起来的一种新的数值算法，最早是由 NASA Lewis

研究中心的 Chang[1，2]及其合作者提出的，后来由张增产[3]和王刚等人[4-7]对该方法进行了改进。理

论和实际计算都证明该算法有很高的精度，特别擅长于求解守恒型方程。但是目前该算法只有少数几个版

本的格式，这是因为为了保证全局时空守恒，现有格式都采用了在时间方向上相互交错的网格，这就大大

限制了格式的灵活性。为此，本文对 CE/SE 方法进行了改进，得到了一种基于正位网格的局部时空守恒格

式(LSTC)。该格式在应用中变得更简洁，最重要的是为时空守恒格式的发展提供了新的思路。不仅如此，

该格式还继承了 CE/SE 方法几乎所有的特点和优点：1.将时间和空间统一起来同等对待；2.把流场物理量

及其空间导数作为独立未知量同时求解；3.在推广到多维时无需使用算子分裂或方向交替技术，是一种真

正意义上的多维算法；4.捕捉激波不需要 Riemann 求解器，激波分辨率高，在间断处能有效抑制非物理振

荡。 
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一、一维局部时空守恒格式 
1.1． 格式的构造 

为了便于理论分析，首先我们考虑简单的对流方程： 
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这里扩散速度 a≠0 是一个常数，令 x1=x, x2=t 表示二维 Euclidean 空间 E2中的两个坐标。令

( , )h au u=
r

，（1.1）式可以写成散度的形式 0h∇⋅ =
r

。根据 Gauss 散度定理，方程（1.1）

的积分形式可以表示成： 
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这里，S（V）是 E2中任意时空区域的边界，向量 ( , )h au u=
r

是时空流矢量。 ds d nσ=
uur ur

，

dσ 和 n
ur
分别为微元线段的长度和 S（V）的外法向量。 

 
图 1.1. 时空网格分布 
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如图 1.1 所示，整个二维时空间划分成均匀的非交错网格。●是计算过程中用于存储数

据的点，○是两个相邻黑色实心点的中点，是用于辅助计算的插值点。按照 CE/SE 的做法，

物理量及其导数同时求解，以达到利用较少的节点得到较高精度的目的。 

这里，我们不再严格定义时空守恒元和解元，而是通过在一个守恒单元上求解方程的积

分形式得到基本的格式，然后利用插值完成计算。对于图 1.1 中的长方形守恒单元 ABCD，

AB，BC，CD，DA 的外法向分别是(-1,0), (0,1), (1,0) 和(0,-1)。因此，式(1.2)等价于： 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0h ds a u x t dt u x t dx a u x t dt u x t dx
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⋅ = − + + − =∫ ∫ ∫ ∫ ∫
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         （1.3） 

式（1.3）的具体形式依赖于长方形各边上 u(x,t)的近似式，这里我们采用简单的一阶

Taylor 展开进行近似,将 Taylor 展式代入（1.3）并化简得到： 
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利用守恒单元 ABCD 中的物理量在 B，C 点的连续性可以得到： 
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为了抑制非物理振荡，我们引入一个加权平均函数作为限制器对上述两个导数做一个加

权平均： 
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对于不存在间断的情况，我们取 α=0，这时式（1.7）是一个简单的算术平均。对于存

在间断的情况，我们一般取 1 ~ 2α = 。 
式（1.4）~（1.7）表明，网格点（j，n）的物理量和导数依赖于辅助节点（j-1/2，n-1）

和（j+1/2，n-1）上的物理量和导数。按照有限体积算法计算流通量的方法，可以有很多种

不同的方法计算得到辅助节点上的物理量及其导数，每种方法得到的最终数值格式都不同，

这就使得格式可以灵活多变。这里，我们引入一种容易扩展到多维情况的方法。对于
1
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我们用两种方法来求解积分式 ( , )
FG

u x t dx∫ 并化简上得到： 
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而对于导数，我们同样可以根据物理量在守恒单元中的连续性得到： 
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对两个值作加权平均得到： 
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式（1.4）~（1.10）表明，（j，n）点的物理量及其导数可以通过（j-1，n-1），（j，n-1）
和（j+1，n-1）上的物理量及其导数显式求得。因而，这是一个显式的三点格式。由于在计

算 F 点和 H 点的物理量时对线段 AD 采用了不同的积分形式，因而对于长方形区域 BIJC 来

说，在边界 AD 上的流通量不能保证完全抵消，因此在时间方向上该格式不能保证完全的全

局守恒。但在局部时空间及全局空间，守恒性仍然是满足的。 
 
1.2． Von Neumann 分析 

令 ( , ( ) )n n n
j j x jq u u x= Δ ，将格式写成矩阵形式： 
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将式（1.12）代入式（1.11）得： 
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定义
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矩阵 M 的特征方程为： 
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假设 λ1 和 λ2是方程（1.15）的两个根，定义函数 1 2( , ) max( , )f ν θ λ λ=  



( 0 1,ν π θ π< < − ≤ ≤ )。由于式（1.15）的根是比较复杂的复数，我们用数值方法求解。函

数 ( , )f ν θ  随ν 和θ 变化的图像如图 1.2 所示。 

 
图 1.2. 函数 ( , )f ν θ  随ν 和θ 变化的图像 

白色的平面表示 f=1。当 0.43ν ≤ ，f 总是小于 1。但是在 0.5ν = 附近，f 的值很接近于

1。并且注意到 Von Neumann 稳定性条件为 1 2( ) max( , ) 1M K tρ λ λ= ≤ + Δ ，在不等式的

右边有一小量 K tΔ ，因此我们可以适当放宽稳定性条件。数值结果表明，当 0.52ν ≤ 时，f
总是小于 1.01，因而我们可以认为稳定性条件为 0 0.52ν< ≤ ，这与 Taylor 分析和实际计算

符合得很好。 
 
1.3． Taylor 分析 

将式（1.8）~（1.10）代入式（1.4）得： 
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然后将式（1.16）中各项基于点（j，n）进行 Taylor 展开得到对流方程（1.1）的修正方程： 
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式（1.17）表明，现有格式在时间和空间方向上均是二阶精度，当 0.5ν = 时，式（1.17）
的右边第一项等于 0，第二项也变得很小，这时格式具有三阶精度接近四阶精度。根据 Taylor

分析的稳定性条件 2 0( 1)k
kν <−  ( 2kν  是 

2

2

k

k
u

x
∂
∂

的系数)[10], 可以得到 4
1

0.53
12

ν ≤ ≈ ，

这与 von Neumann 稳定性条件一致。修正方程中奇数阶导数项代表格式的色散，偶数阶导

数项代表格式的耗散，当 ν接近 0.5 时，格式的色散和耗散都较小，计算结果最好，随着 ν
减小格式色散和耗散均增大。因此，现有格式也是和原始 CE/SE 格式一样，是 CFL 条件数

敏感的格式，但是根据 Chang 的研究结果，对导数处理稍作修改就能克服这个缺点，具体

参看文献[2],对于均匀网格无需这样做。 
 

二、数值算例 
2.1． 一维激波管问题 
这是一个经典的一维 Euler 方程算例，首先由 Sod[9]提出。问题描述：在一根长为 2 的



激波管中充满了理想气体，在管的中部有一隔膜将气体分成不同状态的两部分，两边气体状

态为： 
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                （2.1） 

计算开始时，隔膜打开，两边气体开始混合。为了更好说明本文格式的有效性，我们将结果

与 3 阶 ENO 格式[8]和原始的 CE/SE 格式[1]得到的结果进行了比较。由于本文格式和 CE/SE
格式均含有自由参数 α，我们计算中均取 α=2。三种格式均采用 100 个网格点进行计算。 

   
(a) 整个 x 轴                             (b) 局部放大图 

   
                (c) 整个 x 轴                          (d) 局部放大图 

   
                (e) 整个 x 轴                           (f) 局部放大图 

图 2.1. t=0.4 时的数值结果。A 代表 3 阶 ENO 格式， B 代表原始 CE/SE 格式，C 代表本文格式。

(a)、(b)是密度分布图， (c) 、(d)是速度分布图， (e) 、 (f) 是压强分布图。 

从计算结果可以看到，三种格式均具有很高的精度，100 个网格点的计算结果就与精确

解很接近，只有在间断处的局部放大图能看出误差来。总体看来，本文格式和原始 CE/SE
格式的计算结果要优于 3 阶 ENO 格式。当 CFL=0.5 时，局部时空守恒格式的计算结果最好，

这点与 Taylor 分析吻合。虽然原始的 CE/SE 格式在 CFL 增大时某些地方结果精度会有所提

高，但是从速度局部放大图可以看出，当 CFL=0.8 时，原始的 CE/SE 格式的计算结果明显

有振荡。从这个算例可以看出局部时空守恒格式有着很高的精度。 
 



结论 

本文基于正交网格建立起了一种局部时空守恒格式，格式可以灵活多变，为发展新格

式提供了思路。不仅如此，格式还继承了原始 CE/SE 格式的优点，尤其是捕捉激波不需要

Riemann 求解器。该格式很容易推广到多维情况，并且多维格式不需要算子分离方法，是一

种真正的多维格式。从算例可以看出，本文格式具有相当高的精度，能够准确捕捉激波位置。

该格式是在守恒型 Euler 方程基础上提出来的，不仅适用于流体力学方程，也适用于其它守

恒型方程，要推导 N-S 方程的格式只需作很小修改，并且该格式本身具有有限体积格式的

特点，容易推广到一般的非结构网格。因此，该格式有着广泛的适用范围。 
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