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摘要    应用固体物理学和固体力学的理论, 建立了分子动力学的格波理论. 该理论将符合周期性几何结构

的三维晶体看作代表性体元, 研究三维晶体在有限温度下的本构响应. 基于周期边界条件, 建立三维晶格振

动的特征方程, 求得三维晶体固有频率, 进而得到各个原子动力学方程的解析解. 在此基础上求得有限温度

下, 三维晶体的热应力. 该理论有效地克服了经典分子动力学在时间尺度和空间尺度上的困难. 
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1  引言 

纳米材料和器件的蓬勃发展和微机电系统及微

电子元件的微型化趋势, 将材料科学和力学带入了

微纳米尺度领域. 随着纳米器件、集成微机电系统、 

材料的微结构设计、表面精细涂层、生物材料和医学

器械等纳微米技术的飞速发展, 构件和元件的尺寸

越来越小, 薄膜涂层越来越精细. 这些纳微米器件和

系统的设计, 需要深入了解材料和元件在纳-微米尺

度上的物理和力学性能. 

在纳米尺度上, 经典的连续介质力学面临难以

克服的困难. 工程材料在纳-微米尺度下都是由离散

的原子和分子所组成的. 经典的连续介质的方法与

离散粒子的动力学方法大相径庭. 在这种背景下, 分
子动力学方法和 Monte Carlo(MC)方法在材料科学和

力学的计算中得到了广泛应用. 

(ⅰ) 这两种方法能捕捉有限温度下离散粒子热

运动的特征. 但是分子动力学方法存在三个难以克 

服的困难: 模拟的内禀时间尺度是飞秒, 只能模拟

106 s1 或更高的应变率, 远远超出材料和元件实际承

受的应变率.模拟完成的时间通常在纳秒量级, 远远

小于材料和元件受载的时间.  

(ⅱ) 模拟的空间尺度远远小于实际的纳米器件

和 MEMS 器件的尺度.  

(ⅲ) 分子动力学采用的势函数是经验或半经验

的, 缺乏可靠的理论依据. 

近 20 年来, 为了克服上述困难, 提出了很多方

法, 试图将连续介质力学与分子动力学以及量子力

学结合起来，其中比较流行的方法如下. 

ⅰ) FEAt 模型 

Kohlhoff 和 Gumbsch 等人[1]提出了 FEAt 模型将

有限元和分子动力学耦合起来. 在交叠区采用非局

部弹性理论, 将晶格区和连续介质区联系起来. 

Tan 和 Yang[2]提出了一种交叠区力的传递方法, 
使位错能够穿过交叠区. 
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ⅱ) 准连续介质力学方法 

Tadmor 和 Phillips 等人[3]提出 Quasicontinuum 

(QC)方法, 建立了将小集团分子约化为代表性体元

的新概念. 
ⅲ) CADD 方法 

Shilkrot 和 Miller 等人[4]提出了一种将分子动力

学和离散位错塑性相耦合的方法(Coupled Atomistic 

and Discrete Dislocation Plasticity).  
ⅳ) 基于原子交互作用势的连续介质理论 

Zhang 等人[5]提出了一种基于原子交互作用势的

连续介质理论, 该理论的核心内容是将代表体元内

原子交互作用势等价为连续体的应变能, 进而得到

刻划原子交互作用的本构关系.  

ⅴ) 宏观-原子-第一原理耦合方法 

Abraham 和 Broughton 等人[6]提出了一种耦合宏

观-原子-第一原理的计算方法, 也就是将紧束缚方

法、分子动力学方法和有限元法结合起来, 耦合求解. 

以上几种方法各有特点, 但是迄今为止, 还没有

一种方法得到普遍的公认. QC 方法发展得比较成熟, 
得到了广泛的应用, 但是 QC 方法只能处理绝对零度

的准静态问题. 

2  基本原理 

本文将固体物理学与固体力学结合起来, 基于

格波理论和原子间的交互作用势, 建立了分子动力

学的格波理论. 该理论以解析分析为主线, 有效地 

克服了经典分子动力学在时间尺度和空间尺度上的     

困难. 

2.1  三维晶格振动的特征方程 

将三维立方晶体或其他符合周期性几何的三维

晶体看作代表性体元, 以此研究三维晶体在有限温

度下的本构响应.首先建立三维晶格振动的特征方程, 
也就是三维晶体固有频率与波矢 q 之间的色散关系. 

基于周期边界条件, 求得三维晶体固有频率. 进而得

到各个原子动力学方程的解析解. 在此基础上求得

有限温度下, 三维晶体的热应力. 

晶体中的格点表示晶格变形后原子的平衡位置.

晶格振动是指原子在格点附近的热运动.分子动力学

将原子看作是遵循牛顿力学的粒子. 原子的热振动

是一种典型的高频小幅振动, 其频率在 8 14 110 ~ 10 s .  

处理小幅振动一般都采用简谐近似. 对于每一

个固有频率, 对应着一种三维晶格的振动模态.在简

正坐标系中对应着一个简谐振子. 

对于周期性边界条件, 波矢 q 可表示为 

 31 2
1 2 3
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,
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式中 1 2 3, ,b b b 为晶格的倒矢量, 1 2 3, ,N N N 为沿三个基

矢方向的原胞数. 1 2 3, ,k k k 是整数:  
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对于非周期的边界条件, 1 2 3, ,k k k 可以是非整数. 

对于三维晶格, 局部坐标的原点设在原胞 0k 
的格点上, 考察处在局部坐标格点 k 的原子动力学

方程, 我们有 
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式中原子间的交互作用势用对势来表示, k 是对原

子 k 有交互作用的影响区, 0,1,2k  是原胞内原子

的编号, j =1, 2, 3…是影响区内的原子编号. nR 是

原胞原点的空间位置矢量. kjr 是原子 k 与原子 j 之间

的矢径, 由原子 k 指向原子 j . kje 是矢径 kjr 上的单位

矢量. 

格波解可以表示为 

 i( ( ) )e ,n jt

j j

   R +r qu A  (4) 

式中 jr 是影响区内, 第 j 号原子在局部坐标系中的位

置矢量. 由(4)式得 
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代入(3)式, 抽出公共因子 i( ( ) )e ,n kt R r q     得 
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如果三维晶格是由全同原子组成的, 那么有 
,j k A A A   0,k    0 0.k  r r  
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方程(6)变为 

 
0

i2

i

( )
[e 1]

( )
 ( ) [e 1]( ) .

j

j

j

j j

j
j j j

j

f r
m

r

f r
f r

r

  



 

  


       
    

 r q

r q

A A

e e A

 

(7)

 

方程(7)就是全同原子组成的三维晶格的特征方程. 

2.2  二维晶格的固有频率 

为了更加直观的说明固有频率的求解方法, 我
们考察图 1 所示的二维晶格. 这个二维晶格可以看作

是均匀变形后, 三维简单立方晶格的一个剖面.  

 

 
 

图 1  原子构型图 

 
在图 1 中我们只考虑了近邻 ( 1,3,5, 7)j  和次近

邻 ( 2, 4,6,8)j  . 

方程(7)变为 
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注意到 4 ( 1,2,3,4)j j j   r r , 上式变为 
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式中  

1 2,  ,  =cos sin .j j x y j j x j yA      r q A i A i e i i  

方程(9)写成 
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方程(10)有非零解的充要条件是 
 2 2 2

11 22 12( )( ) 0.a m a m a      (12) 

方程(12)即是二维晶格振动的特征方程. 由此得到固

有频率的表达式:  
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对于二维晶格波矢 q 可表示为 

 1 2
1 2

1 2

.
k k

N N
 q b b  (14) 

满足周期性边界条件时, k1 有 N1 个值, k2 有 N2 个

值. 依照(13)式我们可以得 1 22N N 个固有频率. 

2.3  二维晶格的本构响应 

有了二维晶格的全部固有频率, 每个原子的动

力学方程解可以写成 
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式中 R 是该原子在空间坐标系中的位置矢量. 
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不难证实 
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注意到每个波矢 q 对应着两个频率 , ,  
q q  所

以上述公式展开成 
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对金属 Mo, 采用 Johnson 势函数[7], 它的截断

距离是 1.25a(a 是晶格常数). 因此, 在图 1 中, 只有

j=1, 3, 5, 7 的原子对 k 原子有交互作用. 考虑微小应

变, 忽略晶格畸变的影响, 不难证实 
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由此推出 
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式中 
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我们知道每个波矢 q 对应着两个频率 , ,  
q q  

而每个频率对应着一个独立的谐振子. 公式(20b)表
明二维晶格的平均动能是所有谐振动能之和而且这

个动能是不依赖于时间的 . 我们不妨将 2 2C q q 比作

2Vq , 采用麦克斯韦的分布律: 
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参照文献[8,9], 三维晶格的应力可表示为 

 1 1
V V F .

2i i i ij ij
i i j i

m r    
 

 
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 
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式中 是三维晶格的体积, im 和 iV 分别是原子 i 的

质量和速度. ijF 是原子 i 与原子 j 之间的作用力,下

标 和  是指直角坐标系中的分量. (21)式右边的第

2 项求和对应的晶格畸变所产生的应力, 而右边的第

一项求和对应的是晶格热振动所产生的应力. 

2.4  计算结果 

图 2 给出了金属 Mo 二维晶格固有频率的计算结

果. 沿 x, y 坐标轴方向, 选取原子数目分别为 N1=104, 
N2=104, 系统总原子数目为 108. 图 2(a)为当波矢量 

 

 
 

图 2  二维晶格固有频率的计算结果 
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22 / ,yq N a   格波频率 与波矢 xq 的色散关系; 图

2(b)为波矢量 / 2 ,yq a   格波频率 与波矢 xq 的色

散关; 图 2(c)为波矢量 / ,yq a   格波频率 与波矢

xq 的色散关系. 

从图 2 可以看出固体的高频达到约 142.0 10 s1, 
频率关于波矢 xq 或 yq 对称. 这与实验测量得到的格

波频率相符[10].  
金属 Mo 二维晶格在有限温度下的应力绘在图 3

和 4 上. 图 3 给出的是应力 y 和应变 y 之间的关系, 

应变 x 设置为零. 图  3(a)~(c)分别为温度取 T=200, 
 

 
 

图 3  应力y 和y 之间的关系 

 
 

图 4  热应力随温度变化的曲线 

 
300 和 400 K 时应力与应变的曲线关系. 从图 3 中可

以看出, 热应力时负值, 这与弹性力学热应力理论[11]

和分子动力学模拟结果是一致的[12]. 
而且从图 3 中可以分析得出, 在应变为 0.5%范

围内, 热应力与机械变形应力相比约占 20%, 因此在

变形过程中, 热应力应该考虑, 不可忽略.  
在简单拉伸过程中, 如果考虑材料的泊松比效

果. 材料沿 y 方向拉伸的同时, 沿 x 方向收缩. 图 4
给出的是应力 x 和应变 y 之间的关系 , 这时应变

x yv   . 温度越高, 负的热应力越大. 

3  晶体热应力的量子理论 

3.1  晶体的热振动 

晶体的热振动可以看作是 3N 个独立谐振子的

小幅振动. 每个谐振子的薛定谔波动方程为 

 
2

2 2 21
( ) ( ).

2 i i i i i
i

Q Q E Q
Q

  
 
    
  (22) 

根据量子理论, 能量本征值是量子化的 
1

,
2i i iE n    

 
  in 是整数. 

方程(22)的解为 

  
2

exp ,
2 i

i
nH

  
 

  
 

 (23) 

其中 i
iQ


 


,  nH  是厄米尔多项式.  

三维晶体的自由能为 
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

      
  

   (24) 

式中 B1 / ,k T   Bk 是波尔兹曼常数, 是普朗克常数. 

式中右边第一项表示原子处于格点位置时,平衡

晶格的能量. 第二项是晶格热振动产生的自由能. 

3.2  有限温度的本构响应 

三维晶体的应力为 
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(25)

 

式中 iE 是与 i 相对应的谐振子的振动能, (25)式简洁

明了, 不含任何待定参数. 一旦代表性体元的三维晶

体的固有频率确定下来, 就可以由(25)式求得与应变

对应的柯西应力. 
但是(25)式包含固有频率 i 对应变  导数, 因

此, 它对原子间的交互作用的势函数的精度提出了

更高的要求. 
(9)式表明, 固有频率 i 依赖于 ( ) /i if r r 及 ( )if r ,

固有频率 i 对应变的导数必然依赖于 ( )jf r 及 

 ( ) /j jf r r  , 而分子动力学的应力计算(21)式只涉及

ijF 和 i , 所以(25)式对原子间交互作用势的表达式

提出了更高的精度要求. 

4  结论与讨论 

(ⅰ) 本文将固体物理学与固体力学结合起来 , 
建立了分子动力学的格波理论. 该理论以解析分析

为主线, 有效地克服了经典分子动力学在时间尺度

和空间尺度上的困难. 
(ⅱ) 将符合周期性几何的三维晶体看作代表性  

体元, 研究三维晶体在有限温度下的本构响应. 基于

周期边界条件, 建立三维晶格振动的特征方程, 求得

三维晶体固有频率, 进而得到各个原子动力学方程

的解析解. 在此基础上求得有限温度下, 三维晶体的

热应力. 
(ⅲ) 本构元符合周期边界条件的基本要求, 因

為本构元相對的兩個側面的應力是相等的. 

(ⅳ) 晶体热应力的量子理论对有限温度的本构

响应提供了更为简洁的公式. 但是公式中包含固有

频率 i 对应变  导数, 因此, 它对原子间的交互作

用的势函数的精度提出了更高的要求. 
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Lattice wave theory of molecular dynamics 
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Combining the solid status physics with solid mechanics, the lattice waves theory of molecular dynamics is proposed. 
A typical cubic element of 3 dimensional crystal with the periodic structure is considered, and the constitute response 
is studied with a finite temperature. Applying for the periodic boundary condition, the characteristic equation is set up, 
the natural frequencies of crystal and displacements of all atoms are obtained. The thermal stress is calculated. This 
theory overcomes the difficult of time scale and space scale of the classical molecular dynamics. 
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