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载流矩形薄板在交变磁场中的屈曲分析
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摘要：以四边简支载流矩形薄板为例，在导出了载流薄板在电磁场与机械荷载共同作用下的磁弹性动力屈曲方

程的基础上，应用伽辽金原理，将方程整理为马丢方程的标准形式。利用马丢方程解的稳定性，研究了薄板在交

变磁场与机械荷载共同作用下的磁弹性屈曲问题。通过具体算例，给出了该矩形薄板在交变磁场中，动力屈曲

临界状态与相关参量之间的关系曲线及变化规律，并与均匀磁场作用下的情形相比较。研究结果表明：变化电

磁场的性质和大小，改变通电电流参数，均可改变电磁力的状态，从而可达到控制载流薄板屈曲的目的。
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　　电磁弹性结构中的板、壳等构件，当没有机械约束时，至少存在一个不稳定的运动模态；而存在约束
时，当通入电流或者电磁场强度达到某一临界值时，构件将发生屈曲［１］。因此，工程结构中的板壳等构件
磁弹性分析引起了工程界的极大关注，并已有一些结果［２～５］。而在近代高新科学技术的发展与推动下，通
常由压电、铁磁等材料制成的薄板、薄壳构成的电磁结构已经成为许多高新技术装置中的主要结构元件，



在通电电流和电磁场作用下的耦合效应的力学行为，在能源、交通、国防等重要部门有着广泛的应用前
景［６～８］。
动力屈曲是指板壳结构对动力荷载相应的屈曲破坏。在参数空间的某些区域中参数的改变所引起的

运动的变化很小，然而在另外一些区域中，参数的改变将引起振幅迅速增大而趋于发散。因此动力屈曲问
题的研究就是要找出参数空间中这种收敛域与发散域的边界，即系统的动力稳定性边界［９］。
本文以四边简支载流矩形薄板为例，给出载流薄板磁弹性动力屈曲临界状态的计算及判别方法。讨

论了薄板在交变磁场中的屈曲问题，并与均匀磁场中情形相比较。给出了交变磁场与均匀磁场中载流薄
板临界电流密度与板的几何尺寸、电磁场强度等参数的关系。从而达到控制载流薄板稳定性的目的，可供
板类载流电磁结构的可靠性设计参考。

１　基本方程

１．１　载流薄板的磁弹性动力屈曲方程式

对于载流弹性薄板，将沿厚度分布的洛仑兹力作为载荷简化到薄板的中面内，其分量分别记为ρｆｘ、

ρｆｙ、ρｆｚ，将其加入到板运动方程中，即可得到板的磁弹性运动方程
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式中ｈ为板厚，ρ为质量密度，Ｐｘ，Ｐｙ，Ｐｚ 为机械载荷分量；Ｎｘ，Ｎｘｙ，Ｎｙｘ、Ｑｘ，Ｑｙ、Ｍｘ，Ｍｘｙ，Ｍｙ 为内力

分量；θｘ，θｙ 为角位移分量。

１．２　薄板的磁弹性动力屈曲方程

由于ｕｗ，ｖｗ，在薄板的动力屈曲问题中一般仅考虑挠度引起的惯性力，忽略位移ｕ、ｖ、及转角
引起的惯性力，忽略薄板的自重。根据薄板的小挠度理论，磁弹性运动方程可进一步简化为
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将弯矩与曲率改变量和挠度的关系代入（２）式得
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式中ＤＭ＝
Ｅｈ３

１２（１－ν２）
为薄板的抗弯刚度，ν为材料的泊松比。

设屈曲挠度解为 ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）＝Ｗ（ｘ，ｙ）Ｔ（ｔ） （４）
式中Ｔ（ｔ）表示时间ｔ的函数，Ｗ（ｘ，ｙ）为屈曲挠度函数。
将（４）式带入式（３）中，得载流薄板的磁弹性动力屈曲方程
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２　载流薄板磁弹性动力屈曲临界状态的判别

如图１所示，四边简支矩形薄板，长ａ，宽ｂ，通侧向交变电流（０，Ｊｃｌ２，０），处于外加交变磁场（０，０，
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Ｂ０３）中。

图１　磁场中的载流薄板
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其中Ｊｃｌ２为从ｙ方向通入的侧向电流，Ｂ０３为垂直于薄板中面的磁感应强度。四边简支矩形薄板边界条件
为
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将Ｊｃｌ２，Ｂ０３代入洛仑兹力的表达式
［２］中可得到：ρｆｙ＝０，ρｆｚ＝０，ρｆｘ＝Ｊｃｌ２ｈＢ０３，且ρｆｘ 可视为简化

到中面上的均布质动力［１０］。设Ｐｘ＝Ｐ１、Ｐｙ＝Ｐ２、Ｐｘｙ＝Ｐ１２分别为矩形板承受的中面压力，有
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将其代入动力稳定性方程式（５）中，因无外加横向载荷（Ｐｚ＝０），可得
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设屈曲挠度函数为
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显然满足所有边界条件，式中的ｍ，ｎ分别为ｘ，ｙ方向板屈曲波形的半波数。将式（８）带入式（７）中，可得
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将Ｊｃｌ２＝Ｊｃｏｓωｔ，Ｂ０３＝Ｂｃｏｓωｔ代入式（９）（ω为电流及磁感应强的变化频率），Ｊ为交变电流强度幅值，Ｂ
为交变磁感应强度幅值。并设：Ｐ１＝Ｐ０１＋Ｐｃｏｓωｔ，Ｐ０１为Ｐ１ 的静载部分，Ｐ为脉动中面载荷的幅值，本文
主要考虑磁场中洛仑兹力对板的屈曲影响，只考虑施加静载荷，故设Ｐ＝０；Ｐ２＝Ｐ１２＝０。将以上假设带
入式（９），整理可得薄板在交变磁场中的动力屈曲方程

ｄ２　Ｔ
ｄｔ２

＋
ＤＭπ

４

ρｈ
ｍ２

ａ２
＋ｎ

２

ｂ（ ）２
２

－Ｐ０１
ｍ２π２

ρｈａ２
＋ｍ

２π２

４ρａＪＢ＋
ｍ２π２

４ρａＪＢｃｏｓ２ω［ ］ｔ　Ｔ＝０
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设ｒ＝ωｔ，则有

ｄ２　Ｔ
ｄｒ２

＋
ＤＭπ

４

ρｈω２
ｍ２

ａ２
＋ｎ

２

ｂ（ ）２
２

－Ｐ０１
ｍ２π２

ρｈω２　ａ２
＋ｍ

２π２

４ρａω２
ＪＢ＋ｍ

２π２

４ρａω２
ＪＢｃｏｓ２［ ］ｒ　Ｔ＝０ （１０）

最后可将方程整理为标准的马丢方程［１１］

ｄ２　Ｔ
ｄｒ２

＋（λ－ηｃｏｓ２ｒ）Ｔ＝０ （１１）

式中

λ＝
ω２ｍｎ
ω２
＋π

２　ｍ２

ρｈω２
１
４ａＪｈＢ－Ｐ０１

１
ａ（ ）２ ；　η＝－ｍ

２π２

４ρａω２
ＪＢ；　ω２ｍｎ＝

ＤＭπ
４

ρｈ
ｍ２

ａ２
＋ｎ

２

ｂ（ ）２
２

若将Ｊｃｌ２＝Ｊｃｏｓωｔ，Ｂ０３＝Ｂ代入式（９），并设ｒ＝
１
２ωｔ

，可得薄板在均匀磁场中的动力屈曲方程

ｄ２　Ｔ
ｄｒ２

＋（λ１－η１ｃｏｓ２ｒ）Ｔ＝０ （１２）

式中

λ１＝
４ω２ｍｎ
ω２

－４　ｍ
２π２

ρｈω２　ａ２
Ｐ０１；　η１＝－

２　ｍ２π２

ρａω２
ＪＢ

马丢方程是一种系数为周期函数的方程。此方程最重要的性质就是当参数λ和η满足一定的关系
时，方程式才有周期为π或２π的数值解。应用马丢方程的这种性质，可确定载流薄板的失稳界状态。其
本征值关系表达为如下连分式形式［１１］

λ－（γ＋２ｋ）２－ η２

λ－（γ＋２ｋ＋２）２
－ η２

λ－（γ＋２ｋ＋４）２
－…＝

η２

λ－（γ＋２ｋ－２）２
－ η２

λ－（γ＋２ｋ－４）２
－ η２

λ－（γ＋２ｋ－６）２
－… （１３）

在式（１３）中，令γ＝０，ｋ＝０，可得出便于计算λ＝ａ２ｓ（η）和λ＝ｂ２ｓ＋２（η）的公式（ｓ＝１，２，…）

λ－（２ｓ）２－ η２

λ－（２ｓ－２）２
－ η２

λ－（２ｓ－４）２
－…－ η

２

λ－４－
２η２

λ ＝－
η２

（２ｓ＋２）２－λ
－ η２
（２ｓ＋４）２－λ

－…

（１４）

λ－（２ｓ＋２）２－ η２

λ－（２ｓ）２
－ η２

λ－（２ｓ－２）２
－…－ η

２

λ－４＝－
η２

（２ｓ＋４）２－λ
－ η２
（２ｓ＋６）２－λ

－… （１５）

在式（１３）中，令γ＝１，ｋ＝０，可导出计算λ＝ａ２ｓ＋１（η）和λ＝ｂ２ｓ＋１（η）的公式（ｓ＝１，２，…）

λ－（２ｓ＋１）２－ η２

λ－（２ｓ－１）２
－ η２

λ－（２ｓ－３）２
－…－ η

２

λ－９－
η２

λ－１－η＝－
η２

（２ｓ＋３）２－λ
－ η２
（２ｓ＋５）２－λ

－…

（１６）

λ－（２ｓ＋１）２－ η２

λ－（２ｓ－１）２
－ η２

λ－（２ｓ－３）２
－…－ η

２

λ－９－
η２

λ－１＋η＝－
η２

（２ｓ＋３）２－λ
－ η２
（２ｓ＋５）２－λ

－…

（１７）

由式（１４）、（１５）、（１６）、（１７）所确定的四组本征值关系公式就是动力稳定区域与动力非稳定区域的分
界线。而最低阶的动力屈曲临界状态更具有实际意义。令ｓ＝０，得最低阶的四组本征值基本公式λ＝ａ０
（η），λ＝ｂ２（η），λ＝ａ１（η），λ＝ｂ１（η），其曲线对应各动力稳定区域与动力非稳定区域的分界线。
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３　算例分析

依据前面所得的最低阶的四组本征值基本公式，λ＝ａ０（η），λ＝ｂ２（η），λ＝ａ１（η），λ＝ｂ１（η），令 ｍ

＝ｎ＝１，即考虑失稳最小临界值，利用 ＭＡＴＬＡＢ语言编制计算程序。计算采用的相关参数为，板长ａ＝
０．６ｍ、板宽ｂ＝０．２ｍ，圆频率ω＝３１４．１６ｓ－１。中碳钢的材料参数：质量密度ρ＝７．８０×１０３ｋｇ／ｍ３，电导率

σ＝０．６３×１０７（Ω·ｍ）－１，弹性模量Ｅ＝２１０ＧＰａ，泊松比ν＝０．２５，磁导率μ＝７．５０×１０－３　Ｈ／ｍ。铝板的材
料参数：质量密度ρ＝２．６７×１０３ｋｇ／ｍ３，电导率σ＝３．６３×１０７（Ω·ｍ）－１，弹性模量Ｅ＝７１ＧＰａ，泊松比ν＝
０．３４，磁导率μ＝１．２５×１０－３　Ｈ／ｍ。只考虑施加ｘ方向的静载荷，计算结果如图２～图９所示。

图２　交变磁场下屈曲临界状态的电流密度

与板长的关系曲线

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅ　ｒｅｌａｔｉｏｎ　ｃｕｒｖｅｓ　ｂｅｔｗｗｅｅｎ　ｔｈｅ　ｃｕｒｒｅｎｔ

ｄｅｎｓｉｔｙ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｌｅｎｇｔｈ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐｌａｔｅ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｃｒｉｔｉｃａｌ

ｂｕｃｋｌｉｎｇ　ｓｉｔｕａｔｉｏｎ　ｉｎ　ａｎ　ａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇ　ｍａｇｎｅｔ　ｆｉｅｌｄ

图３　均匀磁场下屈曲临界状态的电流密度

与板长关系曲线

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅ　ｒｅｌａｔｉｏｎ　ｃｕｒｖｅｓ　ｂｅｔｗｗｅｅｎ　ｔｈｅ　ｃｕｒｒｅｎｔ

ｄｅｎｓｉｔｙ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｌｅｎｇｔｈ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐｌａｔｅ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｃｒｉｔｉｃａｌ

ｂｕｃｋｌｉｎｇ　ｓｉｔｕａｔｉｏｎ　ｉｎ　ａｎ　ｕｎｉｆｏｒｍ　ｍａｇｎｅｔｉｃ　ｆｉｅｌｄ

图２、图３讨论了铝板当板厚为ｈ＝０．５×１０－３　ｍ、外加交变磁场和均匀磁场，磁场强度分别为Ｂ＝
０．６Ｔ、Ｂ＝０．８Ｔ、Ｂ＝１．０Ｔ，板中面内施加机械载荷Ｐ０１＝８００Ｎ／ｍ时，屈曲临界状态的电流密度与板长之
间的关系。可见，当板厚一定，外加磁场强度不变时，不论是在交变磁场还是在均匀磁场中，失稳临界电流
密度都将随板长的增加而逐渐降低。而当板厚一定，随着磁感应强度的增加，失稳临界电流密度都将迅速
降低。但所不同的是，在相同条件下，如果将板置于交变磁场中，发生失稳的临界电流密度要比置于均匀
磁场中发生失稳的临界电流密度高很多。例如，当Ｂ＝１．０Ｔ时，交变磁场中的失稳临界电流密度约为Ｊ
＝１．７８×１０９Ａ／ｍ２，而均匀磁场中的失稳临界电流密度约为Ｊ＝６．３６×１０７Ａ／ｍ２。其次，由图２、图３也可
看出在相同条件下，交变磁场中失稳临界电流密度随磁场强度的变化要小于均匀磁场中的。
图４、图５讨论的是铝板的屈曲临界状态的电流密度Ｊ与板厚ｈ之间的关系。由图中可看出，无论将

薄板置于交变磁场还是置于均匀磁场，当板长和磁场强度一定时，随着薄板的厚度的逐渐增加，失稳临界
电流密度都随之都随之均匀增加。但所不同的是，在相同条件下，如果将板置于交变磁场中，发生失稳的
临界电流密度要比置于均匀磁场中发生失稳的临界电流密度高很多。而当板厚一定，其它条件相同时，随
着磁场强度的增加失稳临界电流密度却都随之降低。
图６、图７，描述了交变磁场和均匀磁场中的四边简支载流矩形铝薄板，在板中面内分别施加ｘ向静

荷载Ｐ０１＝１２００Ｎ、Ｐ０１＝６００Ｎ、Ｐ０１＝０Ｎ时，板厚ｈ＝０．３ｍｍ情况下，失稳临界电流密度Ｊ与外加磁感应
强度Ｂ之间的关系。
从图中可看到，增加磁感应强度对失稳临界电流密度影响较大，当磁感应强度在０．１Ｔ～１．５Ｔ之间变

化时，随着磁感应强度的增加，失稳临界电流密度将显著降低。当外加磁场强度和板厚一定时，当静荷载
增加，将使失稳临界状态的电流密度也有所增加，这是因为通入的是交变电流而使产生的的洛仑兹力为一
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图４　交变磁场下屈曲临界状态的电流密度

与板厚的关系曲线

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅ　ｒｅｌａｔｉｏｎ　ｃｕｒｖｅｓ　ｂｅｔｗｗｅｅｎ　ｔｈｅ　ｃｕｒｒｅｎｔ

ｄｅｎｓｉｔｙ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐｌａｔｅ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｃｒｉｔｉｃａｌ

ｂｕｃｋｌｉｎｇ　ｓｉｔｕａｔｉｏｎ　ｉｎ　ａｎ　ａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇ　ｍａｇｎｅｔ　ｆｉｅｌｄ

图５　均匀磁场下屈曲临界状态的电流密度

与板厚关系曲线

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅ　ｒｅｌａｔｉｏｎ　ｃｕｒｖｅｓ　ｂｅｔｗｗｅｅｎ　ｔｈｅ　ｃｕｒｒｅｎｔ

ｄｅｎｓｉｔｙ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐｌａｔｅ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｃｒｉｔｉｃａｌ

ｂｕｃｋｌｉｎｇ　ｓｉｔｕａｔｉｏｎ　ｉｎ　ａｎ　ｕｎｉｆｏｒｍ　ｍａｇｎｅｔｉｃ　ｆｉｅｌｄ

图６　交变磁场下屈曲临界状态的电流密度

与磁场强度的关系曲线

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅ　ｒｅｌａｔｉｏｎ　ｃｕｒｖｅｓ　ｂｅｔｗｗｅｅｎ

ｔｈｅ　ｃｒｉｔｉｃａｌ　ｃｕｒｒｅｎｔ　ｄｅｎｓｉｔｙ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｓｔｒｅｎｇｔｈ

ｏｆ　ａ　ａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇ　ｍａｇｎｅｔ　ｆｉｅｌｄ

图７　均匀磁场下屈曲临界状态的电流密度

与磁场强度的关系曲线

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅ　ｒｅｌａｔｉｏｎ　ｃｕｒｖｅｓ　ｂｅｔｗｗｅｅｎ

ｔｈｅ　ｃｒｉｔｉｃａｌ　ｃｕｒｒｅｎｔ　ｄｅｎｓｉｔｙ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｓｔｒｅｎｇｔｈ

ｏｆ　ａｎ　ｕｎｉｆｏｒｍ　ｍａｇｎｅｔｉｃ　ｆｉｅｌｄ

交变质动力，若载流面内无外载荷作用时（Ｐ０１＝０），洛仑兹力本身会使载流薄板失稳，所以临界电流较低。
当板承受外载荷后，洛仑兹力会抵消一部分外载荷的作用，而外载荷越大，为使薄板不发生失稳，在电磁感
应强度一定的情况下，需要通入幅值较大的临界电流密度，这些都表明洛仑兹力对载流薄板稳定性的作
用。另外，由图６、图７也可以看出，在相同条件下，如果将板置于交变磁场中，发生失稳的临界电流密度
要比置于均匀磁场中发生失稳的临界电流密度高很多。这表明：导电薄板在电磁场的作用下，通过改变通
入电流的强度及改变磁场的性质及大小都可以控制薄板工作状态下的稳定性。
图８描述了具有非铁磁性质中碳钢和铝制薄板两种材料在交变磁场下的板长与失稳临界电流密度的

关系图。从图中可看出，对于不同材料，当板厚、磁感应强度相同时，铝板的失稳临界电流密度较中碳钢板
的低很多。另外，当板厚、板长相同，而磁感应强度不同时，两种材料的失稳临界电流密度均随着磁感应强

４４５ 力　学　季　刊　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　第３２卷



度的增加而有所降低，且刚板的变化要比铝板的变化要大，但这种差别会随着板长的增加而相对减小，这
说明材料性质不同，板的失稳临界电流密度的数值会有显著的差异。
图９描述了中碳钢和铝制薄板两种材料在交变磁场下的板厚与失稳临界电流密度的关系图。从图中

可看出，对于不同材料，当板长、板厚和磁感应强度相同时，铝板的失稳临界电流密度较中碳钢板的低很
多。另外，当板长、板厚相同，而磁感应强度不同时，两种材料的失稳临界电流密度均随着磁感应强度的增
加而有所降低，同样刚板的变化要比铝板的变化要大，但这种差别会随着板厚的增加而相对增大，这也说
明了材料性质不同，板的失稳临界电流密度的数值会有显著的差异。

图８　不同材料屈曲临界状态的电流密度

与板长的关系曲线

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅ　ｒｅｌａｔｉｏｎ　ｃｕｒｖｅｓ　ｂｅｔｗｅｅｎ

ｔｈｅ　ｃｒｉｔｉｃａｌ　ｃｕｒｒｅｎｔ　ｄｅｎｓｉｔｙ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｌｅｎｇｔｈ

ｏｆ　ｔｈｅ　ｐｌａｔｅ　ｗｉｔｈ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｍａｔｅｒｉａｌ

图９　不同材料屈曲临界状态的电流密度

与板厚的关系曲线

Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅ　ｒｅｌａｔｉｏｎ　ｃｕｒｖｅｓ　ｂｅｔｗｅｅｎ

ｔｈｅ　ｃｒｉｔｉｃａｌ　ｃｕｒｒｅｎｔ　ｄｅｎｓｉｔｙ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

ｏｆ　ｔｈｅ　ｐｌａｔｅ　ｗｉｔｈ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｍａｔｅｒｉａｌ

４　结论

（１）交变磁场中载流薄板失稳的临界电流密度值与板的外加磁场强度、板的厚度、几何尺寸有关。对
于铝制薄板，增加板的厚度，减小外加磁场的强度，缩小几何尺寸均可以提高失稳的临界电流密度的数值。
另外，在相同条件下，材料性质不同，板的失稳临界电流密度的数值会有显著的差异。

（２）从以上对载流薄板在交变磁场及均匀磁场中的讨论结果来看，外加磁场强度的变化对载电流薄
板的失稳临界电流密度影响较大，减小外加磁场强度可以有效的提高临界电流密度。从外加电磁场与通
电电流之间的关系以及两者对薄板稳定性的影响来看，洛仑兹力是控制薄板失稳问题的主要因素。其次，
在相同条件下，将载流薄板放置于交变磁场中，失稳的电流密度值及临界载荷都将增大。由此，可以通过
变化电磁场性质、强度和变化通电电流方向、密度，改变电磁力的状态，从而达到控制载流薄板的变形、应
力应变状态及其稳定性的目的。

（３）本文的研究结果，可供载流薄板在电磁场作用下的安全性、可靠性设计参考。
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