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修正算子γＢ００的物理含义及精度分析
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摘　要：多次透射公式是一种用于无限介质波动数值模拟中的局部人工边界条件，飘移失稳是多次透射公式在时

步积分数值模拟实现中出现的一种失稳现象，可通过在多次透射公式算子中加上修正算子γＢ００ 的简便处理方法

消除。本文依据球面波传播原理和介质阻尼效应解释了修正算子γＢ００ 的物理含义，并在两种极限情形（理想暂态

情形和理想稳态情形）下对加修正算子γＢ００ 的多次透射公式的反射系数进行了推导，分析了γ取值对多次透射公

式反射系数的影响。结果表明：加修正算子γＢ００ 的多次透射公式在波动数值模拟中考虑了介质的几何扩散特性，

或引入了介质的阻尼特性；当γ≤０．０２时，修正算子γＢ００ 对多次透射公式反射系数的影响可忽略不计。

关键词：球面波；阻尼效应；修正算子；多次透射公式；反射系数
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１　引 言

多次透射公式 ＭＴＦ（Ｍｕｌｔｉ－Ｔｒａｎｓｍｉｔｔｉｎｇ　Ｆｏｒ－

ｍｕｌａ）［１］是一种局部人工边界条件，通过这一边界

条件的引入可将一无限或半无限域问题变成一有限

域问题。类似其他局部人工边界条件［２，３］，ＭＴＦ在时

步积分数值模拟实现中可能出现数值失稳现象，如

高频振荡失稳和飘移失稳。文献［４，５］阐明了 ＭＴＦ
的高频失稳机理，并提出消除这类失稳的措施。对于

飘移失稳，文献［６］基于对双曲型偏微分方程数值解

稳定性的ＧＫＳ（Ｇｕｓｔａｆｓｓｏｎ，Ｋｒｅｉｓｓ　ａｎｄ　Ｓｕｎｄｓｔｒｍ）

准则的物理解释［７，８］，结合波动的解耦数值模拟方

法［９，１０］，从理论上详细阐明了多次透射公式飘移失

稳的机理，提出了在波动数值模拟中消除多次透射

公式飘移失稳的一个简单措施，即在 ＭＴＦ算子中

加上修正算子γＢ００的简便处理方法，并用三维波源

问题的数值试验检验了建议的稳定措施的有效性。

数值试验结果表明，这一简单措施能有效地抑制

ＭＴＦ在波动数值模拟中的飘移失稳。本文在文献

［６］基础上，以球面波传播原理和介质阻尼效应解

释了修正算子γＢ００的物理含义，并就其精度进行分

析。结果表明，加修正算子γＢ００的ＭＴＦ在波动数值

模拟中考虑了介质的几何扩散特性，或引入了介质

的阻尼特性；当系数γ≤０．０２时，修正算子γＢ００对

ＭＴＦ反射系数的影响可忽略不计。

２　 修正算子γＢ００的物理含义

考虑由点源Ｓ产生的球面波以波速ｃ向外传

播（如图１所示），设有两观测点Ａ和ο，且观测点Ａ

距点源Ｓ的距离为ｒ０，观测点ο距点源Ｓ的距离为

ｒ０＋Δｒ，若已知点Ａ的位移为ｕＡ（ｔ），则由球面波传

播原理可得点ο的位移为［１１］

ｕｏ（ｔ）＝αｕＡ（ｔ－Δｒ／ｃ） （１）

式中α是介质几何扩散因子，且α＝ｒ０／（ｒ０＋Δｒ）＝

１／（１＋Δｒ／ｒ０）；令γ－ ＝Δｒ／ｒ０，则α＝１／（１＋γ－）。

由文献［６］可知，加修正算子γＢ００ 的 ＭＴＦ可

表示为

（（１＋γ）Ｂ００－Ｂ１１）Ｎｕｐ＋１０ ＝０ （２）

式中 Ｂｎｍ（ｍ，ｎ为任意整数）为向后移动算子［１２］，

其定义为Ｂｎｍｕｐｊ ＝ｕｐ－ｎｊ＋ｍ，且这一移动算子满足运算

规则ＢｎｍＢｒｓ ＝Ｂｎ＋ｒｍ＋ｓ。

图１　 源点和观测点示意图
Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｓｏｕｒｃｅ　ｐｏｉｎｔ　ａｎｄ　ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎ　ｐｏｉｎｔ



利用移动算子Ｂｎｍ的定义及其运算规则可将式
（２）展开得

ｕｐ＋１０ ＝∑
Ｎ

ｊ＝１

（－１）ｊ＋１　ＣＮｊ
ｕｐ＋１－ｊｊ

（１＋γ）ｊ
（３）

式中 Ｎ为透射阶数，ｕｐｊ ＝ｕ（ｐΔｔ，－ｊｃａΔｔ）（ｐ，ｊ为
任意整数）表示人工边界节点或内节点（图２）在

ｐΔｔ时刻的位移，Δｔ为时间步距，ｃａ 为人工波速，

ＣＮｊ ＝Ｎ！／［（Ｎ－ｊ）！ｊ！］。

与ＭＴＦ比较可知，加修正算子γＢ００的ＭＴＦ在
用内点位移外推人工边界点的位移时，应将内点位
移乘以相应的因子。

为讨论简便起见，且不失一般性，取式（３）中
的Ｎ ＝２，则得

ｕｐ＋１０ ＝ ２
１＋γ

ｕｐ１－ １
（１＋γ）２

ｕｐ－１２ （４）

将式（４）改写成

ｕｐ＋１０ ＝ １
１＋γ

ｕｐ１＋ １
１＋γ

（ｕｐ１－ １
１＋γ

ｕｐ－１２ ）（５）

经简化，式（５）亦可表示成

ｕｐ＋１０ ＝ｕ～ｐ１＋Δｕ～ｐ＋１０ （６）

式中 　ｕ～ｐ１ ＝ １
１＋γ

ｕｐ１，Δｕ～ｐ＋１０ ＝ １
１＋γΔ

ｕ～ｐ１

且 　Δｕ～ｐ１ ＝ｕｐ１－ｕ～ｐ－１２ ，ｕ～ｐ－１２ ＝ １
１＋γ

ｕｐ－１２ 。

式（６）为加修正算子γＢ００的二阶 ＭＴＦ另一表
达形式，与文献［１］Ｐ１７８式（２２）等价。由此可以看
出，入射波和误差波以球面波形式传播，其几何扩
散因子α等于１／（１＋γ）。因此，加修正算子γＢ００ 的

ＭＴＦ在波动数值模拟中考虑了介质的几何扩散特
性。

下面仍以二阶 ＭＴＦ为例，给出加修正算子

γＢ００ 的 ＭＴＦ另一物理解释。取 ＭＴＦ中的Ｎ ＝２，

则［１］

ｕｐ＋１０ ＝２ｕｐ１－ｕｐ－１２ （７）

设

ｕ～ｐｊ ＝ｅ
－μｐｕｐｊ （８）

式中ｅ－μｐ 为引进的阻尼因子。依据式（８）的假设，

式（７）可改写为

ｕ～ｐ＋１０ ＝２ｅ－μｕ～ｐ１－ｅ－２μｕ～ｐ－１２ （９）

令μ＝ｌｎ（１＋γ），则有

ｕ～ｐ＋１０ ＝２ １
１＋γ

ｕ～ｐ１－ １
（１＋γ）２

ｕ～ｐ－１２ （１０）

比较式（１０）与式（４），不难看出两者是等价
的。据此可解释为加修正算子γＢ００ 的 ＭＴＦ在波动
数值模拟中亦引入了介质的阻尼特征。

图２　 人工边界节点ｏ及 ＭＴＦ中计算点位置示意图
Ｆｉｇ．２　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ａｒｔｉｆｉｃｉａｌ　ｂｏｕｎｄａｒｙ

ｎｏｄｅ　ｏ　ａｎｄ　ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　ｐｏｉｎｔｓ　ｉｎ　ＭＴＦ

３　 修正算子γＢ００的精度分析

人工边界的精度通常用反射系数来表示。在稳
态情形下，人工边界的反射系数一般定义为［１，１２］

Ｒ＝
ＵＲ
０

ＵＩ０
（１１）

式中 ＵＩ０和ＵＲ
０ 分别为入射平面谐波和反射平面谐

波在边界点的振幅。若将边界点的全位移Ｕ０ 表示
为Ｕ０ ＝ＵＩ０＋ＵＲ

０，则

Ｒ＝
Ｕ０
ＵＩ０
－１ （１２）

下面将分别就两种极限情形下加修正算子

γＢ００ 的 ＭＴＦ的反射系数进行讨论，其中情形Ａ为
全波场仅由入射波构成，情形Ｂ为全波场由入射波
和充分发育的反射波构成。

３．１　 情形Ａ
对于稳态波动，式（３）可表示为

Ｕ０ ＝∑
Ｎ

ｊ＝１

（－１）ｊ＋１　ＣＮｊａ－ｊＵｊ／（１＋γ）ｊ （１３）

式中 Ｕｊ（ｊ＝０，１，２，３，…）表示计算点ｊ（图２）振

动的幅值，ａ＝ｅｘｐ（ｉωΔｔ），ｉ＝ －槡 １，ω为圆频率。

设入射平面谐波的离散形式为（略去时间因子

ｅｘｐ（ｉωｐΔｔ），下同）

ＵＩｊ ＝ＵＩ０ａｊｘ （１４）

式中 ＵＩｊ 和 ＵＩ０ 分 别 为 入 射 谐 波 在 离 散 点

ｘ＝－ｊｃａΔｔ和人工边界点ｘ＝０处的振幅，

ａｘ ＝ｅｘｐ（ｉωｃａΔｔ／ｃｘ） （１５）

式中ｃｘ 为沿ｘ轴传播的视波速，ａｘ 表示当入射平
面波在ｘ轴上传播距离ｃａΔｔ时位移相位的变化。若
入射平面波的波速为ｃ，入射角为θ，则ｃｘ＝ｃ／ｃｏｓθ，

设ｃａ ＝ｃ，则得

ａｘ ＝ｅｘｐ（ｉωΔｔｃｏｓθ） （１６）

在这一情形下，Ｕｊ ＝ＵＩｊ，则由式（１４）可知

Ｕｊ ＝ＵＩ０ａｊｘ （１７）

将式（１７）代入式（１３）得

Ｕ０＝ｂＩＵＩ０ （１８）
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式中ｂＩ＝∑
Ｎ

ｊ＝１

（－１）ｊ＋１　ＣＮｊａ－ｊａｊｘ／（１＋γ）ｊ，利用二项

式（１＋ｘ）Ｎ ＝１＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ＣＮｊｘｊ，可将ｂＩ 表示为

ｂＩ ＝１－（１－ａ－１　ａｘ／（１＋γ））Ｎ （１９）
将式（１８）代入式（１２）得

Ｒ＝ １－ａ－１　ａｘ／（１＋γ）Ｎ （２０）
将ａ和ａｘ 代入式（２０）得

Ｒ＝ １－
ｅｘｐ［ｉ２πΔｔＴ

（ｃｏｓθ－１）］

１＋γ

Ｎ

（２１）

式中，周期Ｔ＝２π／ω。

３．２　 情形Ｂ
对于情形Ｂ，这里将就平面标量波入射情形进

行推导。亦假定ｃａ 等于标量波波速ｃ，入射角为θ，
则ｃｘ＝ｃ／ｃｏｓθ。由于在ｘ轴离散计算点ｘ＝－ｊｃａΔｔ
上的全位移包括入射波和充分发育的反射波，因而

Ｕｊ ＝ＵＩｊ＋ＵＲ
ｊ （２２）

式中 ＵＩｊ 为入射波位移，由式（１４）给出。反射波位
移ＵＲ

ｊ 根据下式确定。

ＵＲ
ｊ ＝ＵＲ

０ａ－ｊｘ （２３）
将式（２２），式（１４）及式（２３）代入式（１３）得

Ｕ０ ＝ｂＩＵＩ０＋ｂＲＵＲ
０ （２４）

式中ｂＩ 由式（１９）给出，ｂＲ 由下式给出：

ｂＲ ＝１－（１－ａ－１　ａ－１ｘ／１＋γ）Ｎ

将Ｕ０ ＝ＵＩ０＋ＵＲ
０ 代入式（２４）得

ＵＲ
０

ＵＩ０
＝－１－ｂＩ１－ｂＲ

（２５）

将ｂＩ 和ｂＲ 代入式（２５），且由反射系数定义式（１１）
可得

Ｒ＝
１－ ａ

－１　ａｘ
（１＋γ）

１－ａ
－１　ａ－１ｘ
（１＋γ）

Ｎ

（２６）

（ａ）Δｔ／Ｔ＝１／１０
　

（ｂ）Δｔ／Ｔ＝１／２０

图３　 情形Ａ的反射系数

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ　ｉｎ　ｃａｓｅ　Ａ

（ａ）Δｔ／Ｔ＝１／１０
　

（ｂ）Δｔ／Ｔ＝１／２０

图４　 情形Ｂ的反射系数

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ　ｉｎ　ｃａｓｅ　Ｂ
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将ａ和ａｘ 代入式（２６）得

Ｒ＝
１－
ｅｘｐ［ｉ２πΔｔＴ

（ｃｏｓθ－１）

１＋γ

１－
ｅｘｐ［－ｉ２πΔｔＴ

（ｃｏｓθ＋１）

１＋γ

Ｎ

（２７）

为了更直观地说明修正算子γＢ００对ＭＴＦ反射

系数的影响，根据式（２１，２７），取Ｎ＝２，并在Δｔ／Ｔ
分别等于１／１０和１／２０两种情形下，给出不同γ值

所对应的反射系数与入射角θ的关系曲线，如图３
和图４所示。由此可以看出，在任何一种情形下，随

Δｔ／Ｔ减小、γ增加，γ对反射系数的影响越明显。但

当γ不大于０．０２时，加修正算子γＢ００的ＭＴＦ反射

系数与不加修正算子γＢ００的ＭＴＦ反射系数基本一

致。文献［６］三维波源问题的数值试验结果亦表

明，取γ＝０．０２时，修正算子γＢ００对数值计算精度

仅产生微小影响。

４　 结 语

修正算子γＢ００的物理含义解释表明，加修正算

子γＢ００的ＭＴＦ在波动数值模拟中引入了介质对波

的吸收机制。此外，第二种含义解释给笔者以启发，

能否通过适当的引入与质点运动速度成比例的阻

尼来消除多次透射公式的飘移失稳。对于这一问题

有待以后研究。

在理论上，γ可以取任意小的正数，但考虑到

数值计算中误差噪声的存在，γ值不宜过小。当然，

γ值亦不宜过大。加修正算子γＢ００ 的 ＭＴＦ反射系

数分析表明，当γ值不大于０．０２时，加修正算子

γＢ００ 的 ＭＴＦ与不加修正算子γＢ００ 的 ＭＴＦ具有相

同的精度。

尽管本文的讨论仅局限于一维问题，但不难推

广至二维和三维情形，亦可得出相同的结论。
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