
使用高格式数值模拟腔内亚跨声速流
*

李明军
1, 2*

,  朱  可 2, 3

( 1. 日本 同志社大学工学部, 1- 3新田边, 610- 03京都;

2.湘潭大学 数学与计算科学学院,湖南 湘潭 411105; 3. 中国科学院 力学研究所, 北京 100190)

[摘要 ]  把一阶迎风有限体积格式的高算法重构格式 ) ) ) 高的迎风有限体积格式 ( GUVS )与不可压缩流和可压缩流

S IMPLE算法相结合,数值模拟了各种宽深比的亚跨声速腔内流动.利用六阶高迎风有限体积格式 ( GUVS)在结构和非结

构同位网格上模拟不同宽深比亚跨声速腔体流动,获得较好的数值结果.例如亚声速方腔流动的数值结果与 Gh ia等用多

重网格技术获得的 B enchm ark解吻合得非常好;对不同宽深比腔内流动, 数值模拟了大尺度漩涡、腔角小尺度漩涡的形

成、分岔、破碎和边界层分离等演化情况,表明六阶精度 GUVS具有分辨率高、稳定性好的良好性能.
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=Ab stract> Som e subson ic-transon ic flow s in cav itiesw ith different ratio of leng th to depth are simu lated num er-i

cally using Gao. s upw ind finite-vo lum e schem es( GUVS) coup ling w ith com pressible and incompress ible SIM PLE

algor ithm in th is paper. GUVS is product o f reconstructing first-orde r upw ind finite vo lum e schem e byGao. s a lgo-

rithm. Som e subson ic- transon ic flow s in cav ities w ith diffe rent ratio o f leng th to depth a re s imu lated num er ica lly u-

sing Gao. s six th-order upw ind FV schem e on structured and unstructured co llocated g rids. Som e excellent num er-i

cal results are ob tained. For examp le, the num e rica l resu lts for subsonic flow s in rec tang le cav ity ( .i e. lid-dr iven

cav ity flows) qu ite we ll agreew ith the benchm ark so lutions g iven byGh ia eta l usingm ultigrid techn ique, and flow

character istics of subson ic- transon ic flows in cav ities w ith d ifferent ratio o f leng th to depth are a lso presented. Ex-

cellent properties of GUVS are proved by ana ly sis and num er ica l tests.

K ey word s:  computational fluid dynam ics; flow s in cav ities; finite vo lum e schem e

腔体流动是存在于自然对流传热、内埋式武器舱、浮桥、壁面空腔设计等领域中非常广泛而典型的

现象. 因此应用计算流体力学方法数值模拟腔体流动具有非常重要的意义. 计算流体力学方法通常分为

基于压力和基于密度两种算法. SIMPLE系列算法是经典的基于压力的算法,经过科学家多年的研究和

发展, SIM PLE系列算法已广泛用于不可压缩的和可压缩各种流动. SIMPLE算法中对流项的离散通常

应用迎风或者中心格式,通常情况下,任何高于二阶的迎风格式都是条件稳定且在网格较粗时容易振荡

和发散,另外,任意高阶迎风格式均需要多于二阶中心有限体积格式的节点数. 高智提出了有限体积数

值摄动算法 ( Numerica l Perturbationa lA lgo rithm ) ,由此导出任意阶精度高迎风有限体积格式 ( GUVS). 具

有六阶精度的高迎风有限体积格式, 在任何雷诺数下均稳定且对粗网格也不振荡和发散. 而且只需要和

二阶中心有限体积格式相同多的节点,另外,高迎风有限体积格式 ( GUVS)适用于任意网格, 且变步长与

等步长的 GUVS公式完全一致.这是高迎风有限体积格式对比其他高阶迎风有限体积格式最突出的优点.

本文将高迎风有限体积格式与 S IM PLE系列算法相结合,数值模拟不可压缩和可压缩各种腔体流

动.
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1 对流扩散积分方程高迎风格式的具体构造

U表示的通用标量变量的对流扩散方程为

5 QU
5t + Ñ# QVU = Ñ# # UÑ U + qU. ( 1. 1)

其中 U为通用输运变量,可以代表 u、v、w 、T以及湍流变量 k、X、E等, # U是广义扩散系数, qU为广

义源项.因此从上式出发讨论数值摄动有限体积具有普适性,方便起见,以下省略 # U和 qU的下标.

( 1. 1)式在控制体 8上积分形式对流扩散方程为

lS QUu# nds = lS # Ñ U# nds + m8 qd8, ( 1. 2)

其中 S是 8边界.考虑控制单元的某一界面, 记作 jf面 (参见图 1), 假定控制单元中心节点 P与相邻控

制单元中心结点 jP的连线近似垂直于 jf面.积分方程 ( 1. 2)的一阶迎风离散,可以写成

E
J

j= 1

#
d j

2 dj # Sj -
1 - signm jf

2
m
#
jf Ujp -

#
d j

2 dj # Sj +
1 + signm jf

2
m
#
jf Up + qp 8 = 0, ( 1. 3)

图 1 控制体 P界面 - jf上的局部坐标系

F ig. 1 Local coord in ate system

其中 m
#
jf为通过 jf面的质量通量, j = 1, 2, ,, J , J为控制单元表

面数目,对二维网格, J = 3和 4, 分别表示三角形网格和笛卡尔

网格. Up 表示 U在控制单元中心 p点的值, Ujp 是 U在相邻控制

中心 jp点的值. Sj是 jf面的面积矢量, 它的指向从 p到 jp. 根据

一阶迎风离散时作的假定, 矢量 dj 的方向与 Sj 的方向一致. 8

为控制单元 p的体积. 得到重构近似精度为 (N + 1) 阶的有

限体积迎风数值摄动格式, 简称高迎风有限体积格式 ( GU-

VS ) .

E
np
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1

G j
#

d j# Sj

d j
2 -

1 - signm jf

2
m
#
jfG j Ujp - #

dj# Sj

dj
2 +

1 + signm jf

2
m
#
jfG j Up + qp 8 = 0,

也可写为

E
np

j= 1

#
G j

dj # Sj

dj
2 - m in m

#
jf, 0 Ujp -

#
G j

dj # Sj

dj
2 + m ax m

#
jf, 0 Up + qp 8 = 0, ( 1. 4)

G j = E
N

n= 0

1

n + 1 !
R
n

jf signm
#
jf

mod( n, 2)
,

signm
#
jf =

1, m
#
jf > 0,

- 1, m
#
jf < 0.

( 1. 4)为使用了高算法导出的高迎风格式的离散方程形式, R jf = m
#
jf

| dj |

M Sjf
, R jf 可看做网络雷诺数.

2 高迎风有限体积格式 (GUVS)与基于压力的不可压和可压缩 SIMPLE算法相耦合

基于压力算法是大多数商用 CFD软件的基础,其中压力是主变量,需要专门求解关于压力的方程,

密度则由状态方程求出,特别适合不可压缩流动和低马赫数流动. 压力修正是基于压力的修正速度场和

压力场的分步算法, Chorin和 Temamzuo作了开拓性的理论工作.压力修正在有限体积中的具体应用就

是 Pantankar著名的 S IM PLE( Sem -i ImplicitPressure L inked Equat ions)系列.后来, K ark i和 Pantankar发展

了可压缩 SIMPLER方法,广泛用于各种流动.

2. 1 不可压缩 SIMPLE算法计算步骤简介

¹ 假定一个速度分布,记为 u
0
、v

0
,以此计算动量离散方程中的系数及常数项; º 假定一个压力

场 p
*
; » 依次求解两个动量方程,得到 u

*
, v

*
; ¼求解压力修正值方程, 得到 p

c
; ½ 根据 p

c
改进速度

值; ¾利用改进后的速度场求解那些通过源项、物性等与速度场耦合的 U变量,如果 U与动量方程不耦
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合,即不影响流场,则应在速度场收敛后再求解; ¿ 重复» ~ ¾步,直到所有方程收敛.

在 S IM PLE基础上衍生、改进的系列算法,与上述步骤类似.下面具体介绍 GUVS与不可压缩 SIM-

PLE算法的耦合及求解.设不可压缩流动 NS方程组

Ñ# V = 0,   (连续性方程 ) ( 2. 1)

5V
5t
+ Ñ# VV = - Ñ p +

1

Re
Ñ

2
V,   (动量方程 ) ( 2. 2)

将动量方程在控制体 P上 (参见图 1)离散为

Vp
V
n+ 1
- V

0

$t
+ E

N

jf = 1
V
n # Sjf V
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= - E
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n
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jf= 1

Sjf
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5n
, ( 2. 3)

其中 V是速度, Sjf是控制体第 jf面的外法向面积矢量, p是压力.

上式可进一步改写为

Vp
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n+ 1
p - V

0
p

$t
+ E
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V
n # Sjf V

n+ 1
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, ( 2. 4)

Vp是控制体 p的体积, p j是控制体 p的相邻单元,令 m jf = Vjf# Sjf , 类比通用变量的标量输运扩散方程的

高迎风有限体积格式 ( 1. 1)式和 ( 1. 4)式,可得关于速度原始变量 [ u v w ]的输运扩散方程的高有限

体积格式
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,

( 2. 5)

为计算方便,将 ( 2. 5)式整理如下
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图 2 顶盖驱动方腔流动

F ig. 2 L id-d riven cav ity flow

顶盖驱动方腔流动是一个 Benchmark问题, 模型如图 2,左、右和底部是

固壁, 顶部向右的水平速度 u = 1.顶盖驱动方腔流动是不可压缩流体计算的

一个标准模型,用以检验新格式和程序稳定性.

使用 200 @200结构网格和六阶精度高迎风格式 ( 6GUVS)计算了 R e= 1 000

的顶盖驱动方腔流动, 为比较起见, 也使用 200 @ 200结构网格和一阶迎风格

式 ( 1 US)计算了同一流动. 并把数值结果与 Ghia的解进行了比较、分析.图 3

和图 4是 Benchm ark解和 1 US、6 GUVS的计算结果. 从图中可以看出 6 GUS

的精度明显高于 1US的精度.

图 3 垂直中线流速水平分量 u                图 4 水平中线流速垂直分量 v

Fig. 3 H orizontal velocity com ponen tu at the vert ica l cen terlin e   Fig. 4 Vert ical velocity component v at the horizon ta l cen terline
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  作为应用,本文利用结构网格和六阶精度高迎风格式 ( 6 GUVS)计算了 Re = 1 000长宽比分别为 2B1

图 5 不同长宽比顶盖驱动方腔流动流线图

F ig. 5 The stream l ines of lid - driven cav ity flow w ith

d if feren t ratio of length to dep th

和 1B2的顶盖驱动方腔流动, 图 5和图 6是

长宽比分别为 2B1和 1B2顶盖驱动方腔流动

的流线图.

2. 2 可压缩 SIM PLE算法简述:

¹ 假定一个速度和密度分布,记为 u
0
、

v
0
、Q

0
以此计算动量离散方程中的系数及常

数项; º 假定一个压力场 p
*
; » 依次求解

两个动量方程, 得到 u
*
, v

*
; ¼求解压力

修正值方程, 得到 p
c
; ½ 根据 p

c
改进速度

场、压力场和密度场; ¾求解能量方程,更新

密度场; ¿ 重复 » ~ ¾步, 直到所有方程收

敛.

下面具体介绍高迎风格式与可压缩 SIMPLE算法的耦合及求解.

选取参考量 Qr ef = Q¥ , U ref = U¥ , T ref = T¥ , p ref = Q¥ U
2
¥ , tref =

L ref

Uref
, eref = U

2
¥ , href = U

2
¥ , a ref =

U¥ .可得到如下无量纲 Eu ler方程组:

5Q
5t
+ Ñ# QV = 0,   (连续性方程 ) ( 2. 6)

5
5t
QV + Ñ# QVV = - Ñ p,   (动量方程 ) ( 2. 7)

5
5tQh + Ñ# QhV = V# Ñ p +

5p
5t ,   (能量方程 ) ( 2. 8)

其中焓 h = e + p /Q= cpT ,不难导出内能表达的能量方程为

5
5t
Qe + Ñ# QeV = - p Ñ# V. ( 2. 9)

内能 e = cvT .关于温度的控制方程如下

5
5t
QcvT + Ñ# QcvTV = - p Ñ# V , ( 2. 10)

其中无量纲定容比热、定压比热和状态方程

cv =
1

M
2
¥ C C- 1

, cp =
1

M
2
¥ C- 1

, p = QT
CM

2
¥

. ( 2. 11)

不难导出无量纲声速公式为 a = T /M¥ ,流场当地马赫数计算公式 M = M¥ U / T .无量纲来流 T¥ = 1,

Q¥ = 1, a¥ = 1 /M¥ , U¥ = 1, p¥ = 1 /CM
2
¥ .动量方程与温度方程的有限体积离散

Vp

$t

Qu

Qv

QT p

+ m ax m
#
jf, 0

u

v

T p

+ m in m
#
jf, 0

u

v

T p j

= S rc,

Src =

E
np

j= 1
p jf Sjf # i

E
np

j= 1
p jf Sjf # j

pp E
np

j= 1

Sjf # Vjf

-
Vp

$t

Qu

Qv

QcvT

0

p

, ( 2. 12)

4   湘  潭  大  学  自  然  科  学  学  报              2011年



同理, 由状态方程求出的密度场 Q
*
和动量方程求出的速度场 V

*
一般不满足连续性方程, 假定加上一

个修正密度场 Q
c
和修正速度场 V '后满足连续性方程,即

5 Q
*
+ Q

c

5t
+ Ñ# Q

*
+ Q

c
V
*

+ V
c
= 0 ( 2. 13)

展开即为

5 Q
*
+ Q

c

5t
+ Ñ# Q

*
V

*
+ Q

*
V

c
+ Q

c
V
*
+ Q

c
V

c
= 0, ( 2. 14)

略去二阶小量得

5 Q
*
+ Q

c

5t
+ Ñ# Q

*
V

* + Ñ# Q
*

V
c + Ñ# Q

c
V

* = 0, ( 2. 15)

改写为

5Qc

5t
+ Ñ# Q

*
V

c + Ñ# Q
c

V
* = - Ñ# Q

*
V

* -
5Q*

5t
( 2. 16)

同理取 V
c
= -

VP

AP
Ñ p

c
, Ap 是动量方程主对角系数,又由状态方程得 p

c
= Q

c
T /CM

2
¥ ,所以 Q

c
= CM

2
¥ /Tp

c

= CQp
c
, 代入 ( 2. 16)式得

5 CQp
c

5t
+ Ñ# CQp

c
V
*
= Ñ# Q

*
VP

AP
Ñ p

c - Ñ# Q
*
V

*
-

5Q*

5t
, ( 2. 17)

注意到 CQ = CM
2
¥ /T, 所以

5 CM
2
¥ /Tp

c

5t + Ñ# CM
2
¥

T
p

c
V
*
= Ñ# Q

*
VP

AP
Ñ p

c
- Ñ# Q

*
V

*
-

5Q*

5t . ( 2. 18)

从 ( 2. 18)式可知, 对于不可压缩流体, 声速无穷大, M¥ = 0,时间项和对流项也为零,只剩下扩散项, 退

化为不可压缩的压力修正方程;对于低马赫数流动M¥ < 0. 3,压力修正方程扩散项占优, 对于高超声速

流动M¥ > 5,对流项占优,这就是基于压力的 SIMPLE算法能够计算全速流动的原因. 另一方面,从压

力修正方程推导过程来看, Eu ler方程和 NS方程的修正压力方程形式上完全一样, 所以压力修正方程

即可用于无粘流动计算,也可用于粘性流动计算.

表 1 可压缩 SIM PLE控制方程中的广义密度和广义粘系数

Tab. 1 G eneralized den sity and generalized coeff ic ien t

of v iscosity in th e com pressib le SIM PLE govern ing equations

主变量 广义密度 Q~ 广义粘性数 L~

修正压力方程 pc CM 2
¥ /T QVP /Ap

修正压力方程基于高迎风格式的有限

体积离散我们引入广义密度、广义粘系数

(见表 1), 于是修正压力方程具有如下形式

5 Q
~

p
c

5t + Ñ# Q
~

V
*
p

c
= Ñ# L

~

Ñ p
c
+ Src ,

( 2. 19)

所以压力修正方程能够作基于 GUVS格式

的有限体积离散.

Q
~

Vp
p

c l+ 1
p - p

c l

p

$t
+ E

N

jf= 1
max m jf, 0 p

c l+ 1
p + m in m jf, 0 p

c l+ 1
p j = E

N

jf= 1

Sjf L
~

G j

p
c l+ 1
pj - p

l+ 1
p

dj
+ S rc, ( 2. 20)

G j的计算公式不变, 只是密度和粘系数应该换成这里的广义密度和广义粘系数.

本文利用高迎风格式耦合可压缩 SIM PLE算法, 计算可压缩流动,算例为二维理想流体的凹腔流

动.图 6为不同来流马赫数和宽深比 L /H 的凹腔流场流线图.
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图 6 各种宽深比腔内流动流线图

F ig. 6 The stream lines off low s in cav it iesw ith d ifferen t ratio of length to dep th

3 结  论

将高迎风有限体积格式 ( GUVS)与 SIM PLE系列算法相结合,数值模拟不可压缩和可压缩不同宽深

比腔内流动,获得较好的数值结果,表明六阶精度 GUVS具有分辨率高、稳定性好的良好性能.继续将该

格式应用于复杂流场的数值模拟是下一步将进行的工作.
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