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双轴拉伸应力下后继屈服面的演化研究
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摘　要：屈服面的位置和形状直接影响着材料塑性应变的确定。针对双轴拉伸应力下金属材料的塑性行为，以一种弹

塑性损伤本构理论为基础，研究了后继屈服面在拉－拉应力空间中的演化。考虑了有限变形效应和耦合硬化效应，给出

了屈服面的确定方法，并预测了拉－拉应力空间中的初始屈服面（ＩＹＳ）和后继屈服面，预测结果显示本文提出的理论模型

能一致描述出后继屈服面演化中的前端尖点效应、尾部包氏效应、膨胀／收缩以及移动和畸变。针对两种加工硬化材料
（Ａｌ　６０６１－Ｔ　６５１１和Ａｎｎｅａｌｅｄ　１１００Ａｌ）承受轴向拉伸、环向内压、轴向－环向混合比例加载时的后继屈服面，将模型预测

的结果与文献中的实验结果进行对比。结果表明，所提模型能较好地预测后继屈服面的演化，并能分析其物理机制，为

后继屈服面的演化研究提供了一种可行的方法。

关键词：构元组集模型；后继屈服面演化；耦合硬化效应；尖点效应；包氏效应
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　　金属材料在双轴拉伸应力下的塑性行为一直
以来都广受关注［１－４］。随着金属板材成型和管件
成型等工艺在航空工业和汽车工业中的广泛应

用［５］，需要确定材料在双轴拉伸应力下的塑性变
形，尤其是回弹量的大小，而屈服面的位置及形状
直接影响着塑性应变的确定。因此，研究双轴拉
伸应力下屈服面的演化过程具有重要意义。
目前已经有大量的文献记载对屈服面的研

究［６－１２］，对于初始屈服面（ＩＹＳ），Ｔｒｅｓｃａ屈服准
则、ｖｏｎ　Ｍｉｓｅｓ屈服准则等理论已经被广泛认可；
而实验结果显示，后继屈服面的演化中会出现移
动和畸变［１０－１２］。目前大部分实验和理论研究都
是针对拉－剪应力空间中的，针对拉－拉应力空间
中的研究为数不多。Ｐｈｉｌｌｉｐｓ和Ｄａｓ［７］曾研究应

变小于１％时的屈服面；Ｌｉｎ［１］和 Ｋｕｗａｂａｒａ［１３－１５］

等曾利用十字型试件的双轴拉伸实验来研究屈服

面。近期Ｋｈａｎ等［１２］针对两种加工硬化材料，对
薄壁圆管试件施加轴向拉伸、环向内压、轴向－环
向混合比例加载，得到了一系列有限塑性变形下
拉－拉应力空间中的屈服面。
另一方面，许多学者也致力于用理论模型研

究拉－拉应力空间中屈服面的演化。Ｂａｒｌａｔ等［１６］

曾提出一种各向异性的屈服函数。Ｋｏｒｋｏｌｉｓ和

Ｋｙｒｉａｋｉｄｅｓ［１７］则利用这种屈服函数分析圆管的破
裂对后继屈服面的移动和变形的影响；但这一理
论依赖于已确定的屈服函数，不能解释后继屈服
面的畸变和移动等问题。Ｐｅｅｔｅｒｓ等［１８］利用一种
基于加工硬化／软化的晶体塑性模型预测了材料
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在复杂应变加载路径下的屈服面，研究了屈服面
的形状和大小的改变以及中心点的移动，但缺乏
对屈服面演化过程的讨论。尽管晶体模型能描述
出材料的微结构及塑性变形机制，但存在参数过
多且缺乏物理意义等问题。此外，也有学者将宏
观唯象模型与晶体塑性模型相结合，例如Ｋｏｗａｌ－
ｃｚｙｋ和Ｇａｍｂｉｎ［１９］将材料的微观塑性变形机制引
入到经典塑性理论中研究屈服面，也为研究后继
屈服面演化提供了一种可能的方法。
本文利用一种基于微观物理机制的宏观模型

（构元组集模型）来研究金属材料的后继屈服面在
拉－拉应力空间中的演化。根据对泛函势和

Ｃａｕｃｈｙ－Ｂｏｒｎ准则，用弹簧束构元和体积构元共
同描述材料的弹性变形和损伤行为［２０－２２］，考虑滑
移为晶体塑性的主要变形机制，用滑移构元描述
材料的塑性行为［２３－２４］，由这３种构元组集得到的
弹塑性损伤一体化本构模型称为构元组集模型；
在前期的工作中已经基于模型的理论基础研究小

变形条件下后继屈服面的演化［２４］，并将模型推广
到有限变形条件下［２５］，研究有限变形条件下后继
屈服面在拉－剪应力空间中的演化［２６－２７］。本文将
进一步研究后继屈服面在拉－拉应力空间中的演
化，针对两种加工硬化材料，将预测结果与文献
［１２］中的实验结果进行对比，分析后继屈服面演
化的物理机制。

１　材料本构模型

１．１　弹性损伤本构关系

基于对泛函势和Ｃａｕｃｈｙ－Ｂｏｒｎ准则，将处于
相同取向的原子键看做一个弹簧束构元，将原子
嵌入势的作用抽象为体积构元；弹簧束构元和体
积构元可用来描述材料的弹性变形和损伤，建立
了由Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ应力的Ｊａｕｍａｎｎ导数τ

Δ

和弹性变

形率Ｄｅ组成的本构关系［２６］为

τ

Δ

＝Ｃｅｄ∶Ｄｅ （１）
式中：Ｃｅｄ为弹性损伤切线刚度张量，其分量表达
式为

Ｃｅｄｉｊｋｌ ＝ １２∑
ｎ

ｓ＝１
ｆ（λ（ｓ））ｅ－２λ（ｓ）（ｎ（ｓ）ｊｎ（ｓ）ｌ δｉｋ＋ｎ（ｓ）ｉｎ（ｓ）ｋδｊｌ＋

ｎ（ｓ）ｊｎ（ｓ）ｋ δｉｌ＋ｎ（ｓ）ｉ ｎ（ｓ）ｌ δｊｋ）＋∑
ｎ

ｓ＝１

（ｆ′（λ（ｓ））－２ｆ（λ（ｓ）））·

ｅ－４λ（ｓ）ｎ（ｓ）ｉ ｎ（ｓ）ｊｎ（ｓ）ｋｎ（ｓ）ｌ ＋ｐ′（θ）δｉｊδｋｌ （２）

式中：λ（ｓ）为第ｓ个弹簧束构元的变形；ｆ（λ（ｓ））为
弹簧束构元上的力；ｎ（ｓ）ｉ 为弹簧束构元的方向矢
量在ｉ方向上的方向余弦；δｉｋ为克罗内克δ符号；

θ为体积构元的变形；ｐ（θ）为体积构元上的力。

１．２　弹塑性损伤本构关系

考虑滑移为晶体塑性的主要变形机制，将单
晶塑性理论推广到多晶体，用滑移构元来描述材
料的塑性行为［２４－２５］。
第α个滑移构元的运动学和动力学变量为

滑移量γ（α）和分解剪应力τ（α），Ｐ（α）和Ｑ（α）分别为
第α 个滑移构元的对称和反对称张量，基于

Ｓｃｈｍｉｄ定律，由分解剪应力与宏观应力场之间的
关系，可得到分解剪应力率为［２６］

τ（α）＝τ∶Ｐ（α）＋τ∶Ｐ（α）＝ （Ｐ（α）∶Ｃｅｄ＋Ｑ（α）·

τ－τ·Ｑ（α））∶（Ｄ－Ｄｐ）＝λ（α）∶（Ｄ－Ｄｐ）（３）
式中：τ为Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ应力；Ｄｐ为塑性变形率；λ（α）

的表达式为

λ（α）＝Ｐ（α）：Ｃｅｄ＋Ｑ（α）·τ－τ·Ｑ（α） （４）
根据广义Ｓｃｈｍｉｄ定律，当分解剪应力达到

其临界值时，滑移构元开动，当分解剪应力的增量
与其临界值的增量保持一致时，滑移构元持续开
动。在滑移过程中，临界分解剪应力率与滑移率
之间存在线性化的关系，对于持续开动的滑移构
元有［２６］

τ（α）＝τ（α）＋ｃｒ＝∑
ｍ

β＝１
ｈαβγ

（β） 　∑
ｍ

β＝１
ｈαβγ

（β）＞０

τ（α）＝τ（α）－ｃｒ＝∑
ｍ

β＝１
ｈαβγ

（β）　 ∑
ｍ

β＝１
ｈαβγ

（β）＜
烅

烄

烆 ０

（５）

式中：ｈαβ 为滑移硬化模量，表示第α个滑移构元
滑移一单位时对第β个滑移构元分解剪应力临界
值的影响。每个滑移构元上都有正负两个临界

值，∑
ｍ

β＝１
ｈαβγ

（β）＞０时表示第α个滑移构元分解剪

应力正的临界值τ（α）＋ｃｒ由于硬化而改变，并沿正临
界值的方向开动，此方向为主动开动方向，其反方
向为被动开动方向；反之，亦然［２７］。
对于开动的滑移构元，将式（３）代入到式（５）

中，考虑塑性变形的速度梯度正对称部分Ｄｐ和反
对称部分Ｗｐ与二阶张量Ｐ（α）和Ｑ（α）以及滑移率
之间的关系，对于开动的滑移构元α，滑移率为［２６］
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γ（α）＝∑
ｍ

β＝１

（ｇαβ）－１λ
（β）：Ｄ （６）

式中：

ｇαβ ＝ｈαβ＋λ
（α）：Ｐ（β） （７）

由式（１）、式（５）和式（６）可以得到

τ

Δ

＝τ＋τ·Ｗｅ－Ｗｅ·τ＋τ·Ｗｐ－Ｗｐ·τ＝

Ｃｅｄ：（Ｄ－Ｄｐ）－∑
ｍ

α＝１

γ（α）（Ｑ（α）·τ－τ·Ｑ（α））

（
＝

Ｃｅｄ－∑
ｍ

α＝１
∑
ｍ

β＝１

（ｇαβ）－１λ
（α）λ（β ）） ∶Ｄ （８）

式中：Ｗｅ为弹性变形的速度梯度的反对称部分；
表示张量并积。式（８）对所有开动的滑移构元求和。

定义Ｃｅｐｄ为弹塑性损伤刚度张量，即

Ｃｅｐｄ＝Ｃｅｄ－∑
ｍ

α＝１
∑
ｍ

β＝１

（ｇαβ）－１λ
（α）λ（β） （９）

式中：弹性损伤刚度张量Ｃｅｄ可由式（２）计算得到。
本文将利用滑移构元的力学性质预测后继屈

服面在拉－拉应力空间中的演化，针对以滑移为主
要变形机制的金属材料，弹性变形和损伤量较小，
因此损伤可以忽略。

２　屈服面的预测

２．１　构元的离散

数值计算中需要将弹簧束构元和滑移构元进

行离散，图１（ａ）为将弹簧束构元在空间中离散为

４６个方向，将弹簧束构元的方向作为滑移构元的
法向，对于每一个法向，在其垂直平面内均匀地取

１２个滑移方向（如图１（ｂ）所示），滑移构元在空间
中离散的数目为４６×１２＝５５２。

图１　构元空间离散示意图

Ｆｉｇ．１　Ｄｉｓｃｒｅｔｅ　ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ　ｉｎ　３－Ｄ　ｓｐａｃｅ
　

２．２　屈服面的确定方法

对于开动的滑移构元α，有
τ∶Ｐ（α）－τ（α）±ｃｒ＝０ （１０）

考虑到弹性变形较小，并在Ｃａｕｃｈｙ应力空
间中讨论屈服面，式（１０）在σ１１－σ１２ 和σ１１－σ２２ 应力
空间中可以分别表示为

σ１１Ｐ（α）
１１ ＋２σ１２Ｐ（α）

１２ ＝τ（α）±ｃｒ （１１）

σ１１Ｐ（α）
１１ ＋σ２２Ｐ（α）

２２ ＝τ（α）±ｃｒ （１２）
在σ１１－σ１２应力空间中，由式（１１），第α个滑移

构元的分解剪应力的正负临界值能确定两条临界

线，也就确定了屈服面的两个边界，如图２（ａ）所
示，遍历所有滑移构元的临界线所形成的包络面
就是屈服面。因此，能确定所有滑移构元的分解
剪应力临界值，屈服面就能唯一被确定。类似的，
由式（１２），σ１１－σ２２应力空间中能确定如图２（ｂ）所
示的包络面。图２中滑移构元的分解剪应力临界
值都为初始临界值，得到的是初始屈服面，它们与
Ｔｒｅｓｃａ屈服准则相符合。
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图２　模型预测的屈服面

Ｆｉｇ．２　Ｙｉｅｌｄ　ｓｕｒｆａｃｅｓ　ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ　ｂｙ　ｐｒｅｓｅｎｔ　ｍｏｄｅｌ
　

随着载荷的变化，滑移构元的临界值会发生
改变，临界线也会随之移动，同时不断有新的构元
开动，更多的滑移构元会影响到包络面的形状，后
继屈服面的形状和大小也会随之改变，所以通过
滑移构元上分解剪应力临界值的变化就可以得到

后继屈服面的演化。

２．３　滑移构元的力学性质

滑移构元的力学性质主要由滑移硬化模量

ｈαβ 来反映，它由两部分组成
［２６］：

ｈαβ ＝ｈ
（α，β）
ｉ ＋ｈ（α，β）ｋ ＝

ｈｉｓｉｇｎ（Ｐ（α）∶Ｐ（β））＋
ｈ（α，β）ｋｌ Ｐ（α）∶Ｐ（β）＋（ｈ（α）ｋｓ －ｈ（α，β）ｋｌ ）δαβＰ

（α）∶Ｐ（β（ ）
）

（１３）
式中：ｈ（α，β）ｉ 为等向硬化部分；ｈ（α，β）ｋ 为随动硬化部

分；ｈ（α）ｋｓ 和ｈ（α，β）ｋｌ 分别为随动硬化中的自硬化和潜

在硬化部分。
考虑到幂指数硬化模型能较好地描述宏观应

力－应变关系，等向硬化系数ｈｉ采用幂指数来计
算为

ｈｉ＝２ａｉｓｏｄｉｓｏ ｜εｐ｜＋ τ０＋ｃｒ／ａ（ ）ｉｓｏ
１／ｄ［ ］ｉｓｏ ｄｉｓｏ－１

（１４）
式中：εｐ 为ｖｏｎ　Ｍｉｓｅｓ等效塑性应变；ａｉｓｏ 和ｄｉｓｏ
为等向硬化计算参数；τ０＋ｃｒ为滑移构元临界分解
剪应力的初始值。
类似的，自硬化系数ｈ（α）ｋｓ 也采用幂指数函数

计算为

ｈ（α）ｋｓ ＝２ｃｋｓｍｋｓ ｜γ（α）｜＋ τ０＋ｃｒ／ｃ（ ）ｋｓ １／ｍ［ ］ｋｓ ｍｋｓ－１

（１５）

式中：ｃｋｓ和ｍｋｓ为自硬化计算参数。

同时，考虑先开动的滑移构元影响次开动和
未开动的滑移构元以及硬化矩阵具有对称性，潜
在硬化系数ｈ（α，β）ｋｌ 为

ｈ（α，β）ｋｌ ＝ｑｍｉｎ（ｈ（α）ｋｓ ，ｈ（β）ｋｓ） （１６）

式中：ｑ反映了先开动的滑移构元对次开动和未
开动滑移构元的影响，决定了潜在硬化影响的大
小。通常取０≤ｑ≤１；ｑ＝０时，表示先开动的
滑移构元对次开动和未开动滑移构元没有影响；

ｑ＝１时，这种影响达到最大。

将式（１３）代入到式（５）中，得到

τ（α）＋ｃｒ＝∑
ｍ

β＝１

（ｈ（α，β）ｉ ＋ｈ（α，β）ｋ ）γ（β）＝

　τ（α）＋ｃｒ（ｉ）＋τ（α）＋ｃｒ（ｋ）　　∑
ｍ

β＝１
ｈαβγ

（β）＞０

τ（α）－ｃｒ＝∑
ｍ

β＝１

（ｈ（α，β）ｉ ＋ｈ（α，β）ｋ ）γ（β）＝

　τ（α）－ｃｒ（ｉ）＋τ（α）－ｃｒ（ｋ）　　∑
ｍ

β＝１
ｈαβγ

（β）＜

烅

烄

烆 ０

（１７）

式中：滑移构元主动开动方向上的临界分解剪应
力率被分为了等向硬化部分τ（α）±ｃｒ（ｉ）和随动硬化部
分τ（α）±ｃｒ（ｋ）。考虑到主动开动方向的分解剪应力临
界值的改变会影响被动开动方向的分解剪应力临

界值，对于等向硬化部分，主动开动方向的分解剪
应力临界值的增加使被动开动方向的分解剪应力

临界值减少相同的量，对随动硬化部分，引入参数

ｂ来反映这种影响，由此得到被动开动方向上的
临界分解剪应力率为

τ（α）－ｃｒ＝τ（α）－ｃｒ（ｉ）＋τ（α）－ｃｒ（ｋ）＝－τ（α）＋ｃｒ（ｉ）＋ｂτ（α）＋ｃｒ（ｋ）

　　　　　　　　　　∑
ｍ

β＝１
ｈαβγ

（β）＞０

τ（α）＋ｃｒ＝τ（α）＋ｃｒ（ｉ）＋τ（α）＋ｃｒ（ｋ）＝－τ（α）－ｃｒ（ｉ）＋ｂτ（α）－ｃｒ（ｋ）

　　　　　　　　　　∑
ｍ

β＝１
ｈαβγ

（β）＜

烅

烄

烆 ０

（１８）

式中：ｂ＝０时，被动开动方向不受影响；ｂ＝１时
被动开动方向与主动开动方向的分解剪应力临界

值产生相同的变化。

２．４　后继屈服面及其几何特征

实验证明后继屈服面会出现明显的尖点效应

和包氏效应，并伴随有畸变、膨胀／收缩等现象产
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生［１０－１２］，尽管后继屈服面的演化相当复杂，在本
模型中，确定了滑移构元的分解剪应力临界值，就
能对屈服面的演化进行预测。

２．４．１　尖点效应

计算参数ｑ在形成包络面时主要影响主动开
动方向临界线的移动，决定屈服面前端的形状。

图３为单轴拉伸时ｑ取不同值对后继屈服面形状
和大小的影响，计算中只考虑随动硬化部分，不考
虑主动开动方向上分解剪应力临界值的改变对被

动开动方向上的影响，即ｈｉ＝０，ｂ＝０，取ｍｋｓ＝
１．０，ｃｋｓ＝１．０ＭＰａ。ｑ＝０时，不考虑潜在硬化
的影响，与初始屈服面相比，后继屈服面“前凸”的
程度最大，尖点效应最明显；ｑ＝１．０时，后继屈
服面前端没有发生变化，只是沿加载方向平移，ｑ
的值越小，屈服面前端的尖点效应越明显。因此，

控制计算参数ｑ能预测屈服面前端的尖点效应。

图３　单轴拉伸时模型对后继屈服面尖点效应的预测

Ｆｉｇ．３　Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ　ｆｏｒ　ｖｅｒｔｅｘ　ｅｆｆｅｃｔ　ｏｆ　ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔ　ｙｉｅｌｄ

ｓｕｒｆａｃｅｓ　ｕｎｄｅｒ　ｕｎｉａｘｉａｌ　ｔｅｎｓｉｏｎ
　

２．４．２　包氏效应

计算参数ｂ在形成包络面时决定被动开动方

向的临界线相对主动开动方向移动的距离，图４
为单轴拉伸时ｂ取不同值对后继屈服面形状和大
小的影响，计算中不考虑等向硬化部分，将潜在硬

化的影响取为最大，即ｈｉ＝０，ｑ＝１．０，取ｍｋｓ＝

１．０，ｃｋｓ＝１．０ＭＰａ。从图４中可以观察到明显

的包氏效应：ｂ＝０时屈服面后端不移动，等同于
不考虑包氏效应；ｂ＝１．０时屈服面的前端和后

端移动的距离相同，等同于经典包氏效应；ｂ为其
他值时，等同于附加包氏效应。因此，控制参数ｂ
能预测屈服面的包氏效应。

图４　单轴拉伸时模型对后继屈服面包氏效应的预测

Ｆｉｇ．４　Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ　ｆｏｒ　Ｂａｕｓｃｈｉｎｇｅｒ　ｅｆｆｅｃｔ　ｏｆ　ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔ

ｙｉｅｌｄ　ｓｕｒｆａｃｅｓ　ｕｎｄｅｒ　ｕｎｉａｘｉａｌ　ｔｅｎｓｉｏｎ
　

２．４．３　畸变与收缩

图５为单轴拉伸时参数ｑ和ｂ共同作用下后
继屈服面形状和大小的改变，计算中不考虑等向
硬化即ｈｉ＝０，取ｍｋｓ ＝１．０，ｃｋｓ ＝１．０ＭＰａ，

ｑ＝０．００５，ｂ的值分别取１．０、１．５、２．０。从图５
中可以看出，参数ｑ决定潜在硬化的影响，后继屈
服面前端出现明显的尖点效应，参数ｂ决定包氏
效应的影响，后继屈服面尾部移动，两者的共同作
用使屈服面呈现出前端突出、尾部缩进的特征，同
时上下两端的边界线变短甚至消失，屈服面整体
收缩，呈现出负的交叉效应。因此，通过控制参数

ｑ和ｂ能预测出屈服面的畸变与收缩。

图５　单轴拉伸时模型对后继屈服面畸变与收缩的预测

Ｆｉｇ．５　Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ　ｆｏｒ　ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｃｏｎｔｒａｃｔｉｏｎ　ｏｆ　ｓｕｂｓｅ－

ｑｕｅｎｔ　ｙｉｅｌｄ　ｓｕｒｆａｃｅｓ　ｕｎｄｅｒ　ｕｎｉａｘｉａｌ　ｔｅｎｓｉｏｎ
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２．４．４　膨胀

通过式（１８）可以看出，对于临界分解剪应力
率的等向硬化部分τ（α）±ｃｒ（ｉ），主动开动方向上的分
解剪应力临界值的改变对被动开动方向的影响等

同于参数ｂ取－１．０时的情形，屈服面尾部会向
与加载相反的方向移动。图６是单轴拉伸时参数

ａｉｓｏ取不同值对后继屈服面形状和大小的影响，在
计算中取ｍｋｓ＝１．０，ｃｋｓ＝１．０ＭＰａ，ｑ＝０．００５，

ｂ＝１．０，ｄｉｓｏ ＝１．０，ａｉｓｏ 分别取１．０×１０－７，

０．０２，２　０００ＭＰａ，ａｉｓｏ的值越大，等向硬化系数ｈｉ
的值就越大，屈服面膨胀的程度也越大，正的交叉
效应就越明显。因此，控制等向硬化系数能预测
屈服面的膨胀。

图６　单轴拉伸时模型对后继屈服面膨胀的预测

　Ｆｉｇ．６　Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ　ｆｏｒ　ｅｘｐａｎｓｉｏｎ　ｏｆ　ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔ　ｙｉｅｌｄ

ｓｕｒｆａｃｅｓ　ｕｎｄｅｒ　ｕｎｉａｘｉａｌ　ｔｅｎｓｉｏｎ
　

３　理论预测与实验结果对比

Ｋｈａｎ等［１２］对空心圆管试件施加轴向拉伸、
环向内压、以及轴向－环向混合比例加载３种载
荷，分别得到了低加工硬化材料 （Ａｌ　６０６１－Ｔ
６５１１）和高加工硬化材料（Ａｎｎｅａｌｅｄ　１１００Ａｌ）在
拉－拉应力空间中的屈服面。在这一节中，将针对
这一实验结果进行预测。

３．１　理论计算过程

计算中通过给定应力来得到每个滑移构元上

的分解剪应力临界值。

１）由第ｎ步的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ应力ｎτ计算得到每
个滑移构元的分解剪应力 ｎτ（α）＝τ∶Ｐ（α）。

２）由第ｎ－１步的分解剪应力临界值 ｎ－１τ（α）±ｃｒ

来判断每个构元的状态，只要有一个构元的分解
剪应力超过临界值，即 ｎτ（α） ＞ｎ－１τ（α）＋ｃｒ 或ｎτ（α）＜
ｎ－１τ（α）－ｃｒ，则进入第３）步计算，否则进入第ｎ＋１步
的计算。

３）对于满足ｎτ（α）＞ｎ－１τ（α）＋ｃｒ或ｎτ（α）＜ｎ－１τ（α）－ｃｒ的
构元，第ｎ 步的临界分解剪应力率为ｎτ（α）±ｃｒ＝
τ（α）－ｎ－１τ（α）±ｃｒ；其他构元则有 ｎτ（α）±ｃｒ＝０。

４）根据第ｎ－１步的应变和构元的滑移量，
由式（１３）、式（１４）和式（１５）计算滑移硬化模量

ｈαβ ，计算构元的滑移率为 ｎγ＝ｈ－１αβ ｎτ±ｃｒ，并更新
构元的滑移量为 ｎγ＝ｎγ＋ｎ－１γ，式中ｈαβ为滑移
硬化模量矩阵。

５）计算所有滑移构元的临界分解剪应力率
为ｎτ±ｃｒ＝ｈαβｎγ，其中，等向硬化和随动硬化分别
为 ｎτ±ｃｒ（ｉ）＝ｈ（α，β）ｉ

ｎγ，ｎτ±ｃｒ（ｋ）＝ｈ（α，β）ｋ
ｎγ。

６）更新每个滑移构元的分解剪应力临界值，
主动开动方向为 ｎτ（α）±ｃｒ ＝ｎ－１τ（α）±ｃｒ＋ｎτ（α）±ｃｒ，被动开动

方向为 ｎτ（α）ｃｒ＝ｎ－１τ
（α）
ｃｒ＋ｎτ

（α）
±ｃｒ（ｋ）ｂ－ｎτ（α）±ｃｒ（ｉ）。

７）由每个构元的分解剪应力临界值，根据

２．２节中的方法确定屈服面。

８）计算第ｎ步的塑性应变，并由式（９）计算
弹塑性损伤刚度。

３．２　参数标定方法

由于本文的预测方法不受加载路径的影响，
由轴向拉伸的实验数据确定计算参数，对同种材
料都采用相同的计算参数［２７］。

１）对于初始各向同性材料，每个滑移构元的
临界分解剪应力的初始值都相同，由拉伸的屈服
点或者剪切的屈服点确定，即

τ０＋ｃｒ＝σｓ２
或τ０＋ｃｒ＝τｓ （１９）

２）考虑到后继屈服面前端的尖点效应，由屈
服面“前凸”的程度确定参数ｑ。

３）考虑到后继屈服面的包氏效应，由屈服面
尾部缩进的距离与前端移动距离的比值来确定参

数ｂ。

４）等向硬化计算参数ａｉｓｏ、ｄｉｓｏ 由后继屈服
面整体的膨胀或收缩情况来确定，后继屈服面收
缩时，不考虑等向硬化。因此低加工硬化材料
（Ａｌ　６０６１－Ｔ　６５１１）的等向硬化系数ｈｉ为０。

５）通常，参数ｂ和等向硬化参数ａｉｓｏ、ｄｉｓｏ都
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需要考虑同种加载路径下多个后继屈服面的形状

变化，优化后确定。在以上参数标定后，通过拟合
应力－应变曲线来确定自硬化参数ｍｋｓ、ｃｋｓ的值。
表１和表２为计算时两种加工硬化材料采用

的参数。

表１　屈服面演化计算参数（低加工硬化材料Ａｌ　６０６１－Ｔ

６５１１）

Ｔａｂｌｅ　１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｙｉｅｌｄ　ｓｕｒｆａｃｅ

ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ（ｌｏｗ　ｗｏｒｋ　ｈａｒｄｅｎｉｎｇ　ａｌｕｍｉｎｕｍ　ａｌｌｏｙ

Ａｌ　６０６１－Ｔ　６５１１）

Ｅ／ＧＰａ ν ｃｋｓ／ＭＰａ　 ｍｋｓ

７０．５５　 ０．３６４　 １８７　 ０．０８

ｑ　 ｂ τ０＋ｃｒ／ＭＰａ　 ａｉｓｏ／ＭＰａ　 ｄｉｓｏ

０．００５　 ２．３　 ６０．８

表２　屈服面演化计算参数（高加工硬化材料Ａｎｎｅａｌｅｄ　Ａｌ

１１００）

Ｔａｂｌｅ　２　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｙｉｅｌｄ　ｓｕｒｆａｃｅｓ

ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ（ｈｉｇｈ　ｗｏｒｋ　ｈａｒｄｅｎｉｎｇ　ａｌｕｍｉｎｕｍ　ａｌｌｏｙ

ａｎｎｅａｌｅｄ　Ａｌ　１１００）

Ｅ／ＧＰａ ν ｃｋｓ／ＭＰａ　 ｍｋｓ

７０．４９　 ０．３６４　 ４３．５　 ０．１８

ｑ　 ｂ τ０＋ｃｒ／ＭＰａ　 ａｉｓｏ／ＭＰａ　 ｄｉｓｏ

０．０１　 １．５　 ３．８　 １１．０　 ０．１６

３．３　初始屈服面

图７中给出了模型预测的初始屈服面与实验
结果的对比，预测得到初始屈服面呈六边形，与

Ｔｒｅｓｃａ屈服准则相对应。

图７　模型预测的初始屈服面与实验结果对比

Ｆｉｇ．７　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｉｎｉｔｉａｌ　ｙｉｅｌｄ　ｓｕｒｆａｃｅｓ　ｂｅｔｗｅｅｎ

ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ　ｄａｔａ
　

３．４　后继屈服面

实验中采用了３种加载方式，低加工硬化材
料（Ａｌ　６０６１－Ｔ　６５１１）分别为：轴向拉伸（２％，４％，

６％）、环向内压（２％，４％，６％）以及轴向－环向混
合比例加载（２％，４％，６％）；高加工硬化材料
（Ａｎｎｅａｌｅｄ　１１００Ａｌ）分别为：轴向拉伸（２％，８％，

１６％）、环向内压（２％，８％，１２％）以及轴向－环向
混合比例加载（２％，８％，１２％）。图８～图１０是
模型预测的后继屈服面与实验结果的对比。
从图８～图１０中可以看出，模型预测结果与

实验结果基本符合，两种材料的后继屈服面前端
突出，尾部缩进；随着应变的增加，低加工硬化材
料（Ａｌ　６０６１－Ｔ　６５１１）的后继屈服面收缩，呈现负
的交叉效应，高加工硬化材料（Ａｎｎｅａｌｅｄ　１１００Ａｌ）



　陈岑等：双轴拉伸应力下后继屈服面的演化研究 ２２３７　

图８　轴向拉伸时模型预测结果与实验结果对比

Ｆｉｇ．８　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔ　ｙｉｅｌｄ　ｓｕｒｆａｃｅｓ　ｉｎ　ａｘｉａｌ

ｌｏａｄｉｎｇ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ　ｄａｔａ
　

图９　环向内压时模型预测结果与实验结果对比

Ｆｉｇ．９　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔ　ｙｉｅｌｄ　ｓｕｒｆａｃｅｓ　ｉｎ　ｈｏｏｐ
ｌｏａｄｉｎｇ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ　ｄａｔａ

图１０　轴向－环向混合比例加载时模型预测结果与实验

结果对比

Ｆｉｇ．１０　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔ　ｙｉｅｌｄ　ｓｕｒｆａｃｅｓ　ｉｎ　ｃｏｍ－
ｂｉｎｅｄ　ａｘｉａｌ　ａｎｄ　ｈｏｏｐ　ｌｏａｄｉｎｇ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ

ａｎｄ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ　ｄａｔａ
　

的后继屈服面膨胀，呈现正的交叉效应。后继屈
服面前端突出是由于潜在硬化的影响，而尾部缩
进则是由于包氏效应，两者共同作用下屈服面收
缩，而在等向硬化的作用下屈服面膨胀。
由于实验中采用了１０με的偏移应变定义屈

服点，而计算中则是严格按照比例极限来定义屈
服点，并且采用了预应变加载，因此，预测结果与
实验结果存在一定的差异。

４　结　论

１）对于以滑移为主要塑性变形机制的金属
材料，本文采用的本构模型能较好地预测后继屈
服面在拉－拉应力空间中的演化，包括尖点效应、



　２２３８　 航　空　学　报 Ｄｅｃ．２５　２０１２Ｖｏｌ．３３Ｎｏ．１２

包氏效应、畸变、膨胀／收缩等。

２）后继屈服面的畸变、膨胀／收缩对材料的
塑性行为有至关重要的影响，工程计算时，应当采
用能反映后继屈服面形状和大小变化的塑性理论。
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