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基于模型减缩的并行共轭梯度算法研究

聂雪媛，丁　桦
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摘要：有限元并行计算被应用于求解大规模工程问题。为进一步提高计算效率，将模型减缩方法引入到并行计

算区域划分步骤中，采用共轭梯度法，推导了适用于分布式并行环境的模型减缩并行算法。该方法在模型减缩

的基础上，将边界节点进一步分为“本地节点”和 “共享节点”，各任务处理器仅交换“共享节点”相关数据，降低

了数据交换量，同时仅保存降阶后的区域矩阵，减少了内存存储。编制了 ＭＰＩ并行计算程序，并通过算例对该

方法和普通有限元并行方法进行了比较，验证了算法的有效性。
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　　有限元法（ＦＥＭ）是当今科学和工程领域中分析连续物理系统应用最广泛的数值分析方法，该方法的
要点是将结构按照某种原则离散为若干子域继而进行单元分析，传统的串行有限元分析是按单元顺序逐
个进行的，每分析完成一个单元，就将其叠加到总体刚度矩阵中。当遇到大型或超大型复杂工程结构时，
为保证数值解的精度，需借助大量的多节点高阶单元，将结构细分，此时，串行有限元分析方法受求解此类
问题所需的计算时间长和内存大的限制，难以实现这些结构的计算，使其应用受到束缚，因此在科学研究
和工程结构分析中引入高性能并行计算势在必行

［１］。有限元法的“化整为零、积零为整”的基本思想与并
行处理技术的基本原则“分而治之”基本一致，因此有限元法存在高度的内在并行性［２］。
可见串行有限元在大型复杂结构中的应用之所以受到制约，根源于结构自由度的剧增，导致计算量的



增大。若在使用并行算法之前，先对大规模系统进行模型减缩，使系统的自由度减小，必将能进一步提高
系统的计算效率。在一般有限元分析计算过程中，单元分析，生成总体刚度矩阵和总荷载向量以及方程组
求解，是有限元求解的关键，且占据了整个有限元分析计算量的８０％以上［３］。基于此，本文针对这三个计
算量大的步骤，实现了并行计算，即在有限元模型的基础上，基于并行迭代求解的共轭梯度法，采用文献
［４］提出的模型简化方法，给出了适用于分布存储并行机的模型减缩并行计算算法（Ｍｏｄｅｌ　Ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ　Ｐａｒ－
ａｌｌｅｌ　Ｃｏｎｊｕｇａｔｅ　Ｇｒａｄｉｅｎｔ简写为ＭＲ－ＰＣＧ）。对于数据交换，采用按需收集、按需散发的数据交换技术，以
减少数据交换量。该算法采用ＭＰＩＣＨ２和Ｆｏｒｔｒａｎ语言编程实现，程序的基本框架对于一大类问题（刚度
矩阵对称正定）的有限元法并行求解都是适用的。

１　模型减缩方法介绍

文献［４］中的模型减缩的基本思想是：在有限元划分模型的基础上，根据运动同步性假设，将结构划分
为若干同步性区域，区域边界节点的自由度保留，内部节点的自由度则利用已知位移模态（如刚体位移模
态），由区域质心超节点（即用来表征内部节点运动模态的节点，本文选用表征刚体位移模态平动和转动自
由度的质心节点）凝聚，达到减小整体结构的自由度数。由于刚体运动可以看作是位移同步性假设的极值
状态，因此下面以刚体模态为例来描述运动同步性区域的位移（以位移元为例）即
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其中ｕ为结构的节点位移向量，ｎ为划分的同步性区域个数，ｕｓ为划分区域的边界节点位移向量，ｕｉｌ为
划分的第ｌ个区域的内部节点位移向量（ｌ＝１，…，ｎ），ｑｌ（ｌ＝１，…，ｎ）为同步性区域的内部超节点位移向
量，Ｒｌ（ｌ＝１，…，ｎ）为内部第ｌ个同步性区域节点的位移变换矩阵。该矩阵具体计算步骤如下：设ｕｊ 为
第ｌ个区域的第ｊ个内部节点（ｊ＝１，…，ｍ，ｍ 代表该区域内部节点数），由刚体运动的基本理论可知
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其中ｘｌｊ，ｙｌｊ，ｚｌｊ表示该区域中任一内部节点ｊ的相应坐标与该区域超节点相应坐标的差值，由此可得第ｌ

个区域位移变换矩阵Ｒｌ＝

Ｒ１
Ｒ２


Ｒ

烄

烆

烌

烎ｍ

。

经修正后的模型简化节点位移向量与原系统节点位移向量间的关系为

ｕ＝（ＲＴ）＋ＲＴＫＲｑ＝Ｋ－１（（ＲＴＲ）－１　ＲＴ）ＴＲＴＫＲｑ＝Ｔｑ （２）

其中Ｋ 为同步性区域的刚度矩阵。
将（２）带入结构动力学方程
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Ｍ̈Ｕ＋ＣＵ＋ＫＵ＝Ｆ （３）
及

ＭＲ̈ｑ＋ＣＲｑ＋ＫＲｑ＝ＦＲ （４）

式中 Ｍ，Ｃ，Ｋ 为原始有限元结构的质量、阻尼和刚度矩阵；ＭＲ＝ＴＴＭＴ，ＣＲ＝ＴＴＣＴ，ＫＲ＝ＴＴＫＴ 为修

正后简化结构的质量、阻尼和刚度矩阵，ＦＲ＝ＴＴＦ为简化模型的载荷向量。

２　模型减缩并行算法（ＭＲ－ＰＣＧ）

基于模型减缩的并行算法就是以上述划分的同步性区域为求解单元，将求解单元的边界自由度再分
为“本地节点”自由度（即该节点不被其他区域共享）和“共享节点”自由度（与其他区域共有的节点）。将每
个求解单元映射到相应的处理器，在各处理器上所对应单元的质量／刚度矩阵 ＭＲ、ＫＲ以及载荷向量ＦＲ。

按照“本地节点”自由度和“共享节点”自由度进行分块。“本地节点”自由度可直接在当前处理器进行处
理，“共享节点”自由度对应的矩阵元素通过相邻单元节点间的数据交换来形成，可避免总刚度阵和总质量
阵的生成。此后各处理器上仅包含本求解单元的信息而不再涉及其他任何求解单元，所以可以独立进行
求解，从而达到完全并行的目的。

在式（４）中，质量矩阵为协调质量矩阵。由于质量矩阵只和位移有关，因此在相同精度要求下，为简化
计算可采用集中质量阵，同时为描述问题方便，本文仅考虑无阻尼项的系统。此时，（４）式变为
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针对上述求解模型，具体算法过程如下
（１）划分同步性区域，分配并行任务：
对大型结构划分ｎ个同步性区域，并将区域边界节点分为“共享节点”和“本地节点”，由（５）式可得
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划分的第ｉ个同步性区域的动力学方程为
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式中上标ｉ代表划分的第ｉ个同步性区域（ｉ＝１，２，…，ｎ），ｕｉｓｌ为第ｉ个区域“本地节点”位移向量，ｕｉｓｃ为

第ｉ个区域“共享节点”位移向量，Ｍｉ
ｑｑ为第ｉ个区域的集中质量阵，Ｋｃｃ＝∑

ｎ

ｉ＝１
Ｋｉｃｃ，Ｆｓｃ＝∑

ｎ

ｉ＝１
Ｆｉｓｃ，ｕｓｃ

＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｕｉｓｃ，（注：本文中的∑ 不是简单的叠加而是将每个区域的矩阵元素根据节点编号“对号入座”的集

成，其意义见［５］）。
将划分的ｎ个区域映射到ｎ个处理器，在第ｉ个处理器上求解的方程组即式（７）。
每个处理器上进行以下步骤的运算

（２）初始化，给定阈值ε，和初值：ｑｉ（０）＝０；
ｕｉｓｌ（０）

ｕｉｓｃ（０
烄

烆

烌

烎）
＝０

（３）求解ｑｉ（ｋ＋１），ｕｉｓ（ｋ＋１），ｋ＝０，１，…

（３．１）采用中心差分法显式求解ｑｉ（ｋ＋１）。将（７）式第一行展开得
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该式中各项仅与本域内的节点信息相关，在各自的处理器上即可完成计算。因此可直接计算出ｑ̈ｉ（ｋ），采
用中心差分法，求解超节点在ｋ＋１时刻的位移为

ｑｉ（ｋ＋１）＝̈ｑｉ（ｋ）Δｔ２＋２ｑｉ（ｋ）－ｑｉ（ｋ－１）
（３．２）求解区域边界节点位移ｕｉｓ（ｋ）：将式（７）中的后两项展开整理得
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熿

燀

燄

燅
ｉ

（９）

由于Ｋｉｃｃ，Ｆｉｓｃ包含了与其他区域共享的边界节点，需要进行相邻区域间共享节点的通信。采用并行共轭
梯度法实现。

（ａ）计算
ｒｉ（０）ｓｌ ＝Ｋｉｌｌｕｉｓｌ（ｋ）＋Ｋｉｌｃｕｉｓｃ（ｋ）－Ｆｉｓｌ－Ｋｉｌｑｑ

ｉ（ｋ）

ｒｉ（０）ｓｃ ＝Ｋｉｃｌｕｉｓｌ（ｋ）＋Ｋｉｃｃｕｉｓｃ（ｋ）－Ｆｉｓｃ－Ｋｉｃｑｑ
ｉ（ｋ）

将与第ｉ个区域相邻的所有区域对该区域的“共享节点”的贡献叠加，即ｒ^ｉ（０）ｓｃ ＝ ∑
ｎｅｉｇｈｂｏｕｒ（ｉ）

ｊ＝１
ｒｊ（０）ｓｃ （ｎｅｉｇｈｂｏｕｒ（ｉ）

为与第ｉ个区域相邻的区域个数，包括第ｉ个区域），该累加通过分布式处理器上数据通讯实现。
（ｂ）令ｄｉ（ｌ）ｓｌ ＝－ｒｉ

（ｌ）
ｓｌ ，ｄｉ

（ｌ）
ｓｃ ＝－︵ｒｉ（ｌ）ｓｃ ，︵ｄｉ

（ｌ）＝（ｄｉ（ｌ）ｓｌ ，ｄｉ
（ｌ）
ｓｃ ）

Ｔ，ｌ：＝０
︵ｒｉ（ｌ）＝（ｒｉ（ｌ）ｓｌ 　︵ｒｉ（ｌ）ｓｃ ）

Ｔ

计算标量γ（ｌ）＝Ｉｎｎｅｒｐｒｏｄ（^ｒｉ
（ｌ），^ｒｉ（ｌ））

ＩｎｎｅｒＰｒｏｄ具体实现为［６］

Ｆｕｎｃｔｉｏｎ　Ｉｎｎｅｒｐｒｏｄ（ａ，ｂ）

ｃ＝ ∑
ｓｉｚｅ（ｕｉｓｌ）

ｊ＝１
ａ（ｊ）＊ｂ（ｊ）＋ ∑

ｓｉｚｅ（ｕｉｓｃ＋ｕ
ｉ
ｓｃ
）

ｊ＝ｕ
ｉ
ｓｃ＋１

（ａ（ｊ）＊ｂ（ｊ）／ｓｈａｒｅｄ（ｊ））

ＭＰＩＡｌｌＲｅｄｕｃｅ（ｃ，Ｉｎｎｅｒｐｒｏｄ，ＭＰＩＳＵＭ）

Ｅｎｄ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ

其中ｓｈａｒｅｄ（ｊ）为本处理器所对应区域的各“共享节点”被其他区域共享的次数（包括本区域），若 γ（ｌ槡 ）≤
ε，则停止迭代，令ｋ＝ｋ＋１转至（３）。

（ｃ）计算

ｗｉ（ｌ）ｓｌ ＝Ｋｉｌｌｄｉ
（ｌ）
ｓｌ ＋Ｋｉｌｃｄｉ

（ｌ）
ｓｃ

ｗｉ（ｌ）ｓｃ ＝Ｋｉｃｌｄｉ
（ｌ）
ｓｌ ＋Ｋｉｃｃｄｉ

（ｌ）
ｓｃ

︵ｗｉ（ｌ）ｓｃ ＝ ∑
ｎｅｉｇｈｂｏｕｒ（ｉ）

ｊ＝１
ｗｊ（ｌ）ｓｃ

ｗｉ（ｌ）＝（ｗｉ（ｌ）ｓｌ ，︵ｗｉ
（ｌ）
ｓｃ ）

Ｔ

α（ｌ）＝ γ（ｌ）

Ｉｎｎｅｒｐｒｏｄ（ｄ
（ｌ）
ｓ ，ｗ

（ｌ）
ｓ ）

（ｄ）ｕｉ（ｌ＋１）ｓｌ ＝ｕｉ（ｌ）ｓｌ ＋α
（ｌ）ｄｉ（ｌ）ｓｌ

ｕｉ（ｌ＋１）ｓｃ ＝ｕｉ（ｌ）ｓｃ ＋α
（ｌ）ｄｉ（ｌ）ｓｃ

（ｅ）ｒｉ（ｌ＋１）ｓｌ ＝ｒｉ（ｌ）ｓｌ ＋α
（ｌ）ｗｉ（ｌ）ｓｌ

ｒ^ｉ（ｌ＋１）ｓｃ ＝^ｒｉ（ｌ）ｓｃ ＋α
（ｌ）^ｗｉ（ｌ）ｓｃ

︵ｒｉ（ｌ＋１）＝（ｒｉ（ｌ）ｓｌ 　︵ｒｉ（ｌ＋１）ｓｃ ）Ｔ
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（ｆ）γ（ｌ＋１）＝ｉｎｎｅｒｐｒｏｄｕｃｔ（^ｒｉ
（ｌ＋１），^ｒｉ（ｌ＋１））

（ｇ）β
（ｌ）＝γ

（ｌ＋１）

γ（ｌ）

ｄｉ（ｌ＋１）ｓｌ ＝－ｒｉ（ｌ＋１）ｓｌ ＋β（ｌ）ｄｉ（ｌ）ｓｌ

ｄｉ（ｌ＋１）ｓｃ ＝－^ｒｉ（ｌ＋１）ｓｃ ＋β（ｌ）ｄｉ（ｌ）ｓｃ

若 γ（ｌ＋１槡 ）≤ε则ｕｉｓｌ（ｋ＋１）＝ｕｉ
（ｌ＋１）
ｓｌ ，ｕｉｓｃ（ｋ＋１）＝ｕｉ

（ｌ＋１
ｓｃ ，ｋ＝ｋ＋１，转至（３），否则ｌ＝ｌ＋１，转至

（ｃ）。迭代是以残差‖γ‖２≤ε为收敛准则。

并行实现时，在每个处理器上只存储该区域的信息，包括在该处理器上生成的刚度阵 Ｍｉ
Ｒ，ＫｉＲ 以及

仅作用在该区域节点上的载荷。本算法中所涉及到的处理器间的数据交换仅仅只交换与“共享节点”相关
的数据，以保证通信开销不会太大。此外还需要注意的是，在（ａ）中涉及到相邻区域对“共享节点”贡献的
叠加，只有各相邻区域的“共享节点”必须按照一定的顺序（即都按照节点由小到大或者由大到小的顺序）
进行编号，才能保证叠加的正确。

３　算例

对本文所介绍的算法，采用Ｆｏｒｔｒａｎ语言，编写了ＭＰＩ程序。并在银河高性能计算机系统中实现。
图１为由两种材料构成的悬臂梁模型。左部分几何尺寸：０．５×０．５ｍ，材料参数：Ｅ＝１．０×１０１０Ｐａ，μ

＝０．２５，ρ＝４５００ｋｇ／ｍ３，右部分几何尺寸０．３×０．３ｍ材料参数：Ｅ＝１．０×１０９Ｐａ，μ＝０．３，ρ＝４０００ｋｇ／

ｍ３，自由端受图２所示冲击载荷的作用。以 ＭＲ－ＰＣＧ法实现并行，和有限元法求解进行比较，来对程序进
行验证。
以采用有限元法直接求解的结果作为标准，将模型（见图１）用本文方法划分为２个同步性区域进行

计算，如图３所示，图中●为“本地节点”，○为“共享节点”，＋为“超节点”。

图１　有限元模型

Ｆｉｇ．１　Ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔｓ　ｍｏｄｅｌ

图２　载荷模型

Ｆｉｇ．２　Ｌｏａｄ　ｍｏｄｅｌ

模型施加冲击载荷后加载点的位移时程与有限元求解的对比如图４所示。
并行加速比是并行计算中常用的性能指标

［７］。它是指完成同样的计算量时，串行耗时与并行耗时之
比。对算例采用有限元直接并行化和用本方法并行化所得的加速比分别为１．８９，１．９６，应用本方法的加
速比大于进程数是由于同时使用了模型减缩和并行计算而产生的双重功效。

４　结论

基于模型减缩的共轭梯度并行算法将模型节点自由度减缩和分布式并行算法结合，使并行计算达到
了事半功倍的效果，进一步提高了计算效率。从本文的分析中可以得到以下结论：

（１）在实现并行计算之前，采用模型减缩对所划分区域进行预处理，能使进行并行计算的任务模型维
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图３　划分２个同步性区域

Ｆｉｇ．３　Ｔｗｏ　ｄｏｍａｉｎｓ　ｗｉｔｈ　ｍｏｖｅｍｅｎｔ　ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ

图４　加载点位移比较

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｏｆ　ｌｏａｄ　ｐｏｉｎｔ

数降低，节省内存需求和计算开支；
（２）采用按需收集、按需发送的数据交换形式，在每个并行任务间仅交换“共享节点”相关信息，尽可

能减少通信开销；
（３）计算实例表明，与传统并行有限元计算相比，在加速比性能方面得到了改善，对于大型复杂结构

的计算，该性能指标的提高将更加显著。
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