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一端自由一端固支曲线梁的自由振动 

 

张  良，史  民，*曾晓辉 

(中国科学院力学研究所，北京 100190) 
 

摘  要：依据曲线梁弹性理论，对一端自由和一端固支的曲线梁进行了面内和面外自由振动分析。依据曲线梁两

端的边界条件，对振动方程进行了求解。给出了不同开口条件下，曲线梁面外振动特征计算结果。进而，分析了

几种不同材料曲线梁的自由振动特性。 
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FREE VIBRATION OF CLAMPED-FREE SUPPORTED CURVED BEAM 
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Abstract:  In this study, in-plane and out-of-plane free vibrations of curved beam are investigated by applying 
curved beam elasticity theory. Based on the boundary conditions of curved beam’s two ends, some work on 
analytical solution and numerical solution of the vibration equations is done. The paper gets some result about 
out-of-plane free vibrations of curved beam with different opening angles. The author does some calculation about 
piston rings manufactured by different materials.  
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曲线梁在工程中应用很广，桥梁、大挠度系缆、发动机活塞环等结构均可视为不同种类的曲线梁。国

内外学者对于曲线梁理论[1-5]作了不少研究。Archer从Love的运动基本方程出发[6],研究了小截面非完整圆环

的面内非伸缩振动[7]。Irie等人基于Timoshenko梁理论利用传递矩阵法求解了各种边界条件下等截面圆弧拱

的面内振动[8]。国内也有些学者多将曲线梁理论用于桥梁特性计算[9]。但是将曲线梁理论应用到活塞环振

动特性计算的研究还很少。 
本文主要运用曲线梁理论研究了活塞环在活塞冲程中的面内振动和面外自由振动特性。编制了计算活

塞环振动特性的程序，并进行了算例的计算。 

1 振动方程的建立 

本文依据 love 的弹性曲线梁理论,从曲梁的平衡微分方

程出发分别了建立活塞环的面内和面外振动方程。 

1.1 面内振动方程的建立 

如图 1 所示的曲杆，依据曲梁微段的平衡条件可以得到

以下方程： 
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图1  振动方程计算简图 (a) 圆形截面 (b) 矩形截面
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上式中 w 和 v 分别为切向和径向的位移；右上角的“'”表示对曲线坐标 s 的微分； xEI 和 EA分别为曲

杆在平面内的抗弯刚度和抗挤压刚度； R 为曲杆任一点的曲率半径； rp 和 sp 分别为沿曲杆分布的径向和

切向荷载。 
考虑到线性方程的振动是简谐的，对于等截面曲线梁，由于 xEI 、 EA和 R 均为常数，得到等截面曲

线梁平面挠曲的固有振动方程为： 
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m是计算圆弧微段的质量。 
1.2 面外振动方程的建立 

依据 Heins 的计算理论
[10]

，从其弹性平衡方程出发，曲线梁的面外振动方程可以表示为： 
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上式中u 和 分别为侧向位移和扭转角； y
EI 、 d

GI 、和 w
EI 分别为拱截面的侧向挠曲刚度、自由扭转刚

度和约束扭转刚度； q 和 M 分别为沿拱轴分布的侧向荷载和扭转力矩荷载。 

面外振动时，截面上的所有质量的惯性力将形成水平方向的惯性力和绕截面扭转中心的惯性矩。对于

闭口截面的曲线梁，约束扭转项相对于自由扭转项是微小的，可以忽略不计。考虑到本文讨论的结构截面

的双对称性和线型振动的简谐性，所以 
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sI 是截面质量对扭心的极惯性矩。 

2 振动方程的求解 

2.1 面内振动方程求解 

并引入面内振动时曲线梁轴向不伸缩的假定： 0w
R


    ，对方程(2)进行化简，得到等截面曲线梁平

面挠曲的固有振动方程为： 
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上式中为对应于曲线坐标的圆心角， ds Rd ，
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其通解为： 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3cos sin cos sin cos sinw A n B n A n B n A n B n            

其中 1n 、 2n 和 3n 是方程(5)特征方程的根。由轴向不伸缩假定：v Rw ，可以求得v。上面求解过程中

和六个待定常数是未知的，依据曲线梁两端的六个边界条件所得到的方程组，由系数行列式的值等 0，

就可以求出，带到方程组中就可以求出待定常数的值。 

固定端的位移条件(轴向、径向位移和弯曲角)： 0, 0, 0w v v     

自由端的力条件(弯矩、轴力和剪力)：  0, 0, 0M N Q      

2.2 面外振动方程求解 

由于闭口截面的曲线梁，约束扭转项相对于自由扭转项是微小的，忽略可以不计。对方程(4)进行解

耦： 
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分别求出方程(6)通解和特解 
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将上面的结果带入方程(4)中的第一个式子，并不考虑翘曲扭转项，结果为 
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同样可以分别求出通解和特解，得到： H Pu u u   

同 2.1 中的方法，依据曲线梁两端的边界条件，可以进行求解。 
固定端的位移条件(侧向位移、弯曲角，扭转角)： 0, 0, 0u u     

自由端的力条件(弯矩、剪力和扭矩)：  0, 0, 0M Q T    

3 算例分析 

3.1 考虑不同开口曲线梁的自振频率(圆形截面) 

本例中作者运用自编的程序分别考虑了开口角度为：

60°、120°、180°、240°、300°时，曲线梁的面外振动的情况。

为了与现有文献对比，本例中采取圆形截面。  

      表 1  不同开口角度的曲线梁的面外振动频率 

开口角度 60 120 180 240 300 

程序结果 582.5 147.2 68.95 43.4 33.15

这里参考 Ekrem 的方法
[5]
，引入频率无量纲系数：

2 2 / dc R m EI  ,这里 为开口角度，这样可以得到开口

角度与无量纲量之间的关系图，并将本例程序的结果与

Ekrem 的文献结果进行了对比(如图 2),吻合良好。 

3.2 几种不同材料自振频率的比较(矩形截面) 

本文分别用自编程序计算了灰口铸铁、球墨铸铁和碳钢三种材料活塞环的振动特性。由于活塞环截面

的特征长度与半径之比： / 0.1h R  ，故本文中没有考虑矩形截面活塞环的翘曲影响。因为 360°活塞环

 

图 2  本文结果与 Ekrem 文献对比 
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的对称性，我们可以取 180°半圆弧结构进行分析，为了较为准确的模拟活塞环的边界约束条件，算例中

的边界条件为：一端固定，一端自由 。 

表 2  不同活塞环材料的振动特性 

材料 弹性模量 En·GN/m2 
密度 

kg/m3(*103) 
面内振动频率 面外振动频率 

灰口铸铁 83-134 6.94 92.78 57.81 
球墨铸铁 155-165 7.32 100.36 62.62 
碳钢 185-210 7.74 109.26 68.11 

从表 2 中可以看出，随着材料弹性模量的增加，活塞环的面内振动和面外振动频率均会有所增加，这

对于在工程中选择合适的活塞环材料具有参考价值。 

4 结论 

本文应用曲线梁理论计算了不同的开口情况下，等截面曲线梁结构的振动特征变化：曲线梁结构开口

越大，自由振动的频率越低。本文还用曲线梁理论计算了几种不同的材料活塞环，相同尺寸条件下，材料

的弹性模量越大，活塞环的振动频率越高。 
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