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三维双楔面定常超声速流动研究

杨　旸，滕宏辉，姜宗林
（中国科学院力学研究所高温气体动力学重点实验室，北京１００１９０）

摘　要：将三维对称双楔面上超声速流动形成的定常激波结构简化到二维截面进行分析，利用二维非定常激波楔

面反射理论求解该三维激波相互作用结构，并通过求解三维Ｅｕｌｅｒ方程对该理论分析结果做出数值模拟验证。数

值模拟结果显示，对于双楔面超声速流动，在一定的双楔面倾角和来流马赫数的组合下，三维空间内的定常激波在

取定的二维截面上形成了二维定常激波反射中无法形成的过渡马赫反射及双马赫反射等结构。通过理论分析解

释了该现象的形成原因，并分析得出了形成不同激波反射结构的楔面倾角和来流马赫数的组合范围。此外，还探

讨了两楔面间夹角以及楔面前缘后掠角对该激波反射结构的影响，发现相对于适用于非定常激波楔面反射的声速

准则，该问题中的规则－马赫反射转变更遵循于适用于定常激波反射的ｖｏｎ　Ｎｅｕｍａｎｎ准则。
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０　引　言

　　三维双楔面超声速流动是一个具有广泛应用背
景的研究问题。对于超声速／高超声速飞行器，其翼
身结合、垂尾／平尾夹角等处会形成复杂的三维激波／
激波相互作用和激波／边界层相互作用，影响飞行器
的气动性能。又如对于超燃冲压发动机三面压缩进
气道，双楔面超声速流动形成的三维激波结构会导致
低总压区的形成，降低进气道的总体性能。过去的几
十年里，人们对于该问题给予了足够的重视并开展了
较多的研究［１－７］。Ｃｈａｒｗａｔ等［１］对该问题做出了较早
的研究，并依据实验结果阐述了三维激波相互作用后
形成的桥激波、透射激波等基本波系结构。Ｗａｔｓｏｎ
等［２］通过实验发现透射激波与边界层相互干扰形成

的三维λ波及三维涡结构，并依此解释了壁面热流和
压力的变化。Ｍａｒｓｉｌｉｏ［５］对该问题中涡的不稳定性做
出了数值研究，结果显示随着来流马赫数的增加，截
面上的滑移线逐渐卷起形成对称结构的涡，并随着马
赫数的进一步增加而失稳并不再对称。岳连捷等［６］

从进气道角度研究该问题，发现激波相互作用形成的
桥波区总压恢复系数较低，并研究了楔面角度变化对
桥波区的影响。该双楔面超声速流动问题主要包括

远离边界层近似无粘的激波／激波相互作用和粘性主
导的激波／边界层相互作用两个方面，在具体研究过
程中可以将其分别讨论。图１是该三维无粘流动的
示意图，其中来流马赫数为Ｍ０，两个楔面的倾角和激
波角分别为θ和β，前缘后掠角及双楔面间夹角分别
为χ和ν。θｎ 和βｎ 分别为垂直于楔面前缘方向上的
楔面角度和斜激波角，当后掠角χ趋于０时θｎ 和βｎ
分别趋于θ和β。超声速流动使得两个楔面上分别形
成斜激波面ｉ，其相互作用后在对称面反射形成规则
或马赫反射。对于马赫反射，在两楔面夹角处形成桥
激波ｍ。图２为 Ｇｏｏｎｋｏ等［７］的无粘数值模拟结果
中垂直于来流方向的二维截面上的激波结构。可以
看到，截面中的定常激波在对称面上反射形成了过渡
马赫反射和双马赫反射结构，然而这两种反射结构在
二维定常激波反射中是无法形成的［８］。因此，三维双
楔面超声速流动形成的激波／激波相互作用在二维截
面上的定常激波反射结构无法用二维定常激波反射

理论解释。之前人们的研究大多是通过实验和数值
模拟得出结论，并没有从理论上分析和解释三维空间
内形成这种激波结构的原因，也没有给出形成各种不
同马赫反射结构的来流马赫数和楔面倾角组合范围。
本文着眼于远离边界层的三维激波相互作用，通过理
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论分析将该三维定常激波相互作用与二维非定常激

波反射建立联系，解释了二维截面上形成过渡马赫反
射和双马赫反射的原因。同时，通过二维简化，利用非
定常激波楔面反射理论求解得出截面上形成各种反射

结构的马赫数和楔面倾角组合范围以及双楔面间夹

角、前缘后掠角的影响，并通过数值模拟加以验证。

图１　三维双楔面超声速流动示意图
Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｏｆ　ｓｕｐｅｒｓｏｎｉｃ　ｆｌｏｗ　ｏｖｅｒ

３－Ｄ　ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｎｇ　ｗｅｄｇｅｓ

（ａ）Ｍ０＝６，θ＝１０°　　　　　　（ｂ）Ｍ０＝６，θ＝１５°
图２　二维横截面上过渡马赫反射和双马赫反射

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅ　ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎａｌ－Ｍａｃｈ　ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｄｏｕｂｌｅ－Ｍａｃｈ
ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｏｎ　２－Ｄ　ｃｒｏｓｓ　ｓｅｃｔｉｏｎ

１　理论分析方法

　　由于本文所探讨的双楔面是对称结构，因此在两
楔面之间三维空间中存在有对称面，理论分析时只需
考虑对称面的一侧即可。由于目前为止还没有三维
激波相互作用的理论，因此该三维问题需要二维简化
后才能进行理论分析。将三维激波简化到二维截面
进行分析的前提是截面内的激波只具备二维特性，即
在截面内二维激波前后垂直于截面的气流速度分量

不因激波的存在而改变，二维激波的存在只改变了截
面内平行于截面的气流速度分量。基于以上考虑，选
取垂直于斜激波面ｉ与对称面的交线ＡＢ 的截面作
为二维特征截面简化该三维问题，如图３所示。图４
是该特征截面的示意图，截面内激波ｉ′前后的气流速
度分别被分解为垂直于截面的速度分量和平行于截

面的速度分量。若能证明激波前后垂直于截面的速
度分量相等，即Ｍ０ｎ＝Ｍ１ｎ，则此二维简化是可行的。

以下对此进行证明：

　　对于来流马赫数Ｍ０，前缘后掠角和双楔面间夹
角分别为χ和ν的流动，来流经过斜激波面ｉ后的速
度矢量为：

　　Ｍ１ ＝ （Ｍ１ｘ，Ｍ１ｙ，Ｍ１ｚ） （１）
其中：

　　Ｍ１ｘ ＝ｃｏｓβｎｃｏｓθｎ＋ｓｉｎβｎｓｉｎθｎｓｉｎ
２
χ

ｃｏｓ（βｎ－θｎ）
Ｍ０ （２）

　　Ｍ１ｙ ＝
ｓｉｎβｎｓｉｎθｎｓｉｎχｃｏｓχ
ｃｏｓ（βｎ－θｎ）

Ｍ０ （３）

　　Ｍ１ｚ ＝ｃｏｓβｎｓｉｎθｎｃｏｓ
χ

ｃｏｓ（βｎ－θｎ）
Ｍ０ （４）

　　ＡＢ方向的矢量为：

　　ｎ＝ （ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）＝

ｔａｎν２＋ｔａｎβｔａｎχ
，ｔａｎβ，ｔａｎβｔａｎ（ ）χ （５）

图３　理论分析方法示意图
Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅ　ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｏｆ　ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ　ａｎａｌｙｓｉｓ

图４　二维特征截面
Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅ　２－Ｄ　ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ　ｃｒｏｓｓ　ｓｅｃｔｉｏｎ

又有：

　　ｃｏｓγ＝

ｔａｎν２＋ｔａｎβｔａｎχ

ｔａｎν２＋ｔａｎβｔａｎ（ ）χ
２

＋ｔａｎ２β１＋ｔａｎ
２ν（ ）槡 ２

（６）

因此，可以求得Ｍ１ 在ＡＢ方向的投影为：

　　Ｍ１ｎ ＝ Ｍ１·ｎ
｜ｎ｜

＝Ｍ１ｘｎｘ＋Ｍ１ｙｎｙ＋Ｍ１ｚｎｚ
ｎ２ｘ＋ｎ２ｙ＋ｎ２槡 ｚ

＝Ｍ０ｃｏｓγ （７）
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同时，不难得出Ｍ０ｎ＝Ｍ０ｃｏｓγ，由此证明了二维特征
截面上激波两侧垂直于截面的气流速度分量相等，即
将三维激波结构简化到该二维特征截面进行分析是

正确的。

　　在二维特征截面内，激波ｉ′前平行于截面的气流
速度分量为：

　　Ｍ０τ＝Ｍ０ｓｉｎγ

＝ Ｍ０ｔａｎβｎｃｏｓχ

ｓｉｎν２＋ｔａｎβｎｓｉｎχｃｏｓ
ν（ ）２

２

＋ｔａｎ２βｎｃｏｓ
２槡 χ

（８）

该速度分量方向平行于二维特征截面与对称面的交

线ｓ。ＤＦ为二维特征截面内垂直于激波ｉ′的直线，通
过几何关系不难证明ＤＦ垂直于斜激波面ｉ。由点

Ａ、Ｂ、Ｃ的坐标可得斜激波面ｉ及直线ＡＢ的解析式，
即可通过点到平面和直线的距离公式求出 ＥＦ和

ＤＥ，最终得出二维特征截面内激波ｉ与对称面ｓ的夹
角：

　　η＝

　ａｒｃｃｏｓｃｏｓν２
（ｔａｎβｎｔａｎ（ν／２）ｓｉｎ（χ－１）

２

ｔａｎ２βｎ＋槡
烄

烆

烌

烎１
（９）

在二维特征截面内，定常激波ｉ′静止，激波前的空气
以马赫数Ｍ０τ沿二维特征截面与对称面的交线ｓ朝
着激波方向运动。通过伽利略变换，截面内激波ｉ′前
方的空气变换为静止状态，激波ｉ′以马赫数Ｍ０τ沿着

二维截面与对称面的交线ｓ方向运动并形成反射。
至此，通过伽利略变换，二维特征截面内定常激波反
射问题转变为了非定常激波的楔面反射问题，如图５
所示。由于在一定的激波马赫数和楔面倾角组合下
非定常激波楔面反射可以形成过渡马赫反射和双马

赫反射，因此二维截面内形成以上两种马赫反射结构
的现象也得到了解释。同时，激波马赫数Ｍ０τ以及激
波与对称面夹角 都已求得，因此可以通过二维非定
常激波楔面反射的结论求解该截面内激波反射构造，
并得出三维空间内激波相互作用结构。

图５　伽利略变换后运动激波反射示意图

Ｆｉｇ．５　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐｓｅｕｄｏ－ｓｔｅａｄｙ　ｓｈｏｃｋ　ｗａｖｅ　ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ
ａｆｔｅｒ　ｔｈｅ　Ｇａｌｉｌｅａｎ　ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ

２　数值模拟方法

　　本文研究三维空间内激波相互作用结构，粘性作
用可以忽略，因此采用三维Ｅｕｌｅｒ方程作为控制方
程。对于理想气体，直角坐标系下的控制方程可以表
达为：

　　Ｕｔ＋
Ｆ
ｘ＋

Ｇ
ｙ＋

Ｈ
ｚ ＝

０ （１０）

其中

　　Ｕ ＝

ρ
ρｕ

ρｖ

ρｗ

ρ

烄

烆

烌

烎Ｅ

，Ｒ＝

ρｕ

ρｕ
２＋ｐ

ρｕｖ

ρｕｗ
（ρＥ＋ｐ）

烄

烆

烌

烎ｕ

，

　　Ｇ＝

ρｖ

ρｕｖ

ρｖ
２＋ｐ

ρｖｗ
（ρＥ＋ｐ）

烄

烆

烌

烎ｖ

，Ｈ ＝

ρｗ

ρｕｗ

ρｖｗ

ρｗ
２＋ｐ

（ρＥ＋ｐ）

烄

烆

烌

烎ｗ

（１１）

　　上述表达式中，ρ、ｐ和Ｅ 分别代表气体密度、压
力和单位质量总内能，ｕ、ｖ和ｗ 为气体在ｘ、ｙ和ｚ
方向上的速度分量。单位质量总内能表达式为：

　　Ｅ＝ ｐ
（γ－１）ρ

＋１２
（ｕ２＋ｖ２＋ｗ２） （１２）

　　控制方程的离散为如下方程：

　　 Ｕ（ ）ｔ
ｎ

ｉ，ｊ，ｋ
＋ １Δｘ

Ｆｎｉ＋１２，ｊ，ｋ－Ｆ
ｎ
ｉ－１２，ｊ，（ ）ｋ

　　＋ １Δｙ
Ｇｎｉ，ｊ＋１２，ｋ－Ｇ

ｎ
ｉ，ｊ－１２，（ ）ｋ

　　＋ １Δｚ
Ｈｎｉ，ｊ，ｋ＋１２ －Ｈ

ｎ
ｉ，ｊ，ｋ－（ ）１２ ＝０ （１３）

其中的对流项通量项Ｆ、Ｇ、Ｈ 利用二阶ＮＮＤ格式［９］

求解，采用ｍｉｎｍｏｄ函数作为限制器。计算域网格采
用正交化处理后的均匀结构网格。由于采用并行程
序计算，网格数达千万量级。计算域入口给定来流条
件；出口边界假定沿来流方向流场参数变化很小，边
界条件由外推法给出；上边界和右边界给定无反射边
界条件；固壁边界采用无穿透边界条件。

３　结果与讨论

３．１　无后掠角垂直双楔面

　　对于两个楔面间夹角ν＝９０°且后掠角χ＝０°的情
况，在不同马赫数和楔面倾角的组合下，入射斜激波
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在对称面上反射形成各种不同的反射结构。图６为
本文通过数值模拟得出的在垂直于自由来流速度方

向的截面上形成的规则反射（ＲＲ）、单马赫反射
（ＳＭＲ）、过渡马赫反射（ＴＭＲ）以及双马赫反射
（ＤＭＲ）结构。由于二维非定常激波楔面反射理论中
弱激波反射理论尚不完善，本文中暂不考虑弱激波反
射问题。对于无后掠角垂直双楔面，Ｍ０τ和η的表达
式可简化为：

　　Ｍ０τ＝
Ｍ０ｔａｎβ

ｔａｎ２β＋槡 １
２

（１４）

　　η＝ａｒｃｃｏｓ槡２２ｃｏｓ（ ）β （１５）

（ａ）规则反射　　　　 　　（ｂ）单马赫反射

　　 （Ｍ０＝３．５，θ＝２．５°）　　 　　（Ｍ０＝４，θ＝１０°）

（ｃ）过渡马赫反射　　　　　（ｄ）双马赫反射

　　　 （Ｍ０＝５．７，θ＝１５°）　　　 　（Ｍ０＝６，θ＝２０°）

图６　截面上激波反射结构

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅ　ｓｈｏｃｋ　ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｐａｔｔｅｒｎｓ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｃｒｏｓｓ　ｓｅｃｔｉｏｎ

这样，对于不同的来流马赫数以及楔面倾角所对应的
激波角，Ｍ０τ和η就可以求得。通过伽利略变换，可以
在二维特征截面内将定常的激波反射问题转换为以

Ｍ０τｓｉｎη的马赫数运动的激波在倾角为９０°－η的楔
面上的反射，如图５所示。由此通过二维非定常激波
反射已有的结论就可以求得二维特征截面内激波反

射构造。图７为理论分析及数值验证结果，图中横坐
标为自由来流马赫数，纵坐标为楔面倾角，曲线代表
通过上述理论分析得出的各种激波反射结构的分界

线，各图标分别代表在各马赫数和楔面倾角组合下的
数值模拟结果，其中实心圆点表示在给定马赫数下由

于楔面倾角过大而形成了脱体激波。可以看到，理论
分析结果与数值结果吻合良好，由此可以证明通过二
维简化分析该三维问题是正确的，以及通过二维非定
常激波反射解释该三维激波构造是可行的。

图７　不同楔面倾角和马赫数组合下截面上的
激波反射结构（υ＝９０°，χ＝０°）

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅ　ｓｈｏｃｋ　ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｐａｔｔｅｒｎｓ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｃｒｏｓｓ　ｓｅｃｔｉｏｎ
ｆｏｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｗｅｄｇｅ　ａｎｇｌｅｓ　ａｎｄ

Ｍａｃｈ　ｎｕｍｂｅｒｓ（υ＝９０°，χ＝０°）

３．２　双楔面间夹角及前缘后掠角的影响

　　当两楔面间夹角ν≠９０°或前缘后掠角χ≠０°时，
二维截面上各种激波反射结构的形成范围与无后掠

角的垂直双楔面的结果有所不同。以下分别讨论两
楔面间夹角以及前缘后掠角的影响。对于ν≠９０°，χ
＝０°的情况，Ｍ０τ和η的表达式可简化为：

　　Ｍ０τ＝
Ｍ０ｔａｎβ

ｓｉｎ２ν２＋ｔａｎ
２槡 β

（１６）

　　η＝ａｒｃｃｏｓ　ｃｏｓ
ν
２ｃｏｓ（ ）β （１７）

　　图８为通过上述理论分析所得出的两楔面间夹
角对截面上激波构造的影响及数值模拟对此结果的

验证。可以看到，随着两楔面间夹角的变化，二维截
面上各种激波反射结构出现的范围也有所变化，即随
着两楔面间夹角的减小，单马赫－过渡马赫反射以及
过渡马赫－双马赫反射的分界线朝着来流小马赫数
方向移动，而马赫－规则反射分界线朝大楔面倾角方
向移动。注意到在图８（ｄ）中由理论分析得出的规则
反射区中出现了马赫反射的数值结果。值得注意的
是，图８中的规则－马赫反射的实线分界线均是由声
速准则（θＳ）得出的。ｖｏｎ　Ｎｅｕｍａｎｎ准则要求来流马
赫数大于Ｍｃ０＝２．２０２，当两楔面夹角为１２０°和１０５°
时各种来流马赫数和楔面倾角组合下二维截面内来

流马赫数均小于 Ｍｃ０，而当ν＝６０°及７５°时部分组合
下截面内来流马赫数达到Ｍｃ０，可以得出该情况下的

ｖｏｎ　Ｎｅｕｍａｎｎ准则（θＮ），即图８（ｃ）、（ｄ）中的虚线。
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通过数值模拟可以得出，在该虚线上下，激波结构分
别呈马赫反射和规则反射结构，即此时二维定常激波
反射所遵循的ｖｏｎ　Ｎｅｕｍａｎｎ准则代替声速准则成为
规则－马赫反射转变的分界线。

　（ａ）υ＝１２０°　　　　　　　　（ｂ）ν＝１０５°

（ｃ）υ＝７５°　　　　　　　　（ｄ）ν＝６０°
图８　不同楔面倾角和马赫数组合下截面上的

激波反射结构（υ≠９０°，χ＝０°）

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅ　ｓｈｏｃｋ　ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｐａｔｔｅｒｎｓ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｃｒｏｓｓ

ｓｅｃｔｉｏｎｆｏｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｗｅｄｇｅ　ａｎｇｌｅｓ

ａｎｄ　Ｍａｃｈ　ｎｕｍｂｅｒｓ（υ≠９０°，χ＝０°）

　　对于ν＝９０°，χ≠０°的情况，Ｍ０τ和η的表达式可
简化为：

　Ｍ０τ＝
Ｍ０ｔａｎβｎｃｏｓχ

１
２
（１＋ｔａｎβｎｓｉｎχ）

２＋ｔａｎ２βｎｃｏｓ
２槡 χ

（１８）

　η＝ａｒｃｃｏｓ槡２２
（ｔａｎβｎｓｉｎχ－１）

２

ｔａｎ２βｎ＋槡
烄

烆

烌

烎１
（１９）

　　图９是通过上述理论分析所得出的前缘后掠角
对截面上激波构造的影响以及数值模拟对此结果的

验证。随着后掠角增大，单马赫－过渡马赫反射以及
过渡马赫－双马赫反射分界线向来流高马赫数方向
移动，而规则－马赫反射分界线向小楔面倾角方向移
动。注意到图９的几种情况下二维截面内的激波马
赫数均达不到 Ｍｃ０，即不存在由ｖｏｎ　Ｎｅｕｍａｎｎ准则
得出的规则－马赫反射分界线。

　（ａ）χ＝－１５°　　　　　　　　（ｂ）χ＝１５°

（ｃ）χ＝３０°　　　　　　　　（ｄ）χ＝４５°
图９　不同楔面倾角和马赫数组合下截面上的

激波反射结构（υ＝９０°，χ≠０°）

Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅ　ｓｈｏｃｋ　ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｐａｔｔｅｒｎｓ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｃｒｏｓｓ　ｓｅｃｔｉｏｎ

ｆｏｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｗｅｄｇｅ　ａｎｇｌｅｓ　ａｎｄ

Ｍａｃｈ　ｎｕｍｂｅｒｓ（υ＝９０°，χ≠０°）

４　结　论

　　本文采用理论分析和数值模拟相结合的方法，对
三维双楔面超声速流动无粘激波结构做出了研究，得
出以下结论：

　　（１）三维双楔面超声速流动形成的定常激波结
构可以通过二维简化利用二维非定常激波反射理论

分析得出。理论分析结果指出，入射斜激波会在对称
面上反射形成规则反射、单马赫反射、过渡马赫反射
以及双马赫反射等多种激波反射结构，并通过数值模
拟对此结果进行了验证；

　　（２）通过理论分析探讨了两楔面间夹角和前缘
后掠角对该激波反射结构的影响，得出了在不同双楔
面夹角和后掠角下各种激波反射构造的形成范围，并
分析了各种反射构造形成范围的变化趋势；

　　（３）在二维截面上兼有二维非定常激波和定常
激波反射的特性，即形成了类似于二维非定常激波楔
面反射的多种马赫反射结构，同时其规则－马赫反射
转变却遵循二维定常激波反射所遵循的ｖｏｎ　Ｎｅｕ－
ｍａｎｎ准则。
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平面定常跨声速等熵流动的分析

吴寿荣
（中国科学技术大学，安徽 合肥　２３００２６）

　　摘　要：首先提供了一个新的表达式，可将等熵流动方程变换为Ｃａｕｃｈｙ－Ｒｉｅｍａｎｎ方程，并给出一个绕任
意二维物体的亚声速流动的精确解。其次提供了另一个新的变换式，连同一个坐标变换式，便可把等熵流动方
程变为双曲型方程，并获得了跨声速流动的精确解，而这两个解能使速度、压力及密度在声速线附近保持连续
性。
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