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摘要    双刚体航天器系统在无外力矩作用时, 其姿态运动可通过连接双刚体航天器的关节铰进行控

制, 这种关节铰可由球铰或万向节铰构成. 本文利用系统相对于总质心的动量矩守恒这一特性研究了双

刚体航天器的三维姿态运动控制问题. 分别导出带球铰和万向节铰连接的双刚体航天器系统三维姿态运

动控制模型, 并将系统的姿态运动控制问题转化为无漂移系统的运动规划问题. 利用最优控制和样条逼

近方法, 在控制输入的样条逼近中引入粒子群算法, 提出基于样条逼近的最优运动规划数值算法. 运动

规划的最优控制是光滑的, 且初值和终值均为零, 通过数值仿真, 表明该方法对带球铰和万向节铰连接

的双刚体航天器三维姿态运动规划是有效的.  
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随着航天器结构的日趋复杂化, 简单的刚体或

陀螺体模型已不能正确反映航天器的实际, 于是多

刚体模型、带挠性体和带液体的复杂模型便应运而生, 

并提出了许多新的理论研究课题. 双刚体航天器是

一类特殊的多刚体航天器模型, 当航天器控制系统

处于关闭状态时, 漂浮在空间的航天器系统是一个

自由漂浮的无根多体系统. 连接双刚体航天器的关

节铰运动时, 因存在动量和动量矩守恒, 双刚体的姿

态随关节铰的运动而改变. 双刚体航天器姿态动力

学与控制研究已引起国内外学者的广泛和深入的研

究. Krishnaprasad[1]最早研究了多刚体航天器姿态运

动问题, 并提出了研究该类问题的一般构架. Chen 和

Sreenath[2]利用非完整约束特性研究了耦合双刚体的

姿态控制问题. Kolmanovsky 等人[3]对平面情况的多

刚体航天器姿态追踪提出了一种反馈控制方法 . 

Reyhanoglu 和 McClamroch[4]研究了非零角动量情况

下多刚体航天器的姿态运动规划问题. Sadegh [5]应用

神经网络技术研究了平面多刚体航天器的姿态控制

问题. Fernandes 等人[6]利用泛函分析中的 Ritz 近似理

论, 对双刚体模型提出了最优控制的近似方法. 另外

还有许多工作是将航天器作为主刚体, 其余刚体均

作为主刚体的附件构成多体树系统, 如空间机械臂
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和带太阳帆板航天器等[7]. 文献[8,9]利用最优控制的

高斯-牛顿方法和遗传算法以及小波逼近方法, 讨论

了航天器太阳帆板展开过程和双刚体航天器姿态运

动规划的最优控制问题. Sun 等人[10]利用粒子群算法

以及傅里叶展开技术研究了双刚体航天器的姿态控

制问题. 上述方法的主要不足是, 得到的控制输入在

初始和终止时刻并不处于静止状态. 因此, 在实际应

用时难以实现航天器的姿态运动控制. 本文针对带

球铰和万向节铰双刚体航天器系统, 利用系统动量

矩守恒条件, 导出双刚体航天器系统三维姿态运动

控制模型, 基于该模型将系统的姿态运动控制问题

转化为无漂移系统的运动规划问题, 利用最优控制

技术和优化方法, 在最优控制中引入样条函数逼近, 

最优控制的寻优过程由粒子群优化算法完成, 从而

得到从零值开始、以零值结束的航天器关节铰控制输

入规律, 并使航天器姿态运动达到期望姿态. 文末通

过算例仿真, 验证了该方法在求解双刚体航天器姿

态运动规划的有效性.  

1  双刚体航天器模型 

设双刚体航天器系统由刚体 C1和刚体 C2通过球

铰或万向节铰连接组成(见图 1). 以空间 C0 为原点建

立惯性坐标系0, 分别在刚体 C1 和 C2 的质心 M1 和

M2上建立主轴连体基1和2. 为叙述方便, 图 1中各

符号表示意义说明如下:   

r0—由0 原点 C0 到系统总质心 O 的矢量;  

r1—由0 原点 C0 到刚体 C1 质心 M1 的矢量;  

 

 

图 1  双刚体航天器模型 
Figure 1  A simplified model of dual rigid bodies. 

r2—由0 原点 C0 到刚体 C2 质心 M2 的矢量;  

d1—基于1 从球铰到刚体 C1 质心 M1 的矢量;  

d2—基于2 从球铰到刚体 C2 质心 M2 的矢量;  
0

1r —基于0 由系统总质心 O 到刚体 C1 质心 M1

的矢量;  
0

2r —基于0 由系统总质心 O 到刚体 C2 质心 M2

的矢量.  

R1—1 相对0 坐标变换矩阵;  

R2—2 相对0 坐标变换矩阵.  

忽略连接双刚体连杆的质量, 设刚体 C1 和 C2 的

质量分别为 m1和 m2, 刚体 C1上任一点相对惯性坐标

系0 的矢量为 q1, 则刚体 C1 的动能可写为 

 1

2
1 1 1 1 C

1 ( ) d m .
2

T   q ρ  (1) 

式中1 是刚体 C1 任一点相对于连体基1 的矢量. 考

虑 q1= r1+ R11, 则式(1)可得 
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2
2
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d d
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式中“tr”表示对角线元素之和 , 即方阵的迹 , 1 I  

1

Τ
1 1 1

 
d

C
m ρ ρ . 同理, 可以得到刚体 C2 的动能表达式 

 

2 Τ
2 2 2 2 2 2

1 1
tr( ).

2 2
T m r R I R   (3) 

式中
2

Τ
2 2 2 2

 
d

C
m I ρ ρ . 双刚体航天器系统的动能表

达式可写为 
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2 2
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Τ Τ
1 1 1 2 2 2

1 1
  

2 2
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2 2

T T T

m r m r

 

 
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(4)

 

根据系统质心运动定理, 有 

 
0 0

1 1 2 2 0m m . r r  (5) 

由图 1 所示可写出以下几何关系式 

 

0 0
1 0 1 2 0 2

0 0
2 1 1 1 2 2

,   , 

.

   

  

r r r r r r

r r R d R d
 (6) 

将式(5)和(6)代入式(4), 并注意 i i i i i
ˆ R d Rω d  

i i i
ˆR d ω , 这里“^”符号表示三阶反对称方阵. 最后得

到双刚体航天器系统总动能为 
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式中 Τ  ( 1, 2),i i i i
ˆ ˆ i  J I d d  Τ T

12 1 1 2 2
ˆ ˆJ d R R d , = 

m1m2/m, m=m1+m2.  
仅考虑双刚体航天器的姿态运动, 忽略平动对

转动的影响. 设系统无外力矩作用, 系统角动量守恒, 

即系统的角动量=L/, 这里 L=T 为拉格朗日函 

数[11]. 若初始角动量为零, 则角动量守恒必须保证角

动量始终为零, 由此计算系统相对总质心 O 的角动

量在惯性坐标系0 的投影列阵, 导出 

 
Τ

1 1 2 12 1 1 12 2 2 2( ) ( ) 0.   R J R J ω R J R J ω  (8) 

设 R 为刚体 C2 连体基2 相对于刚体 C1 连体基

1 的方向余弦矩阵, 刚体 C2 连体基2 相对于刚体 C1

连体基1 的角速度坐标方阵可用方向余弦矩阵表  

示为 

 
Τ Tˆ .  R R R R   (9) 

根据式(9)和关系式 R2=R1R, 刚体 C2 的角速度可以 

写为 

 Τ
2 1 . R    (10) 

将式(10)代入式(8), 得到 

 1 1 2 2 1 12( )t .   J R R J R J   (11) 

式中 Τ Τ Τ Τ Τ Τ
1 1 1 2 12 2 2 12 1 1 12 2t    J R J R R J R R J R R J R 定义

为系统的广义惯量张量. 同理, 可以得到另一式 

 Τ
2 2 1 1 2 12( )t . J R R J R J R   (12) 

1.1  用球铰连接的双刚体 

以球铰连接的双刚体具有 6个自由度, 分别为刚

体 C1相对惯性坐标系0的 3 个姿态角和刚体 C2相对

于刚体 C1 连体基1 的 3 个姿态角. 引入 Rodrigues 参

数, 用 Rodrigues 参数3 表示刚体 C1 相对于惯性

坐标系0 的姿态角, 设
2

0 1 (1 )/    , 则姿态矩

阵 R1 可表示为[12] 

1

2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 3 2

2 2 2
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(13) 
因此, 刚体 C1 的角速度可以写为 
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1 3 12
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1
1
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1

1
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 
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ω α α α   (14) 

同理, 定义刚体 C2 的 Rodrigues 参数为3, 有 

 2 ( )U .     (15) 

式中 

3 2

3 12

2 1

1
1

( ) 1
1

1

U .

 
 
 
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β

 

令连接双刚体的球铰关节运动的相对角速度定义

为关节控制输入, 由 u=(u1 u2 u3)
T表示, 将式(14)和

(15)分别代入式(11)和(12), 联立得到如下方程式: 

 

1

2
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(16)

 

定义双刚体相对于惯性坐标系0 的姿态 q=   

( )T6 为双刚体系统状态变量, 由于 JtR1U()和

JtR2U()为非奇异阵, 则式(16)可以写成 

 ( )G .q q u  (17) 

式中 q6, u3, G(q)=G1(q)G2(q)为系统状态矩阵, 

其中 

1
1

2

2 2 1 12
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( ) ,
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t

t
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G

U
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  
 
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q
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q
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1.2  用万向节铰连接的双刚体 

由万向节联结的双刚体航天器系统有 5 个自

由度, 即刚体 C1 相对惯性坐标系0 的 3 个姿态角

以及刚体 C2 相对刚体 C1 连体基1 的 2 个姿态角. 

同理引入 Rodrigues 参数, 用 Rodrigues 参数3

表示刚体 C1 相对于惯性坐标系0 的姿态角, 刚体

C1 的角速度可以写为 
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 1 ( )U .ω    (18) 

刚体C2连体基2相对于刚体C1连体基1的方向

余弦矩阵可表示为 

 
1 1

2 2

1 1 2 2

cos 0 sin 0 1 0

0 1 0 cos 0 sin

sin 0 cos sin 0 cos

.

 
 

   

   
       
       

R  (19) 

式中1, 2 为万向节主、从动轴转角. 根据式(19), 刚

体 C2 通过万向节联结相对刚体 C1 的角速度可以表  

示为 

 
2

1 2 1 1 2 2

2

cos 0

0 1

sin 0

u u .


 



   
         
      

ω b b   (20) 

式中 b1 和 b2 为单位方向矢量, 1 1u   , 2 2u   . 将式

(18)和式(20)代入式(11)并左乘以 Τ
1R 得到 

 2 12 1 1 2 2( ) ( )( )wU u u .   J RJ J b b   (21) 

式中 Τ Τ Τ
1 2 12 12( )w    J J RJ R RJ J R , 12 1 2

ˆ ˆJ d Rd . 

定义系统状态变量为 q=(1 2 T)T5, 取联结

双刚体的万向节关节角速度为控制输入参数 , 即
T 2

1 2( )  u   . 则得以万向节联结的双刚体航天

器控制方程 

 1 2( ) ( )G G .q q q u  (22) 

式中 

1

1 0 0

( ) 0 1 0

0 0 ( )w

G ,

U

 
   
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q

J 
 

2
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1 0

( ) 0 1

( ) ( )

G .

b

 
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q

RJ J RJ J b

 

同理, 因 G1(q)55 为非奇异阵, 则式(22)可以写为

式(17)形式.  

2  基于样条逼近的最优控制方法 

方程(17)可以视作为双刚体航天器姿态运动的

控制系统, 该系统为无漂移的, 即当控制量设为零时, 

系统的状态不发生漂移. 由可控性秩条件(Chow 定

理)[13]可知, 控制系统(17)存在一个满秩可控性李代

数, 原则上可以解决系统姿态运动规划问题. 然而, 

Chow定理并没有给出生成系统初始状态 q0和末端状

态 qf 的轨迹的具体方法.  

设控制系统(17)存在优化解 uL2([0, T]), 其中

L2([0, T])是由定义在区间[0, T]内的可测向量函数 u(t)构

成的Hilbert空间. 根据最小能量控制原理, 选择双刚

体关节铰耗散能为最小值作为最优控制指标, 目标

函数为 

 
 

 0
( )= , dJ t.u u u

T

 (23) 

式中 u(t)为 Hilbert 空间 L2 的可测向量函数. 在实际

计算时, 常用有限维的子空间代替. 设在子空间里给

定 N 个有序节点 0=t0t1tN=T, 在每个区间取三次

样条函数 s(ti), 对区间结点处有 s(ti)=ui(i=1, 2,, N1), 

其中 ui 为控制输入在区间结点处的相应分量, 在[0, T]

区间内构成控制输入向量=[u0, u1,, uN]T, 采用自

然三次样条技术可以得到[14] 

 ( ) ( , ), [0, ].t s t t T u  (24) 

将式(24)代入式(23)即可得到目标函数值. 将控制输

入向量视作新的控制变量, 引人罚函数方法, 目标

函数(23)可写为 

 
22

0
( , ) [ ( , )] ( ) .

T

fJ s t f q   λ λ λ  (25) 

其中0 为罚因子. f()为方程(17)由控制输入 u(t)给

定在 t=T 时的解. 因此寻找控制输入 u(t)使式(23)取

极小值问题转化为寻找使目标函数(25)为极小值 

问题.  

3  粒子群优化算法 

粒子群优化算法模拟鸟类的捕食行为, 每个优

化问题的解都是搜索空间的一只鸟, 称为“粒子”. 所

有的粒子都有一个适应度值(Fitness Value), 该值由

被优化的函数决定, 每个粒子还有一个速度决定它

们飞翔的方向和距离. 粒子群初始化为解空间的一

组随机值, 然后粒子们就追随当前的最优粒子在解

空间中搜索. 在每一次迭代中粒子通过跟踪两个最

优值来更新自己. 一个是粒子本身到目前为止所找

到的局部极值 Pi; 另一个是整个粒子群到目前为止

所找到的全局极值 Pg. 每一个粒子根据下面的规律

更新自己的速度和位置[15]:  

 
1 i

2 i

rand(1) ( )

      rand(1) ( ),

.

i i i

g

i i i

V w V c P X

c P X

X X V

     

   

 

 (26) 
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其中 Xi 和 Vi 是第 i 个粒子的位置与速度向量, 0w1

是惯性因子, c1 和 c2 是加速度因子, rand(1)是[0, 1]区

间均匀分布的随机数. 采用粒子群优化算法求解无

约束优化问题式(25), 具体算法如下:  

开始 

      种群、罚因子 初始化 

        d 从 1 到 N 循环 

          循环(while 末端误差>ε) 

            i 从 1 到 N 循环 

              计算适应度=F(Xi), 调整 Pi 和 Pg 

                使用式(26)计算 Vi 和 Xi  

              增加 i 

            while 循环结束 

          =c 
        增加 d 

    结束 

算法中 N为罚因子变化次数, N 为粒子群个数, 

c1 是放大因子, 算法中 Xi 与式(25)中的控制输入向

量的分量相对应. 该算法中罚因子逐步增大, 经过

有限次的迭代和粒子群的不断进化, 比较得到在区

间[0, T]各结点处相应的最优一组控制输入分量, 从

而确定系统的最优控制输入.  

4  仿真算例 

针对带球铰和万向节铰的双刚体航天器, 求解

其姿态运动规划问题, 即给双刚体航天器系统初始

位形 q0 和末端位形 qf, 寻找控制输入 u(t), t[0, T]在

目标函数最小的情况下, 使系统在给定时间 T, 从初

始位形 q0 到达末端位形 qf.  

设双刚体航天器系统的质量几何参数分别为 : 

m1=2 kg, m2=2 kg, d1=[0 0 0], d2=[0 0 0], 

1

2 0 0

0 3 0

0 0 4

I

 
   
  

,  2

2 0 0

0 3 0

0 0 4

I .

 
   
  

 

粒子群优化算法参数分别取值为: 粒子个数 N= 

30, 粒子维数 D=12 或 8(球铰和万向节铰), 惯性因子

w=0.729, 加速因子 c1=c2=1.494, 最大迭代数 M=500, 

航天器完成规定运动时间设为 T=6 s, 时间节点个数

n=4.  
算例 1  球铰联结的双刚体航天器 

根据 Rodrigues 参数给定的双刚体航天器初始和

末端位形(见图 2)为 




0

T

0.298446 0 546302 0.546302

              1 0.546302 1.836349

q .

.

 

 
 


T

5.50899 3 00959 1.83049

           1.64414 3.00957 0.546302

fq .

.

   


 

仿真实验结果如图 3–5 所示, 其中图 3 和图 4 为

双刚体航天器从 q0 到 qf 姿态运动的优化轨线, 其 

 

 
图 2  双刚体初始和终端位形 

Figure 2  The initial and terminal configuration of dual rigid bodies. 
 

 

图 3  刚体 C1 姿态运动优化轨迹 
Figure 3  The optimal trajectory of body C1. 

 

 

图 4  刚体 C2 姿态运动优化轨迹 
Figure 4  The optimal trajectory of body C2. 
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图 5  球铰的最优控制输入规律 
Figure 5  The optimal control input of the spherical joint . 

 

中图 3 表示刚体 C1 的姿态变化, 图 4 表示刚体 C2 的

姿态变化; 图 5 为球铰关节最优控制输入规律. 从图

3 和图 4 可以看出基于样条逼近的粒子群算法可以实

现球铰连接双刚体航天器的姿态运动规划, 并且获

得初值和终值均为零的最优控制输入规律. 运动规

划目标函数最优值为 J=6.2374.  

算例 2  万向节连接的双刚体航天器 

设万向节连接的双刚体航天器的初始和末端状

分别为 
T

0 [ 1.14159  0.0  0.0985  0.3239  0.6658] ,q    

T[ 1.14159  0.0  0.0985   0.0985  0.6658] .fq       

仿真结果如图 6–8 所示. 其中图 6 为刚体 C1 姿

态运动轨迹; 图 7 为刚体 C2姿态运动轨迹; 图 8 为万

向节铰关节的最优控制输入规律.  

由图 6–8 可以看到基于样条逼近的粒子群算 

 

 

图 6  刚体 C1 姿态运动优化轨迹 
Figure 6  The optimal trajectory of body C1. 

 

图 7  万向节铰的运动优化轨迹 
Figure 7  The optimal trajectory of the universal joint. 

 

 

图 8  万向节铰的最优控制输入规律 
Figure 8  The optimal control input of the universal joint. 

 
法同样可以实现万向节连接双刚体航天器的姿态运

动规划, 即在 6 s 时均完成运动规划要求, 达到预先

设定的目标位形, 并且其最优控制输入的初值和终

值均为零. 目标函数最优值为 J=5.2913.   

5  结论 

本文针对以球铰和万向节铰连接的双刚体航天

器系统模型, 利用样条逼近理论, 将其引入最优控制

中, 提出一种多体系统姿态运动规划的数值方法. 在

控制输入中利用粒子群优化方法, 用以确定球铰和

万向节铰连接的双刚体航天器系统的控制输入和运

动轨线. 通过本文分析和数值仿真结果表明: (1) 双

刚体航天器系统姿态运动的非线性控制问题可以转

化为无漂移系统的运动规划问题; (2) 基于样条逼近

的优化控制能有效求解双刚体航天器系统姿态运动
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规划问题; (3) 使用粒子群算法对样条逼近优化可以

较快达到精度要求和指标函数得到进一步优化; (4)

样条逼近的运动规划最优控制曲线是光滑的, 且初

值和终值均为零; (5) 同时也表明航天器系统在无外

力矩作用下, 利用其关节铰的运动完全可以调节双

刚体航天器的姿态运动. 在运动规划中利用样条逼

近控制输入是一种新方法的尝试. 尽管本文工作是

针对双刚体航天器模型的姿态运动规划问题, 但提

出基于样条逼近的系统运动规划数值方法也为其他

优化控制研究提供了一种新的思路. 
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Attitude motion planning of dual rigid bodies spacecraft using 
spline approximation 

GE XinSheng1* & GUO ZhengXiong2 
1 College of Mechanical & Electrical Engineering, Beijing Information Science & Technology University, Beijing 100192, China; 

2 Institute of Mechanics, Chinese Academy of Sciences, Beijing 100190, China 

In the torque-free case, the attitude motion of a spacecraft with dual rigid bodies can be controlled by a hinge joint, 
which is formed by spherical or universal joint. Based on the conservation of angular momentum, the spacecraft with 
dual rigid bodies and problem of 3-dimensional attitude motion control are studied. The 3-dimensional attitude 
control model is given in this paper and the problem of attitude motion control is transformed into the motion 
planning problem of system without drift. Using optimal control and spline approximation, the particle swarm 
algorithm is introduced into the control inputs and the numerical algorithm for optimal motion planning is proposed. 
The optimal control of motion planning is smooth and the initial and final values are zero. The simulation shows that 
this method is effective for the 3-dimensional attitude motion planning of spacecraft with dual rigid bodies. 

dual rigid bodies spacecraft, attitude motion, motion planning, spline approximation, particle swarm optimi-               
zation  
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