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大挠度简支矩形薄板受热力磁耦合作用分岔与混沌

王 平1，2，陈蜀梅3，王知人2，3

( 1． 燕山大学 建筑工程与力学学院，河北 秦皇岛 066004;
2．中国科学院 力学研究所 非线性力学国家重点实验室，北京 100080; 3．燕山大学 理学院，河北 秦皇岛 066004)

摘 要: 研究大挠度四边不可移简支薄板在机械载荷、电磁场与温度场耦合作用下的混沌运动。在板壳与磁弹性
力学理论基础上，考虑温度场影响，推导出在横向稳恒磁场与机械载荷共同作用下薄板的非线性磁弹性耦合振动方程。
利用 Melnikov函数法，求出该动力系统 Smale马蹄变换意义下出现混沌运动条件，并对该系统振动方程进行数值模拟。
通过算例得到系统分岔图、位移波形图、相平面轨迹及庞加莱截面图。讨论机械载荷、磁场及温度场参数对系统混沌运动
影响。仿真结果表明，通过变化机械载荷、磁场及温度场参数，可控制系统的振动特性。
关键词: 大挠度; 热磁弹性; 耦合场; Melnikov函数法; 分岔; 混沌
中图分类号: O343． 1 文献标识码: A

Bifurcation and chaos of a thin rectangular plate simply supported with
large deflection in a coupled environment of heating，force and magnetic field

WANG ping1，2，CHEN Shu-mei3，WANG Zhi-ren2，3

( 1． College of Civil Engineering and Mechanics，Yanshan University，Qinhuangdao 066004，China;
2． The State Key Laboratory of Nonliner Mechanics，Institute of Mechanics，Chinese Academy of Sciences，Beijing 100080，China;

3． College of Sciences，Yanshan University，Qinhuangdao 066004，China)

Abstract: Here，the chaotic motion of a thin rectangular plate simply supported with large deflection and four
unmovable sides in a coupled environment of mechanical load，magnetic field and temperature field was investigated．
Based on the theories of plates，shells and magnetic elasticity and considering the effect of temperature field，the nonlinear
magnetic-elastic coupled vibration equations of the rectangular plate in the coupled environment of a transverse steady
magnetic field and mechanical load were derived． Using Melnikov function method，the chaotic motion condition of the
dynamic system under the meaning of Smale horseshoe transformation was obtained． The numerical simulations were
performed with the vibration equations of the system． Through a specific example， the bifurcation diagram， the
displacement wave diagram，the phase diagram and Poincare section diagram of this system were shown here． The
influences of parameter variations including mechanical load，magnetic field and temperature field on the chaotic motion of
this system were discussed． The simulation results shgowed that the vibration characters of this system can be controlled by
changing parameters of mechanical load，magnetic field and temperature field．

Key words: large deflection; thermal-magneto elasticity; coupling field; melnikov function method; bifurcation; chaos

弹性物体中耦合场理论的创立与发展，对处在高

温、高压及强电磁场作用下结构元件强度和可靠性分
析具有重要意义［1］。随着电磁结构在高新技术领域中
的应用日益增多，针对工程中许多构件工作在温度变

化环境中，对电磁耦合热弹性现象的研究有非常强的

工程背景与理论价值［2 － 3］。热弹耦合振动以热弹耦合
与振动理论为基础发展而来的新兴研究方向。Trajkor-

ski等［4］分析了给定边界条件下圆板热弹耦合振动特
性。戴宏亮等［5］研究了厚壁圆筒在热、磁耦合作用下
的动态响应。树学锋等［6 － 7］建立圆板横向热弹耦合振

动方程，并对常厚度及变厚度圆板非线性热弹性耦合

振动进行分析。Yeh［8］研究大变形简支正交异性矩形
薄板的热弹耦合振动。
混沌动力学的不断发展与完善极大丰富了非线性

科学的研究领域，为许多古老研究课题注入新的活力，

为力学学科发展提供新的动力。目前，各种形式构件
热弹性耦合振动的混沌运动研究，也取得一些成果。
韩强等［9］考虑几何非线性效应与温度效应影响，建立



椭圆板周期激励作用下热弹耦合的非线性动力方程，

利用 Melnikov 函数法给出系统发生混沌运动的临界条
件。吴晓等［10］研究了矩形板非线性热振动分岔。Yeh
等［11］对热弹耦合矩形板分岔与混沌进行研究。李映辉
等［12］研究了变温环境下粘弹性梁的混沌运动。
综上所述，由目前研究成果看，对非铁磁类材料大

挠度矩形薄板在热、力、磁耦合共同作用下热磁性耦合
振动的混沌运动研究尚少。因此本文针对大挠度矩形
薄板，考虑温度场影响，研究在横向稳恒磁场与机械载

荷共同作用下的非线性热磁弹性耦合振动问题。结果
表明，薄板在多场耦合作用下，具有丰富的非线性动力

行为。通过改变机械载荷、电磁场及温度场参数，可控
制系统的振动特性。

1 运动方程

将矩形薄板置于横向稳恒磁场 B ( 0，0，Bz ) 中，同

时受分布载荷 P ( 0，0，q) 作用． 在笛卡儿直角坐标系
oxyz中，oxy为薄板中面，z为法向坐标，不考虑极化、磁
化影响，将洛仑兹力［2］ρfx，ρfy，ρfz 作为质动力载荷加入
板运动方程，得薄板热、力、磁耦合运动方程为:
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式中: h为板厚; q 为法向机械载荷分量; Nx，Nxy，Ny ;

Qx，Qy ; Mx，Mxy，My为内力分量; θx，θy为角位移分量; ρ
为质量密度; ρfx，ρfy，ρfz 分别为对应 x，y，z 的洛仑兹力
分量; mx，my为洛仑兹力矩。
洛仑兹力与洛仑兹力矩为［2］:
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式中: u，v，w分别为中面内点 x，y，z向位移; t为时间; σ
为电导率; ex，ey 为磁感应电场强度分量。

矩形板在热状态下的内力方程为［13］:
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式中: D = Eh3

12( 1 － υ2 )
为抗弯刚度; E 为弹性模量; w 为

中面内点 z向位移; υ为泊松比; MT 为热矩。

中面内力及挠度表示的相容方程为［14］:
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式中: NT 为热力。热力、热矩的表达式为
［14］:

( NT，MT ) =
Eα0

1 － υ∫
h /2

－h /2
( 1，z) T( x，y，z) dz ( 5)

式中: α0 为热膨胀系数。
引入应力函数 φ( x，y) :
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令机械载荷 q = q0cos( ωt) ，其中 q0 为机械力幅值，
ω为激振频率。式( 1) 后三个式子中去掉惯性力项，由
式( 1) ～式( 4) 及式( 6) 可得矩形板在热状态下非线性
控制方程为:
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矩形薄板四边为不可移简支，a、b 为板边长，边界
条件为:

x = 0，a; w = 
2w
x2

= 0，Nxy = 0，Δx = 0

y = 0，b; w = 
2w
y2

= 0，Nxy = 0，Δy
}= 0
( 8)
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板端部表达式为:
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设温度函数为:

T( x，y，z) = T0 ( 1 + z + z2 ) ( 10)

式中: T0 为常数。由于工程实际中对最低阶振型感兴
趣，故设:

w( x，y，t) =Θ( t) sin πxa sin πyb ( 11)

由式( 5) 、式( 7) 及式( 11) 得:

4φ = Eπ4

2a2b2
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利用待定系数法［16］，设应力函数为:
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将其代入上式，两边比较系数，得:
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式中: Px，Py 由式( 9) 求得( 令: Δx = Δy = 0)
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对式( 7) 中第一式利用 Galerkin原理有:
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将式( 5) 、( 6) 、( 11) 、( 13) 代入上式，计算得:
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式中:
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由 β表达式看出 β ＞ 0，令 η = α ，则式( 14) 变为:

Θ
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βΘ3 ( t) － Fcos( ωt) = 0 ( 15)

采用无量纲化，令: Θ = η
槡β

x，t = τ
槡η
，ω =槡ηω0，

γ =槡ημ，F = 槡η η
槡β

f，最终将式( 15) 简化为:

x·· + μx· + α
| α | x + x3 = fcos( ω0τ) ( 16)

令 x· = y，f = εf1，μ = εδ1，则式( 16) 的等价系统为:

x· = y

y· = － α
|α |

x － x3 + ε［－ δ1y + f1cos( ω0τ }) ］ ( 17)
当 ε = 0 时，式( 17) 为未扰动的 Hamilton系统，即:

x· = y

y· = － α
|α |

x － x }3 ( 18)

讨论 α ＜ 0 情况，即式( 16) 为:
x·· + μx· － x + x3 = fcos( ω0τ)

当 α ＜ 0 时，未扰动的 Hamilton 系统有三个奇点，
两个鞍点( ± 1，0) 和一个中心点( 0，0) 。

由 Melnikov 理论［15］，当条件: f1ω0 sech
πω0( )2

＞

4 δ1
槡3 2π
，即

f
μ =

f1
δ1

＞ 4

槡3 2πω0 sech πω0( )2

成立时，

Melnikov函数 M( t0 ) 有简单零点。说明在上面条件下，
扰动系统具有 Smale马蹄变换意义下的混沌。

2 数值解及算例分析

设薄板为铝质材料。板厚 h = 2 × 10 －2 m，密度 ρ =
2． 67 × 103 kg /m3，弹性模量 E = 71 GPa，泊松比 ν =
0． 34，电导率 σ = 3． 6 × 107 ( Ωm) － 1，热膨胀系数 α0 =

23 × 10 －6 ( ℃ ) － 1。为便于计算，且 α ＜ 0，取 a = 3π m，
b = 2π m，ω0 = 1 rad /s。将其代入方程，用四阶 R － K

方法编程求解。计算中采用积分容忍误差为 10 －6。为
模拟矩形薄板的混沌运动，采样周期为 120，在积分所
得时间响应中反复 4 000 次后开始取资料，以去掉足够
的瞬态，保证系统动态响应已达到稳定状态。资料包括
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位移、加速度、时间等，用于产生分岔图、位移波形图、
相平面轨迹图、及庞伽莱截面图。
2. 1 机械载荷影响
当 ω0 = 1 rad /s，Bz = 1 T，T0 = 20℃时，通过改变机

械载荷幅值 q0 大小，使 f在 0． 01 ～ 10 N /m2 之间变化，

得系统随 f变化时的分岔图( 图 1) 。从图中看出，以机
械载荷 f为分岔参数，随着机械载荷幅值 q0 的不断增

加，系统的混沌与周期区交替出现。在 f = 0． 2 N /m2 附

近，系统由周期 1 运动经由阵发性进入瞬间混沌运
动，转而又开始周期 1 运动，当 f在 1 ～ 1 ． 6 N /m2 之间

系统有大面积混沌区，期间也存在一些零散的周期窗

口，f = 1 ． 6 N /m2 时系统离开混沌运动状态进入周期

3 运动，在f = 1 ． 8 N /m2 附近转而又开始周期 6 运动，
f在 2 ～ 2 ． 3 N /m2 之间系统处于周期 2 运动状态，之
后进入混沌区，在 f = 3 ． 1 N /m2 附近系统离开混沌进

入周期 1 运动，后经由倍周期分岔，在 f = 4 ． 8 N /m2

附近进入混沌运动。后面空白处为周期窗口，之后再
次进入混沌运动状态，如此反复。图 2 ～图 3 给出在
不同f值下系统位移波形图、相平面轨迹图及庞加莱
截面图。当 f = 0 ． 5 N /m2 时，系统处于单周期运动状

态; f = 1 ． 6 N /m2 时，系统处于 3 周期运动状态; f =
4 ． 5 N /m2 时，系统处于 2 周期运动状态; f = 6 ． 5 N /m2

时; 系统处于混沌运动状态。

图 1 ω0 = 1 rad /s，Bz = 1 T，T0 = 20℃时

系统随 f变化时的分岔图
Fig． 1 Bifurcation diagram hen f is variable

( ω0 = 1 rad /s，Bz = 1 T，T0 = 20℃时)

图 2 f = 0． 5 N /m2 时的位移波形图，

相平面轨迹图及庞加莱截面图

Fig． 2 Wave diagram of displacement，Phase

diagram and Poincare map( f = 0． 5 N /m2 )

图 3 f = 1． 6 N /m2 时的位移波形图，

相平面轨迹图及庞加莱截面图

Fig． 3 Wave diagram of displacement，Phase

diagram and Poincare map( f = 1． 6 N /m2 )

图 4 f = 4． 5 N /m2 时的位移波形图，

相平面轨迹图及庞加莱截面图

Fig． 4 Wave diagram of displacement，Phase

diagram and Poincare map( f = 4． 5 N /m2 )

图 5 f = 6． 5 N /m2 时的位移波形图，

相平面轨迹图及庞加莱截面图

Fig． 5 Wave diagram of displacement，Phase

diagram and Poincare map( f = 6． 5 N /m2 )

2. 2 电磁场影响
当 ω0 = 1 rad /s，T0 = 20℃，f = 1． 5 N /m2 ( q0 =

0． 766 9 N /m2 ) 时，通过改变磁感应强度大小，Bz 取

0． 01 ～ 2T，得系统分岔图如图 6 所示。由图中看出，随
着磁感应强度 Bz 的不断增加，系统运动状态有较明显

变化。当 Bz 小于 0． 45T，系统一直处于混沌运动状态;
在 Bz = 0． 45T附近进入 3 周期运动状态; 在 Bz = 0． 78T
附近离开 3 周期运动状态进入混沌运动状态; 在 Bz =
0． 78 ～ 1． 28T 范围内，系统基本处于混沌运动状态; 在
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Bz = 1． 2T附近空白处有微小周期窗口; 在 Bz = 1． 28 ～
2T范围内系统基本处于单周期运动状态; 只是在 Bz =
1． 45T左右有短暂的 3 周期运动。图 7 ～图 9 为不同
Bz 值下系统位移波形图、相平面轨迹图及庞伽莱截面
图。Bz = 0． 2T 时，系统处于混沌运动状态; Bz = 0． 6T
时，系统处于 3 周期运动状态; Bz = 1． 6T 时，系统处于
单周期运动状态。

图 6 ω0 = 1 rad /s，T0 = 20℃，f = 1． 5 N /m2 时

系统随 Bz 变化时的分岔图

Fig． 6 Bifurcation diagram when Bz is variable

( ω0 = 1 rad /s，T0 = 20℃，f = 1． 5 N /m2 )

图 7 Bz = 0． 2T时的位移波形图，

相平面轨迹图及庞加莱截面图

Fig． 7 Wave diagram of displacement，Phase
diagram and Poincare map( Bz = 0． 2 T)

图 8 Bz = 0． 6T时的位移波形图，

相平面轨迹图及庞加莱截面图

Fig． 8 Wave diagram of displacement，Phase
diagram and Poincare map( Bz = 0． 6 T)

2． 3 温度影响
当 ω0 = 1 rad /s，Bz = 1T，q0 = 70 N /m2 时，通过改变

温度 T0 的大小( 20 ～ 40℃ ) ，得系统分岔图如图 10 所
示。由图中看出，系统在 T = 22℃和 T = 25℃附近有短

图 9 Bz = 1． 6T时的位移波形图，

相平面轨迹图及庞加莱截面图

Fig． 9 Wave diagram of displacement，Phase
diagram and Poincare map( Bz = 1． 6 T)

图 10 ω0 = 1 rad /s，B = 1T，q0 = 70 N /m2 时

系统随 T0 变化时的分岔图

Fig． 10 Bifurcation diagram when T0 is variable

( ω0 = 1 rad /s，B = 1T，q0 = 70 N /m2 )

图 11 T0 = 22℃时的位移波形图，

相平面轨迹图及庞加莱截面图

Fig． 11 Wave diagram of displacement，Phase
diagram and Poincare map( T0 = 22℃ )

暂单周期区; 在 T = 27℃和 T = 29℃附近及 T = 30

～ 40℃范围内的空隙处存在微窄大周期区。图 11 ～图
14 为在不同温度 T0 下系统位移波形图、相平面轨迹图
及庞伽莱截面图。T = 22℃时，系统处于单周期运动状
态; T = 27． 8℃和 T = 29℃时，系统处于大周期运动状
态; T = 35℃时，系统处于混沌运动状态。

3 结 论

( 1) 本文用 Melnikov 函数法，给出非线性动力系
统 Smale马蹄变换意义下出现混沌运动的判据．通过对
系统进行数值模拟，在机械场、电磁场及温度场耦合作
用下大挠度简支矩形薄板系统振动方程具有明显的非
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图 12 T0 = 27． 8℃时的位移波形图，

相平面轨迹图及庞加莱截面图

Fig． 12 Wave diagram of displacement，Phase
diagram and Poincare map( T0 = 27． 8℃ )

图 13 T0 = 29℃时的位移波形图，

相平面轨迹图及庞加莱截面图

Fig． 13 Wave diagram of displacement，Phase
diagram and Poincare map( T0 = 29℃ )

图 14 T0 = 35℃时的位移波形图，

相平面轨迹图及庞加莱截面图

Fig． 14 Wave diagram of displacement，Phase
diagram and Poincare map( T0 = 35℃ )

线性，运动特性较复杂，周期区与混沌区交替出现，混

沌区中既有单周期窗口，也有倍周期窗口、大周期窗
口，混沌与分岔现象较丰富。
( 2) 单周期或 k周期运动，对应相平面轨迹图为 1

条或 k条连续的封闭曲线，在庞加莱截面图上显示 1 个
或 k个点，位移波形具有明显周期重复性; 混沌运动，
对应的相平面轨迹图轨线较紊乱，庞加莱截面图呈云

片状、杂乱无章，位移波形呈类随机紊乱状态。
( 3) 通过变化机械载荷、电磁参数及温度可使系

统进入混沌运动状态，或避免混沌运动，以实现对系统

振动特性控制。本文研究结果可作为工程在温度环境
下电磁结构安全性、可靠性设计参考。
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