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摘　要　基于平均场理论的多尺度模拟关键问题之一是给定恰当的代表性体积单元（ＲＶＥ）的边界条件，以使

均匀化过程满足 Ｈｉｌｌ－Ｍａｎｄｅｌ细宏观能量等价条件，也即 Ｈｉｌｌ宏观均匀化条件．对于非均质Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续体，已有

的研究工作只能得到合理的混合平动位移－偶应力表征元边界条件，常用的一致平动位移－转角以及周期边界条件

等均不能使用，给计算均匀化算法推导和实施带来了困难，也阻碍了多尺度分析方法的进一步发展与应用．为此，

论文在推导和建立一个新的 Ｈｉｌｌ定理版本基础上，不仅成功地给定了多种强形式表征元边界条件，而且构造出了

合理的弱形式周期边界条件，这些条件既满足细宏观能量等价也符合一阶平均场理论基本假定，可在均匀化方法

中推广与应用．
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０　引言
在平均场理论框架内对非均质连续体进行细－

宏观均匀化模拟首先需要阐述 Ｈｉｌｌ定理．据此，可
以在表征元（ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅ　ｖｏｌｕｍｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ，ＲＶＥ）
边界上给定静力学容许的应力／偶应力边界条件以
及运动学容许的平动位移／转角边界条件，以保证
细－宏观均匀化过程满足 Ｈｉｌｌ－Ｍａｎｄｅｌ能量等价条
件，也即 Ｈｉｌｌ宏观均匀化条件［１，２］．经典Ｃａｕｃｈｙ连
续体平均场理论的 Ｈｉｌｌ定理［１］由 Ｈｉｌｌ于１９６３年给
出，它为正确给定ＲＶＥ边界条件以及后续相应的
解析和计算多尺度均匀化方法的研究工作奠定了理

论基础．经过多年的研究积累，经典Ｃａｕｃｈｙ连续体
平均场理论已经充分发展并广泛应用于复合材料等

的多尺度分析和计算［３－７］．
由于能够有效地考虑转角自由度以及材料内尺

度效应，近年来Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续体模型及其有限元法
已经在复合材料和颗粒材料等非均质材料力学行为

的研究中得到了大力发展和应用［８－１２］．尽管已有学
者将基于 Ｈｉｌｌ－Ｍａｎｄｅｌ条件的均匀化方法推广到

Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续体［１３－１７］，但是对于非均质Ｃｏｓｓｅｒａｔ连
续体 Ｈｉｌｌ定理的研究工作仍然较少［１８，１９］．
需要强调指出的是：ＲＶＥ边界条件的恰当给定

对于非均质微结构边值问题的求解、基于细观力学

的宏观本构关系的建立以及细－宏观一致性算法模
量的推导等均具有重要的意义．换句话说，ＲＶＥ边
界条件的合理给定是基于平均场理论的多尺度均匀

化模拟能否成功的前提和关键．但是，文献中已有的

Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续体 Ｈｉｌｌ定理［１８］只能够给定混合平动
位移－偶应力ＲＶＥ边界条件，均匀化方法中常用的
一致位移／转角和周期边界条件等均不能够恰当地
给定，这给非均质Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续体均匀化方法的进
一步研究、发展和应用带来了困难．
为此，本文作者注意到与经典连续体平均场理

论不同的是，在Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续体平均场理论中，宏
观平均偶应力的定义存在两种不同的方式：一是只
考虑细观偶应力的影响［１４，１８，２０］，二是同时考虑细观
表征元内偶应力和应力矩的影响［１５－１７，２１］．已有 Ｈｉｌｌ
定理建立在第一种平均偶应力的定义之上，本文则
从第二种平均偶应力定义出发，推导和建立了一个
新的 Ｈｉｌｌ定理版本．进而通过该定理，本文成功地
给定了多种强形式ＲＶＥ边界条件，而且构造出了
合理的弱形式周期边界条件，这些条件既满足细宏
观能量等价也符合一阶平均场理论基本假定，因此，
可以在均匀化方法中推广与应用，从而为Ｃｏｓｓｅｒａｔ
连续体多尺度均匀化方法的深入研究与发展提供更

为广泛的理论基础．
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１　Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续体控制方程［２２］

在Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续体模型中，独立的运动学变量
是平动位移ｕｉ和转角ωｉ．相应的静力学分量除应力
张量σｉｊ以外还增加了偶应力张量μｉｊ．应变张量εｉｊ与
曲率张量κｉｊ分别定义为：

　　　　　　εｉｊ＝ｕｊ，ｉ－ｅｉｊｋωｋ （１）

κｉｊ＝ωｊ，ｉ （２）

平衡方程表示为：

　　　　　　　σｉｊ，ｉ＝０ （３）

μｉｊ，ｉ＋ｅｉｊｌσｋｌ＝０ （４）

需要注意的是：由于模型中引入了偶应力张量，
应力张量不再具有对称性．边界面上平衡条件表示
为：

　　　　　　　　ｔｉ＝ｎｊσｊｉ （５）

ｍｉ＝ｎｊμｊｉ （６）

其中ｔｉ和ｍｉ分别表示边界上面的面力和面力偶，ｎｊ
是边界面的单位外法线向量．
本文研究工作属于平均场理论范畴，涉及宏观

和细观两个尺度，由于宏细观均采用Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续
体模型，因此以下的阐述中细观量σｉｊ，εｉｊ，μｉｊ，κｉｊ和
宏观量珋σｉｊ，珋εｉｊ，珔μｉｊ，珔κｉｊ均各自独立地满足以上控制方
程式（１）－（６）．
２　Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续体 Ｈｉｌｌ定理

２．１　Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续体平均场理论基本公式
在平均场理论中，宏观场珚ｇｉｊ通常定义为细观场

ｇｉｊ的体积平均，即：

珚ｇｉｊ ＝ １Ｖ∫ＶｇｉｊｄＶ （７）

其中Ｖ 是表征元的体积．根据式（７），并结合式（１）－
（２）及Ｇａｕｓｓ定理，应变及曲率的细宏观联系表示
为：

珋εｉｊ ＝ １Ｖ∫ＶεｉｊｄＶ ＝ １Ｖ∫Ｖ（ｕｊ，ｉ－ｅｉｊｋωｋ）ｄＶ ＝
１
Ｖ∫Ｖｕｊ，ｉｄＶ－ｅｉｊｋ １Ｖ∫ＶωｋｄＶ ＝珔ｕｊ，ｉ－ｅｉｊｋ珔ωｋ （８）

珔κｉｊ ＝珔ωｊ，ｉ ＝ １Ｖ∫Ｖωｊ，ｉｄＶ ＝ １Ｖ∫Ｓ
ｎｉωｊｄＳ （９）

在平均场理论中，一般只对基本运动学量的导

数进行体积平均，比如：珔ｕｊ，ｉ＝１Ｖ∫Ｖｕｊ，ｉｄＶ；很少有对
运动学量直接做体积平均．而依据经典连续体平均
场理论中的宏观应变定义方式，本文中的式（８）给

出了珔ωｋ ＝ １Ｖ∫ＶωｋｄＶ 也即对转角自由度直接进行了

体积平均．这是因为在连续介质力学中，相对于平移
自由度而言，转角自由度本身就是一种高阶量．这一
点从Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续体控制方程（１）就可以看出，转
角自由度本身就对应变做贡献．另外，应变梯度理
论［２３］的研究中给出了珔ωｉ＝ｅｉｊｋ珔ｕｋ，ｊ／２的表达式，这也
说明了转角的高阶项特征．
另一方面，以颗粒材料为例而言，为了克服应变

局部化问题带来的尺度效应等问题，宏观Ｃｏｓｓｅｒａｔ
连续体模型虽然引入了转角自由度珔ωｋ，但是对于珔ωｋ
的细观解释一直以来都是模糊的．对于颗粒材料珔ωｋ

＝ １Ｖ∫ＶωｋｄＶ 的含义是：宏观的Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续体模
型中的转角自由度珔ωｋ 等于细观表征元内离散颗粒
的转角自由度ωｋ 的体积平均，这也对宏观模型中转
角自度提供了一个物理上的解释［２４］．
平均应力张量表示为：

　珋σｉｊ ＝ １Ｖ∫ＶσｉｊｄＶ ＝ １Ｖ∫Ｖ ｘｋ（σｋｊｘｉ）ｄＶ ＝
１
Ｖ∫Ｓ
ｎｋσｋｊｘｉｄＳ＝ １Ｖ∫Ｓ

ｘｉｔｊｄＳ （１０）

与经典连续体平均场理论不同的是，非均质

Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续体宏观平均偶应力张量的定义是不唯
一的，这是基于经典连续体平均场理论的均匀化方
法不能够简单、直接地推广和应用于Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续
体的一个重要原因，是建立Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续体平均场
理论基本公式及其均匀化方法的理论关键．目前主
要有两种不同的观点：一是宏观偶应力的定义直接
表示为细观偶应力的体积平均［１４，１８，２０］，即：

珔μｉｊ ＝
１
Ｖ∫ＶμｉｊｄＶ （１１）

二是平均偶应力的定义应当同时考虑细观表征

元上偶应力以及应力矩的影响［１５－１７］，表示为：

珔μｉｊ ＝
１
Ｖ∫Ｖ（μｉｊ－ｘｉｅｊｋｌσｋｌ）ｄＶ （１２）

为此，本文在以下的 Ｈｉｌｌ定理推导中暂不引入
宏观平均偶应力的具体定义方式．

Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续体平均场理论中的 Ｈｉｌｌ－Ｍａｎｄｅｌ
条件表示为：

σｉｊεｉｊ＋μｉｊκｉｊ＝珋σｉｊ珋εｉｊ＋珔μｉｊ珔κｉｊ （１３）
其中：

　　　　　　σｉｊεｉｊ ＝ １Ｖ∫ＶσｉｊεｉｊｄＶ （１４）

μｉｊκｉｊ ＝
１
Ｖ∫ＶμｉｊκｉｊｄＶ （１５）

式（１）代入式（１４）得到：
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σｉｊεｉｊ ＝ １Ｖ∫ＶσｉｊεｉｊｄＶ ＝ １Ｖ∫Ｖσｉｊ（ｕｊ，ｉ－ｅｉｊｋωｋ）ｄＶ ＝
σｉｊｕｊ，ｉ－ｅｉｊｋσｉｊωｋ （１６）

其中：

　　　　σｉｊｕｊ，ｉ ＝ １Ｖ∫Ｖσｉｊｕｊ，ｉｄＶ （１７）

ｅｉｊｋσｉｊωｋ ＝ｅｉｊｋ １Ｖ∫ＶσｉｊωｋｄＶ （１８）

考虑到式（８），有：
珋σｉｊ珋εｉｊ＝珋σｉｊ珔ｕｊ，ｉ－ｅｉｊｋ珋σｉｊ珔ωｋ （１９）

式（１６）和式（１９）代入式（１３）得到：

σｉｊεｉｊ＋μｉｊκｉｊ－珋σｉｊ珋εｉｊ－珔μｉｊ珔κｉｊ＝（σｉｊｕｊ，ｉ－珋σｉｊ珔ｕｊ，ｉ）＋

　　（μｊｉκｊｉ－珔μｊｉ珔κｊｉ）－ｅｉｊｋ（σｉｊωｋ－珋σｉｊ珔ωｋ） （２０）

２．２　Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续体 Ｈｉｌｌ定理
根据经典连续体平均场理论［２］，有：

σｉｊｕｊ，ｉ ＝ １Ｖ∫Ｖσｉｊｕｊ，ｉｄＶ ＝ １Ｖ∫Ｖ ｘｉ（σｉｊｕｊ）ｄＶ ＝
１
Ｖ∫Ｓ
ｎｉσｉｊｕｊｄＳ＝ １Ｖ∫Ｓ

ｔｊｕｊｄＳ （２１）

进一步可得：

σｉｊｕｊ，ｉ－珋σｉｊ珔ｕｊ，ｉ ＝

　 １Ｖ∫Ｓ
［ｎｋσｋｊ（ｕｊ－珔ｕｊ，ｉｘｉ）－ｎｋ珋σｋｊ（ｕｊ－珔ｕｊ，ｉｘｉ）］ｄＳ＝

　 １Ｖ∫Ｓ
（ｕｊ－珔ｕｉ，ｊｘｊ）（ｎｋσｋｉ－ｎｋ珋σｋｉ）ｄＳ （２２）

类比经典连续体平均场理论中上式的构造过

程［２］，μｉｊκｉｊ可以表示为：

μｉｊκｉｊ ＝
１
Ｖ∫Ｓ

（ωｉ－珔ωｉ，ｊｘｊ）（ｎｋμｋｉ－ｎｋ珔μｋｉ）ｄＳ－

１
Ｖ∫Ｖμｋｉ，ｋωｉｄＶ＋珔ωｉ，ｊ１Ｖ∫Ｖ（μｉｊ－ｘｉｅｊｋｌσｋｌ）ｄＶ

（２３）
将上式右端展开并结合并式（１）－（１０）不难验证式
（２３）的正确性，这里不再赘述．
式（２２）和式（２３）代入式（２０）得到：

σｉｊεｉｊ－珋σｉｊ珋εｉｊ＋μｉｊκｉｊ－珔μｉｊ珔κｉｊ ＝

　　 １Ｖ∫Ｓ
（ｕｉ－珔ｕｉ，ｊｘｊ）（ｎｋσｋｉ－ｎｋ珋σｋｉ）ｄＳ＋

　　 １Ｖ∫Ｓ
（ωｉ－珔ωｉ，ｊｘｊ）（ｎｋμｋｉ－ｎｋ珔μｋｉ）ｄＳ＋

　　 珔κｉｊ １Ｖ∫Ｖ（μｉｊ－ｘｉｅｊｋｌσｋｌ）ｄＶ－珔μｉｊ珔κｉｊ＋ｅｉｊｋ珋σｉｊ珔ω［ ］ｋ
（２４）

需要强调的是：式（２４）的推导过程中没有考虑
宏观平均偶应力的具体定义形式，也即式（２４）对于
各种宏观偶应力的定义均适用．式（１２）代入式（２４）

得：

σｉｊεｉｊ－珋σｉｊ珋εｉｊ＋μｉｊκｉｊ－珔μｉｊ珔κｉｊ ＝

　　 １Ｖ∫Ｓ
（ｕｉ－珔ｕｉ，ｊｘｊ）（ｎｋσｋｉ－ｎｋ珋σｋｉ）ｄＳ＋

　　 １Ｖ∫Ｓ
（ωｉ－珔ωｉ，ｊｘｊ）（ｎｋμｋｉ－ｎｋ珔μｋｉ）ｄＳ＋ｅｉｊｋ珋σｉｊ珔ωｋ

（２５）
根据式（４）和式（１０），式（２５）右端最后一项可表示
为：

ｅｉｊｋ珋σｉｊ珔ωｋ ＝ １Ｖ
珔ωｋ∫ＶｅｉｊｋσｊｋｄＶ ＝ １Ｖ珔ωｉ∫Ｖ（－μｋｉ，ｋ）ｄＶ ＝
－１Ｖ∫Ｓ

ｎｋμｋｉ珔ωｉｄＳ （２６）

另外注意到：

－１Ｖ∫Ｓ
ｎｋ珔μｋｉ珔ωｉｄＳ＝－珔μｋｉ珔ωｉ

１
Ｖ∫Ｓ
ｎｋｄＳ＝０（２７）

式（２６）减去式（２７）得到：

ｅｉｊｋ珋σｉｊ珔ωｋ ＝－１Ｖ∫Ｓ
ｎｋμｋｉ珔ωｉｄＳ＋

１
Ｖ∫Ｓ
ｎｋ珔μｋｉ珔ωｉｄＳ＝

－１Ｖ∫Ｓ
珔ωｉ（ｎｋμｋｉ－ｎｋ珔μｋｉ）ｄＳ （２８）

式（２８）代入式（２５）得到：

σｉｊεｉｊ－珋σｉｊ珋εｉｊ＋μｉｊκｉｊ－珔μｉｊ珔κｉｊ ＝

　　 １Ｖ∫Ｓ
（ｕｉ－珔ｕｉ，ｊｘｊ）（ｎｋσｋｉ－ｎｋ珋σｋｉ）ｄＳ＋

　　 １Ｖ∫Ｓ
［ωｉ－（珔ωｉ＋珔ωｉ，ｊｘｊ）］（ｎｋμｋｉ－ｎｋ珔μｋｉ）ｄＳ

（２９）
这样在平均偶应力定义式（１２）下得到了非均质

Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续体平均场理论一个新版本的 Ｈｉｌｌ定
理．
另外，通过将式（１１）代入式（２４）也可以得到文

献中已有版本的 Ｈｉｌｌ定理［１８］，即：

　σｉｊεｉｊ－珋σｉｊ珋εｉｊ＋μｉｊκｉｊ－珔μｉｊ珔κｉｊ ＝

　　 １Ｖ∫Ｓ
（ｕｉ－珔ｕｉ，ｊｘｊ）（ｎｋσｋｉ－ｎｋ珋σｋｉ）ｄＳ＋

　　 １Ｖ∫Ｓ
（ωｉ－珔ωｉ）（ｎｋμｋｉ－ｎｋ珔μｋｉ）ｄＳ （３０）

２．３　Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续体 Ｈｉｌｌ－Ｍａｎｄｅｌ条件
根据式（２９）和式（３０），若要均匀化过程满足细

宏观能量等价条件式（１３），需要在 ＲＶＥ边界上满
足：

１
Ｖ∫Ｓ

（ｕｉ－珔ｕｉ，ｊｘｊ）（ｎｋσｋｉ－ｎｋ珋σｋｉ）ｄＳ （３１）

并且，根据已有的 Ｈｉｌｌ定理式（３０），还需满足：

１
Ｖ∫Ｓ

（ωｉ－珔ωｉ）（ｎｋμｋｉ－ｎｋ珔μ
（１）
ｋｉ ）ｄＳ＝０ （３２）
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根据本文的 Ｈｉｌｌ定理式（２９），还需满足：

１
Ｖ∫Ｓ

［ωｉ－（珔ωｉ＋珔ωｉ，ｊｘｊ）］（ｎｋμｋｉ－ｎｋ珔μ
（２）
ｋｉ ）ｄＳ

（３３）

其中珔μ
（１）
ｋｉ 和珔μ

（２）
ｋｉ 的定义分别见式（１１）和式（１２）．从式

（３１）－（３３）可以看出二者的应力 －位移边界积分式是
相同的，并且与经典连续体 Ｈｉｌｌ定理表达式均相
同［１－３］．若不考虑偶应力－转角项的影响，两个版本的

Ｈｉｌｌ定理均可退化为经典连续体 Ｈｉｌｌ定理．不同之
处除平均偶应力定义以外，集中体现在的转角边界
积分项中，已有工作给出的是（ωｉ－珔ωｉ），而本文给出
的是［ωｉ－（珔ωｉ＋珔ωｉ，ｊｘｊ）］，虽然直观看来二者形式上
区别不是很大，但对于恰当的ＲＶＥ边界条件的给
定，却有显著不同．
３　强形式ＲＶＥ边界条件

３．１　已有 Ｈｉｌｌ定理给出的强形式边界条件
根据式（３１）和式（３２），可以在ＲＶＥ边界上给

定如下逐点满足的（强形式）边界条件：
（１）一致平动位移 －转角边界条件：

ｕｉ｜Ｓ＝珔ｕｉ，ｊｘｊ，　ωｉ｜Ｓ＝珔ωｉ （３４）
（２）一致面应力 －偶应力边界条件：

ｔｉ｜Ｓ＝（ｎｋσｋｉ）｜Ｓ＝ｎｋ珋σｋｉ
ｍｉ｜Ｓ＝（ｎｋμｋｉ）｜Ｓ＝ｎｋ珔μ

（１）烅
烄

烆 ｋｉ

（３５）

（３）混合一致平动位移 －偶应力边界条件：

ｕｉ｜Ｓ＝珔ｕｉ，ｊｘｊ，　ｍｉ｜Ｓ＝（ｎｋμｋｉ）｜Ｓ＝ｎｋ珔μ
（１）
ｋｉ （３６）

（４）混合一致面应力 －转角边界条件：

ｔｉ｜Ｓ＝（ｎｋσｋｉ）｜Ｓ＝ｎｋ珋σｋｉ，　ωｉ｜Ｓ＝珔ωｉ （３７）

３．２　本文 Ｈｉｌｌ定理给出的强形式边界条件
根据式（３１）和式（３３），可以在ＲＶＥ边界上给

定如下逐点满足的强形式边界条件：
（１）一致位移 －转角边界条件：

ｕｉ｜Ｓ＝珔ｕｉ，ｊｘｊ，　ωｉ｜Ｓ＝珔ωｉ＋珔ωｉ，ｊｘｊ （３８）
（２）一致面应力 －偶应力边界条件：

ｔｉ｜Ｓ＝（ｎｋσｋｉ）｜Ｓ＝ｎｋ珋σｋｉ
ｍｉ｜Ｓ＝（ｎｋμｋｉ）｜Ｓ＝ｎｋ珔μ

（２）烅
烄

烆 ｋｉ

（３９）

（３）混合一致位移 －偶应力边界条件：

ｕｉ｜Ｓ＝珔ｕｉ，ｊｘｊ，　ｍｉ｜Ｓ＝（ｎｋμｋｉ）｜Ｓ＝ｎｋ珔μ
（２）
ｋｉ （４０）

（４）混合一致面应力 －转角边界条件：

ｔｉ｜Ｓ＝（ｎｋσｋｉ）｜Ｓ＝ｎｋ珋σｋｉ，　ωｉ｜Ｓ＝珔ωｉ＋珔ωｉ，ｊｘｊ（４１）
需要指出的是：以上强形式边界条件直接由相

应的 Ｈｉｌｌ定理给出，因此都能够自然满足 Ｈｉｌｌ－
Ｍａｎｄｅｌ细宏观能量等价条件式（１３），但是它们能否
在均匀化中恰当使用，还需要检验是否满足一阶平

均场理论基本假定．
３．３　强形式边界条件的检验
由于平动位移条件ｕｉ｜Ｓ＝珔ｕｉ，ｊｘｊ 和面应力ｔｉ｜Ｓ

＝（ｎｋσｋｉ）｜Ｓ＝ｎｋ珋σｋｉ与经典连续体ＲＶＥ边界条件一
致，因此不需做重复验证．本节主要通过对比的方
式，检验两个 Ｈｉｌｌ定理给出的转角条件以及偶应力
边界条件的正确性．
首先看转角边界条件，式（３４）和式（３８）中的转

角边界条件分别代入式（９）给出：

珔κｉｊ ＝ １Ｖ∫Ｓ
ωｊｎｉｄＳ＝珔ωｊ１Ｖ∫Ｓ

ｎｉｄＳ≡０ （４２）

珔κｉｊ ＝ １Ｖ∫Ｓ
ωｊｎｉｄＳ＝ １Ｖ∫Ｓ

ｎｉ（珔ωｊ＋珔ωｊ，ｉｘｊ）ｄＳ≡珔ωｊ，ｉ

（４３）

对比式（４２）和式（４３）可以看出，已有 Ｈｉｌｌ定理
给定的转角边界条件ωｉ｜Ｓ＝珔ωｉ 导致曲率珔κｉｊ恒等于
零，这是不符合Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续体平均场理论基本假
定的，因而该边界条件不可用，从而强形式边界条件
式（３４）和式（３７）均不能使用．而另一方面，通过本文

Ｈｉｌｌ定理给定的转角边界条件ωｉ｜Ｓ＝珔ωｉ＋珔ωｉ，ｊｘｊ 能
够得到宏观平均曲率的定义表达式，并与平均场理
论基本假定式（９）相一致，相应的强形式边界条件式
（３８）和式（４１）均可用．
另外，将一致面应力 －偶应力式（３５）或式（３９）代

入ＲＶＥ的矩平衡方程得到：

　　∫Ｓ
ｅｉｊｋｘｊｔｋｄＳ＋∫Ｓ

ｍｉｄＳ＝∫Ｓ
ｅｉｊｋｘｊｎｍ珋σｍｋｄＳ＋

　　　　∫Ｓ
ｎｋ珔μｋｉｄＳ＝ｅｉｊｋ珋σｊｋ ≠０ （４４）

这意味着ＲＶＥ不能够满足自平衡条件，违背
了平均场理论的基本假定［１－３］．因此，该 ＲＶＥ边界
条件的两个版本均不能使用．
综上所述，文献中已有的工作只能够在表征元

边界条件上给定一种“混合平动位移 －偶应力边界条
件”，即：运动学容许的位移条件ｕｉ｜Ｓ＝珔ｕｉ，ｊｘｊ和静力
学容许的偶应力边界条件 ｍｉ｜Ｓ＝（ｎｋμｋｉ）｜Ｓ＝
ｎｋ珔μ

（１）
ｋｉ ．而依据本文的研究工作则可以给出“一致平
动位移 －转角”、“混合一致平动位移 －偶应力”和“混
合一致面应力 －转角”三种强形式 ＲＶＥ边界条件，

其中包括经典连续体均匀化方法中最常用“一致平
动位移－转角”边界条件，为基于经典连续体平均场
理论的各种均匀化方法推广和应用到Ｃｏｓｓｅｒａｔ连
续体中提供了依据．
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４　弱形式周期ＲＶＥ边界条件
在表征元边界上除了可以给定逐点满足的强形

式边界条件以外，还可以构造在积分意义上满足式
（３１）－（３３）的弱形式边界条件，最常用的是周期边界
条件，并且已有的研究工作表明ＲＶＥ周期边界条
件对材料的宏观响应能够给出更加合理的估计［４］．
本节对非均质Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续体表征元上的周期边
界条件进分析和讨论，阐述内容限于二维矩形ＲＶＥ
如图１所示．

图１　二维矩形表征元

Ｆｉｇ．１　Ｔｗｏ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ－ｓｈａｐｅｄ　ＲＶＥ

４．１　平动位移和应力周期边界条件
对于平动位移和应力，可以给定如下形式的

ＲＶＥ周期边界条件：

　　ｕｉ｜Ｓ＝（珔ｕｉ，ｊｘｊ＋ｕ＊ｉ ）｜Ｓ （４５）

ｔｉ｜Ｓ＝（ｎｋσｋｉ）｜Ｓ＝ｔ＊ｉ｜Ｓ＝（ｎｋσ＊ｋｉ）｜Ｓ （４６）

其中（珔ｕｉ，ｊｘｊ）｜Ｓ 表示宏观变形场产生的线性位移，

ｕ＊ｉ｜Ｓ 表示微结构相对于该线性位移场的波动位移，
对于如图１所示的周期边界条件而言，有：

ｕ＊ｉ （ｓ）｜ｂ＝ｕ＊ｉ （ｓ）｜ｔ，　ｕ＊ｉ （ｓ）｜ｌ＝ｕ＊ｉ （ｓ）｜ｒ （４７）
其中下标ｂ，ｔ，ｌ，ｒ分别代表矩形 ＲＶＥ的底端、顶
端、左侧和右侧，ｓ是沿着矩形边的局部坐标．周期
边界条件要求：在矩形对应边上（底端对顶端，左侧
对右侧）相同局部坐标点处，有相同的波动位移，且
相应的面应力大小相等方向相反，即：

ｔ＊ｉ （ｓ）｜ｂ＝－ｔ＊ｉ （ｓ）｜ｔ，　ｔ＊ｉ （ｓ）｜ｌ＝－ｔ＊ｉ （ｓ）｜ｒ
（４８）

根据式（４６）和式（４８），有：
［ｎｋ（ｓ）σ＊ｋｉ（ｓ）］ｂ＝－［ｎｋ（ｓ）σ＊ｋｉ（ｓ）］ｔ
［ｎｋ（ｓ）σ＊ｋｉ（ｓ）］ｌ＝－［ｎｋ（ｓ）σ＊ｋｉ（ｓ）］烅
烄

烆 ｒ

（４９）

由于，

ｎｋ（ｓ）｜ｂ＝－ｎｋ（ｓ）｜ｔ，　ｎｋ（ｓ）｜ｌ＝－ｎｋ（ｓ）｜ｒ（５０）
式（５０）代入式（４９）得到：

σ＊ｋｉ（ｓ）｜ｂ＝σ＊ｋｉ（ｓ）｜ｔ，　σ＊ｋｉ（ｓ）｜ｌ＝σ＊ｋｉ（ｓ）｜ｒ （５１）
下面验证上述周期边界条件是否满足一阶平均

场理论基本假定．对于位移边界条件式（４５），有：

珔ｕｉ，ｊ ＝ １Ｖ∫Ｖｕｉ，ｊｄＶ ＝ １Ｖ∫Ｓ
ｕｉｎｊｄＳ＝

１
Ｖ∫Ｓ

（珔ｕｉ，ｋｘｋ＋ｕ＊ｉ ）ｎｊｄＳ＝珔ｕｉ，ｊ＋１Ｖ∫Ｓ
ｕ＊
ｉｎｊｄＳ

（５２）

式（４７）和式（５０）代入式（５２）右端最后一项，有：

１
Ｖ∫Ｓ
ｕ＊
ｉｎｊｄＳ＝０ （５３）

因此，周期边界条件满足经典连续体平均场理论基
本假定．将式（４７）和式（５０）代入式（３１），并考虑到式
（４９）－（５１），有：

∫Ｓ
（ｎｋσｋｉ－ｎｋ珋σｋｉ）（ｕｉ－珔ｕｉ，ｊｘｊ）ｄＳ＝∫Ｓ

（ｎｋσ＊ｋｉ －

　　ｎｋ珋σｋｉ）ｕ＊ｉｄＳ＝∫Ｓ
ｎｋσ＊ｋｉｕ＊

ｉｄＳ－珋σｋｉ∫Ｓ
ｎｋｕ＊

ｉｄＳ＝０

（５４）

周期边界条件也满足细宏观能量等价条件．
以上分析显示出：ＲＶＥ平动位移及应力周期边

界条件既能够同时满足一阶平均场理论基本假定和

Ｈｉｌｌ－Ｍａｎｄｅｌ细宏观能量等价条件，而且还能够对材
料的宏观响应给出更加合理的估计．因而，在基于经
典连续体平均场理论的多尺度均匀化方法中得到了

广泛的应用．正因如此，对于非均质Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续
体也需要发展相应的转角 －偶应力周期边界条件．
４．２　转角与偶应力周期边界条件
借鉴上述平动位移和应力周期边界条件的构造

和验证方式，可以分析和讨论转角周期边界条件．根
据式（３２），矩形 ＲＶＥ上的转角周期边界条件表示
为：

ωｉ｜Ｓ＝（珔ωｉ＋ω＊ｉ ）｜Ｓ （５５）

本文作者的前期研究工作已显示：式（５５）虽能够满
足 Ｈｉｌｌ－Ｍａｎｄｅｌ条件式（３２），但是不能够满足平均
场理论关于平均曲率的基本定义式（９），因此该周期
边界条件不能够使用．
根据式（３３），矩形 ＲＶＥ上的转角周期边界条

件可以表示为：

ωｉ｜Ｓ＝（珔ωｉ＋珔ωｉ，ｊ＋ω＊ｉ ）｜Ｓ （５６）

周期偶应力边界条件表示为：

ｍｉ｜Ｓ＝（ｎｋμｋｉ）｜Ｓ＝ｍ＊
ｉ｜Ｓ＝（ｎｋμ＊

ｋｉ）｜Ｓ （５７）

相应的，转角和偶应力周期边界条件要求：

ω＊ｉ （ｓ）｜ｂ＝ω＊ｉ （ｓ）｜ｔ，　ω＊ｉ （ｓ）｜ｌ＝ω＊ｉ （ｓ）｜ｒ （５８）

·３６２·第３期　　　　　　　　　　　　刘其鹏等：　非均质Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续体细－宏观均匀化条件



ｍ＊
ｉ （ｓ）｜ｂ＝ｍ＊

ｉ （ｓ）｜ｔ，　ｍ＊
ｉ （ｓ）｜ｌ＝ｍ＊

ｉ （ｓ）｜ｒ （５９）
式（５６）－（５９）分别代入式（３３）和式（９）可以得到：

∫Ｓ
（ｎｋμｋｉ－ｎｋ珔μ

（２）
ｋｉ ）［ωｉ－（珔ωｉ＋珔ωｉ，ｊｘｊ）］ｄＳ＝

　　∫Ｓ
（ｎｋμ＊

ｋｉ －ｎｋ珔μ
（２）
ｋｉ ）ω＊ｉｄＳ＝０ （６０）

珔κｊｉ ＝ １Ｖ∫Ｖωｉ，ｊｄＶ ＝ １Ｖ∫Ｓ
ωｉｎｊｄＳ＝

１
Ｖ∫Ｓ

（珔ωｉ＋珔ωｉ，ｊｘｊ＋ω＊ｉ ）ｎｊｄＳ＝珔ωｉ，ｊ （６１）

因此，周期边界条件式（５６）－（５７）既满足 Ｈｉｌｌ－Ｍａｎ－
ｄｅｌ细宏观能量等价条件，也符合一阶平均场理论基
本假定．
综上所述，文献中已有的工作不能够在表征元

边界条件上给定恰当的转角 －偶应力周期边界条件，
而本文的研究工作则成功地构造了相应的转角和偶

应力周期边界条件，使得基于周期边界条件的非均
质Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续体均匀化方法的发展成为可能．
５　结论
本文针对基于平均场理论的多尺度均匀化关键

问题之一：恰当的表征元边界条件地给定问题，进行
了深入的研究和阐述．在推导和建立一个新的 Ｈｉｌｌ
定理版本基础上，依据 Ｈｉｌｌ－Ｍａｎｄｅｌ细宏观能量等
价条件和一阶平均场理论基本假定，分析和讨论了
各种强形式和弱形式周期表征元边界条件．
与文献中已有的研究工作只能够给定“混合平

动位移－偶应力”一种表征元边界条件相比，本文给
出了三种强形式边界条件，其中包括均匀化方法中
最常用的“一致平动位移－转角位移”边界条件．此
外，在借鉴经典连续体表征元周期边界条件的基础
上，本文还给出了一种合理的弱形式周期边界条件．
本文工作既丰富和发展了已有的非均质Ｃｏｓｓ－

ｅｒａｔ连续体平均场理论，也为Ｃｏｓｓｅｒａｔ连续体多尺
度均匀化方法的发展与应用提供了更加广泛的理论

基础．
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