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摘　要　结构的响应实质上是材料的响应，宏观结构损伤至断裂的发展过程也是材料性质不断演化的结果．
构元组集模型从材料的微观物理变形机制出发，基于对泛函势理论和Ｃａｕｃｈｙ－Ｂｏｒｎ准则，抽象出两种构元：弹簧束

构元和体积构元．在微观层次上，结构损伤和断裂的实质都是原子间键合力减弱和丧失的结果，而弹簧束构元是同

一方向上的原子键的抽象，因此损伤可以通过弹簧束构元的响应曲线来反映．组集两种构元的响应，建立了材料的

弹性损伤本构关系，从而能一致描述材料从弹性到损伤、破坏的发展过程．将构元组集模型的本构关系嵌入

ＡＢＡＱＵＳ的用户材料单元子程序ＵＭＡＴ，实现对结构响应的数值模拟．论文模拟了包含中心预制裂纹三点弯曲梁

的裂纹扩展过程，并与内聚区模型比较，给出了内聚区模型所假设的应力－位移关系曲线，并从材料损伤演化的角

度对材料裂纹扩展过程做出了物理解释．
关键词　弹性损伤本构关系，裂纹扩展，ＡＢＡＱＵＳ／ＵＭＡＴ，构元组集模型，内聚区模型

０　引言
在经典断裂力学中，裂纹扩展实际上是一个运

动边界问题，其中最重要的未知量是裂尖点的轨迹．
线弹性断裂力学通过求解裂纹尖端的应力应变场，
并采用由此求得的某些特征参量（如应力强度因子、
能量释放率）作为判断裂纹扩展的准则［１］．弹塑性断
裂力学采用Ｊ积分来判断材料的临界扩展条件［２］．
然而，线弹性断裂力学和弹塑性断裂力学仅仅适用
于宏观裂纹形成之后的阶段，对材料开始劣化到宏
观裂纹形成之间的行为和物理过程并未进行理论分

析和描述［３］．因此，作为能够描述材料从起裂到断裂
发展过程的内聚区模型被广泛应用到各种场合［４］．
内聚区模型由Ｂａｒｅｎｂｌａｔｔ和Ｄｕｇｄａｌｅ提出，发

展迅速，同时衍生出了一系列模型［５，６］．内聚区模型
通过假设在裂纹扩展路径上应力和位移之间存在一

定的关系，刻画了变形过程中裂纹扩展阻力和软化
阶段，从而给出材料断裂扩展过程的特征．而且，内
聚区模型容易在有限元方法中实现，获得了广泛应
用［７－９］．然而，内聚区模型需要预先确定裂纹扩展方
向，在裂纹扩展路径上布置内聚力单元，给实际应用
带来了困难．
从另一个角度来看，裂纹扩展的过程就是裂纹

尖端附近材料逐渐损伤引起的损伤区（以及塑性区）
移动的过程，如果在本构关系中引入材料的损伤演
化规律和破坏条件，就可以描述结构的裂纹扩展过
程．对材料力学性质的研究有多种不同的方法，如物
理力学、分子动力学、唯象的连续介质力学和基于微
观物理机制的连续介质力学．近年来，基于微观物理
机制的连续介质力学取得了一些成果，如准连续介
质模型［１０］、虚内键模型［１１］以及近年来建立的构元组
集模型［１２－１６］．
构元组集模型基于材料微观物理机制，从原子

间相 互 作 用 势 理 论———对 泛 函 势 出 发，通 过

Ｃａｕｃｈｙ－Ｂｏｒｎ准则建立微观变形同宏观变形之间的
联系，将原子键按方向分组，同一方向上的原子键抽
象为一个弹簧束构元，从而按方向统计能量．同时，
从嵌入势随体积变化的特点抽象出体积构元．因此，
模型具有分布于空间所有取向的弹簧束构元和一个

体积构元组成的微结构．损伤在微观上体现为键合
力的削弱和丧失，而弹簧束构元作为同一个方向上
原子键的抽象，能直接反映损伤，因此可以在弹簧束
构元上引入损伤．组集这两种构元的力学响应，可以
得到材料的弹性损伤本构关系．本模型将六维应力－
应变关系转化为构元上的简单响应函数，简化了计
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算．
在本文中，利用 ＡＢＡＱＵＳ用户材料单元子程

序ＵＭＡＴ，引入构元组集模型的弹性损伤本构关
系，通过一个有预制裂纹的三点弯曲梁的算例，模拟
了裂纹扩展过程．在裂纹扩展路径上提取材料点中
应力和变形的关系，可以为内聚区模型提供应力－位
移曲线．将模型预测的应力－位移曲线与文献［１７］中
假设的曲线进行比较，从材料损伤演化的角度给出
了裂纹扩展过程的物理解释．
１　构元组集模型
构元组集模型［１２－１５］作为一种基于微观物理机制

的材料模型，能描述材料和结构的响应，并且反映变
形诱导的各向异性．模型基本框架的建立已经在前
期工作中完成，下面简单给出模型弹性损伤本构关
系的推导过程．
１．１　构元组集模型的建立过程
基于原子间相互作用势———“对泛函势”理

论［１８］，材料的势能可分为两部分，一部分是原子核间
的成对相互作用，称为“对势”，另一部分考虑原子核
与电子以及多原子间的相互作用，称为“嵌入势”，即：

Ｅ＝ １２∑（α，β）
（ｒ（α，β））＋∑

α
Ｆ（ρ

（α）） （１）

从上式可以看出，对势项需要遍历所有的原子
对求和，嵌入势项需要遍历所有的原子求和，由于材
料单元内包含众多的原子，运动学自由度过多．
对于固体材料，Ｃａｕｃｈｙ－Ｂｏｒｎ准则［１９］认为材料

的微观变形服从局域的宏观变形梯度，因此，同一方
向上的原子键遵循相同的变形规律，可以将具有相
同方向的原子键分为一组，从中抽象出弹簧束构元，
弹簧束构元抽象自对势，由于对势的大小只与原子
核间距离有关，因此，弹簧束构元只发生拉压变形，
具有简单的本构关系：

ｆ（ｓ）＝Ｈ（ｓ）λ（ｓ） （２）

其中ｆ（ｓ）、Ｈ（ｓ）和λ（ｓ）分别是第ｓ个弹簧束构元的力、
刚度和变形．因此，能量可以按方向统计，大大减少
了自由度．同时，从嵌入势随体积变化的特点，抽象
出体积构元．体积构元只对三维体积变形———膨胀
或压缩有响应，其响应函数为：

ｐ＝Ｋθ （３）
其中ｐ、Ｋ 和θ分别是体积构元的力、刚度和变形．
对于超弹性材料，单位体积内由变形引起的势能变
化即为应变能密度，由弹性张量与应变能密度的关
系，组集两种构元的响应，可得材料的本构关系［１２］：

　　σｉｊ ＝Ｃｉｊｋｌεｋｌ ＝ ２　Ｕ
εｉｊεｋｌ

εｋｌ ＝

∑
Ｓ

ｓ＝１
Ｈ（ｓ）ｎ（ｓ）ｉ ｎ（ｓ）ｊｎ（ｓ）ｋｎ（ｓ）ｌ ＋Ｋδｉｊδ（ ）ｋｌεｋｌ （４）

对于均匀连续介质，原子键的方向遍布整个空
间．刚度张量中的第一项转化为对所有方向的空间
积分．特别地，对于均匀各向同性材料，各个方向上
的原子键密度相同，在三维情况下，即有：

Ｃｉｊｋｌ ＝∫
π／２

０∫
２π

０
ｈｎｉｎｊｎｋｎｌｓｉｎφｄθｄφ＋Ｋδｉｊδｋｌ ＝

２π
１５ｈ＋（ ）Ｋδｉｊδｋｌ＋２π１５ｈ（δｉｋδｊｌ＋δｉｌδｊｋ） （５）

其中ｈ为单位立体角内弹簧束构元的刚度．与经典
连续介质力学比较，可得到弹簧束构元和体积构元
的刚度与宏观材料常数Ｅ和ν的关系：

ｈ＝ １５Ｅ
４π（１＋ν）

Ｋ＝
（４ν－１）Ｅ

２（１＋ν）（１－２ν
烅

烄

烆 ）

（６）

对于平面应力状态或平面应变状态，有：

Ｃｉｊｋｌ ＝∫
π

０
ｈｎｉｎｊｎｋｎｌｄθ＋Ｋδｉｊδｋｌ ＝

１
８πｈ＋（ ）Ｋδｉｊδｋｌ＋１８πｈ（δｉｋδｊｌ＋δｉｌδｊｋ）（７）
这两种情况下弹簧束构元和体积构元的刚度与

宏观材料常数的关系分别为：

ｈ＝８πＧ

Ｋ＝３ν－１１－ν
烅

烄

烆
Ｇ
　和　

ｈ＝ ４Ｅ
π（１＋ν）

Ｋ＝
（４ν－１）Ｅ

２（１＋ν）（１－２ν
烅

烄

烆 ）

（８）

数值计算中，采用求和形式（式（４）），在空间上
选定有限个代表性方向作为弹簧束构元的方向，平
行于此方向的一个小立体角内原子键的势能就是弹

簧束构元的势能，这部分能量对刚度的贡献转换成
此构元的刚度模量．图１为平面的弹簧束构元离散
示意图（图中有３０个构元）．
１．２　构元组集模型的弹性损伤本构关系
从微观上看，结构的损伤和断裂都是原子间键

合力减弱和丧失的结果，而弹簧束构元是同一方向
上原子键的抽象，当原子间键合力开始减弱，相应的
弹簧束构元的力学性质（如刚度）发生改变．原子间
键合力降低越多，对应方向上弹簧束构元的刚度改
变越大，因此可以在弹簧束构元上引入损伤因子

Ｄ（ｓ）来描述第ｓ个弹簧束构元刚度的降低：

Ｄ（ｓ）＝１－Ｈ
（ｓ）

Ｈ（ｓ）
０

（９）
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图１　平面的离散弹簧束构元分布示意图

Ｆｉｇ．１　Ｐｌａｎａｒ　ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｄｉｓｃｒｅｔｅ　ｓｐｒｉｎｇ－ｂｕｄｄｌｅ

ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ

其中Ｈ（ｓ）和Ｈ（ｓ）
０ 分别表示第ｓ个弹簧束构元当前

的和初始的割线刚度．
从而，材料的弹性本构关系可以“形式不变的”

演化为弹性损伤本构关系，不同的只是弹簧束构元
的刚度，因此，弹性损伤割线刚度可写为：

Ｃｉｊｋｌ ＝∑
Ｓ

ｓ＝１
Ｈ（ｓ）ｎ（ｓ）ｉｎ（ｓ）ｊｎ（ｓ）ｋｎ（ｓ）ｌ ＋Ｋδｉｊδｋｌ ＝

∑
Ｓ

ｓ＝１

（１－Ｄ（ｓ））Ｈ（ｓ）
０ｎ（ｓ）ｉｎ（ｓ）ｊｎ（ｓ）ｋｎ（ｓ）ｌ ＋Ｋδｉｊδｋｌ （１０）

上式没有考虑体积构元的损伤．实际上，当体积变形
较大时，体积构元的刚度会有变化，然而相比弹簧束
构元，体积构元的损伤一般很小．此外，在静水压力
作用下，弹簧束构元也会产生相应变形，发生损伤，
因此体积变形引起的损伤也可以通过弹簧束构元来

反映．因此，模型主要通过弹簧束构元来描述损伤．
弹簧束构元的损伤可看成是应变史（整个变形

过程中绝对值最大的拉伸／压缩应变）的函数．同时，
考虑损伤不愈合：

Ｄ（ｓ）＝Ｄ（ｓ）（λ（ｓ）ｈ ），０≤Ｄ（ｓ）≤１，Ｄ（ｓ）≥０，ｓ＝１，…，Ｓ
（１１）

根据式（４）、（９）和（１１），得到率形式的弹性损伤
本构关系：

σｉｊ ＝ ∑
Ｓ

ｓ＝１

（１－Ｄ（ｓ））Ｈ（ｓ）
０ －Ｈ（ｓ）

０λ（ｓ） ｄＤｄλ（ ）ｎ
（ｓ

［ ］
）

｛｛ ·

ｎ（ｓ）ｉ ｎ（ｓ）ｊｎ（ｓ）ｋｎ（ｓ）｝ｌ ＋Ｋδｉｊδ ｝ｋｌεｋｌ （１２）

１．３　构元组集模型对结构损伤至断裂过程的描述
值得注意的是，从式（４）可以看出，不论宏观的

变形多复杂，对于单个弹簧束构元都只承受此构元
方向上的拉伸或压缩变形．因此，构元组集模型实际
上是将宏观的复杂三维变形转化到构元上的简单变

形来考虑．通过组集构元的响应，得到宏观的材料响
应．因此，弹簧束构元和体积构元共同构成了模型的
微结构，可以描述复杂的三维响应．在有限元模型

中，每个材料点下实际上都包含由构元组成的微结
构．当弹簧束构元的损伤值累积达到１时，此弹簧束
构元破坏．当一个材料点下的所有弹簧束构元都发
生破坏时，此材料单元失去承载能力，称为单元破
坏．由于弹簧束构元具有方向性，不同方向上的构元
受力状态不同，经历的变形历史不同，刚度不同，损
伤状态也不相同，因此自然地反映了材料单元变形
诱导各向异性．
作为一个有微结构的模型，构元组集模型能描

述材料从弹性到损伤破坏的演化过程，并且反映这
个过程中变形诱导的各向异性．而且，单元上的各向
异性会影响应力分布，进而会对结构的响应产生影
响．一般来说，裂纹扩展路径垂直于裂尖所在单元中
最先破坏的弹簧束构元的方向．因此，结构的裂纹扩
展路径由材料的损伤和破坏状态确定，不需要另外
给定断裂条件和裂纹扩展路径，裂纹扩展路径即为
构件中已经完全损伤的所有质点的集合，损伤的集
中化发展反映了裂纹的向前扩展过程，从而自然的
给出了裂纹扩展路径．因此，构元组集模型描述了材
料从弹性到损伤破坏的全过程，为分析结构的裂纹
扩展过程提供了条件．

ＡＢＡＱＵＳ的用户材料子程序 ＵＭＡＴ为用户
提供了一个自定义材料的接口，通过与 ＡＢＡＱＵＳ
主求解程序的接口实现了与 ＡＢＡＱＵＳ的数据交
流．本文利用构元组集模型的弹性损伤本构关系，编
写用户材料子程序ＵＭＡＴ，实现有限元数值模拟计
算，对结构的损伤至破坏特性进行分析．
２　算例
内聚区模型假设在裂纹扩展路径上存在一个微

小的区域，称为内聚区，在内聚区，材料的应力和位
移之间存在一定的关系σ＝σ（δ），下面基于一个包含
预制裂纹三点弯曲梁的算例，模拟结构中的裂纹扩
展过程．文献中利用内聚区模型对此结构进行了数
值模拟［１７］，其中内聚区模型的应力 －位移曲线采用
三折线形式，由五个参数确定，粘聚强度ｆ′ｔ，临界断
裂扩展宽度ｗｃｒ，最终裂纹扩展宽度ｗｆ，拐点应力与
粘聚强度比值ψ和断裂能ＧＦ．
构件的平面尺寸为１１００ｍｍ×２５０ｍｍ，厚度为

８０ｍｍ，几何尺寸如图２．材料为混凝土，弹性模量
为３２ＧＰａ，泊松比为０．３，拉伸强度和压缩强度分别
为４．１５ＭＰａ和５８．３ＭＰａ．利用ＡＢＡＱＵＳ用户材
料子程序ＵＭＡＴ将构元组集模型的弹性损伤本构
关系引入，对此含预制裂纹三点弯曲梁进行了数值
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模拟．弹簧束构元的响应曲线采用如图３所示的双
折线．考虑到混凝土的拉伸强度比压缩强度大，弹簧
束构元在拉伸阶段和压缩阶段的损伤阈值和破坏阈

值不同，拉伸阶段的参数和压缩阶段的参数不同，如
表１所示，这些参数由材料的强度及拟合宏观的载
荷与裂纹张开位移之间的关系确定．

图２　试件几何尺寸示意图（ｍｍ）

Ｆｉｇ．２　Ａ　ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｓｐｅｃｉｍｅｎ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ（ｍｍ）

图３　弹簧束构元的响应曲线

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｐｒｉｎｇ－ｂｕｄｄｌｅ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ

表１　模拟中所采用的模型参数

Ｔａｂｌｅ　１　Ｍｏｄｅｌ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｆｏｒ　ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

λｔ０ λｔｃ λｃ０ λｃｃ

７×１０－５　 ０．０１８ －０．０１ －０．８

通过数值模拟，可以得到结构在裂纹扩展后的
变形图，如图４所示，图中变形较大的单元表示裂纹
扩展路径（由于有限元处理的关系，图中并没有将裂
纹扩展路径上的单元分离）．拟合得到的载荷与裂纹
张开位移（ＣＭＯＤ）的关系与试验结果的比较如图５
所示．在变形过程中，对于沿着预制裂纹方向的材料
单元（梁下端），受到垂直于预制裂纹方向上的拉应
力，因此，在垂直于预制裂纹的方向上的弹簧束构元
承受拉力，更容易发生损伤而破坏，而结构垂直于弹
簧束构元破坏的方向，即沿着预制裂纹的方向向前
扩展．在裂纹扩展过程中，不需要指定裂纹扩展路

图４　裂纹扩展后的变形图（ｓｃａｌｅ＝４０）

Ｆｉｇ．４　Ａｍｐｌｉｆｉｃａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｄｅｆｏｒｍｅｄ　ｍｅｓｈ（ｓｃａｌｅ＝４０）

图５　载荷与裂纹张开位移关系图

Ｆｉｇ．５　Ｌｏａｄ－ｃｒａｃｋ　ｍｏｕｔｈ　ｏｐｅｎｉｎｇ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
（ＣＭＯＤ）ｃｕｒｖｅ

径，结构中各个材料点的损伤状态自然的决定了应
力重分配过程（通过 ＡＢＡＱＵＳ实现），从而决定了
裂纹扩展方向．在结构的不同变形阶段，取裂纹扩展
路径上的应力分布曲线，如图６所示，可看到，在裂
纹扩展过程中，裂纹的尖端始终处于应力集中状态，
并且随着裂纹的扩展向前移动，原来的应力集中区
域应力不断释放并且转移到新的尖端，裂纹扩展路
径上的每个材料点经历了从弹性到损伤破坏的发展

过程，这与内聚区模型对裂纹扩展路径上的材料性
质的描述是一致的．
利用裂纹扩展路径上的应力 －应变曲线，并考虑

到能量相等，可得到内聚区模型所假设的应力和位
移之间的关系．模拟得到的应力 －位移曲线和文献中
采用的三折线形式比较如图７所示．从图中可以看
出，文献中采用的曲线的拐点位于ψ＝０．２５处（ψ为
拐点处的应力与峰值应力的比值），模拟计算得到ψ
≈０．１５．文献［２０］表明ψ的值约为０．１５～０．３３．两者
比较结果可看出，利用构元组集模型模拟得到的内
聚区模型的应力 －位移曲线与内聚区模型中采用的
曲线基本吻合．从微观上看，材料的损伤和断裂是原

·４４２· 固体力学学报　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１３年第３４卷



图６　不同时刻沿裂纹扩展路径上的应力分布图

Ｆｉｇ．６　Ｓｔｒｅｓｓ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ａｌｏｎｇ　ｔｈｅ　ｃｒａｃｋ　ｐｒｏｐａ－

ｇａｔｉｏｎ　ｐａｔｈ　ａｔ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｔｉｍｅ

图７　模型预测的应力 －位移曲线和内

聚区模型假设的曲线比较

Ｆｉｇ．７　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｔｒｅｓｓ－ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｃｕｒｖｅｓ　ｂｅ－
ｔｗｅｅｎ　ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ　ｂｙ　ｔｈｅ　ｐｒｅｓｅｎｔ　ｍｏｄｅｌ　ａｎｄ　ａｓ－
ｓｕｍｅｄ　ｂｙ　ｔｈｅ　ｃｏｈｅｓｉｖｅ　ｚｏｎｅ　ｍｏｄｅｌ

子键的不断变化和破坏的宏观表象，因此，内聚区的
本构可由原子间的势函数得到．由于构元组集模型
基于对泛函势，物理概念清楚，从材料损伤演化的角
度模拟了裂纹扩展路径上的应力及损伤演化情况，

为内聚区模型假设的应力 －位移曲线提供了物理解
释．因此，构元组集模型具有为内聚区模型提供合适
的应力 －位移曲线的潜力．
３　结论
构元组集模型一致描述了材料从弹性到损伤阶

段的本构关系，本文将构元组集模型的弹性损伤本
构关系嵌入ＡＢＡＱＵＳ的用户材料子程序 ＵＭＡＴ，

从而可以实现结构从弹性、损伤到断裂变形过程的
模拟．对典型的有预制裂纹三点弯曲梁的裂纹扩展
情况进行了模拟，通过拟合宏观的载荷－位移曲线，

可以预测内聚区模型的应力－位移曲线，并且能描述
裂纹扩展过程中应力集中沿着裂纹扩展路径向前移

动的现象，裂纹扩展路径上的每个材料点经历了从
弹性到损伤破坏的发展过程，而应力集中点在裂纹
扩展路径上不断向前移动，这与内聚区模型的思想
是一致的．因此，作为一个物理概念清楚的模型，构
元组集模型为内聚区模型提供了物理解释．与内聚
区模型比较，构元组集模型不需要预先给定裂纹扩
展方向，因此可能有更广阔的适用空间．
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