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摘  要：基于平均场理论的多尺度均匀化模拟必须满足 Hill-Mandel 细宏观能量等价条件，这首先需要推导 Hill

定理。Cosserat连续体平均场理论中，宏观平均偶应力的定义存在 2种不同的方案，给 Hill定理的推导带来了困

难。该文构造了一个不考虑宏观平均偶应力具体表达式的 Hill定理中间形式，将 2种宏观偶应力定义分别代入，

推导和建立了 2个版本的 Hill定理，并对二者做了比较和分析，为后续非均质 Cosserat连续体多尺度模拟研究工

作提供了理论基础。 
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Abstract:  The Hill-Mandel condition, i.e. the micro-macro energy equivalence condition, should be satisfied in 
the multi-scale homogenization process based on the average-field theory. It needs firstly the derivation of Hill’s 
lemma. The macroscopic average couple stress tensor can be defined in two different ways in the average-field 
theory of Cosserat continuum. That leads to difficulties in deriving the Hill’s lemma. This paper constructs a 
transition form of Hill’s lemma without considering the specific expressions of macro average couple stress tensor. 
Substitution of the two existing definitions of average couple stresses into the transition form leads to two 
different versions of Hill’s lemma, respectively. The comparison and analysis are also performed on the presented 
versions. This paper provides the theoretical basis for further research on the multi-scale modeling of 
heterogeneous Cosserat continuum. 
Key words:  multi-scale modeling; the average-field theory; Cosserat continuum; definitions of averaged couple 

stresses; Hill’s lemma 
 

多数天然及人工材料都是非均质的，比如颗粒

材料、复合材料等。确定此类材料的细观结构与其

均匀化宏观属性之间的关系具有重要的工程意义。

在平均场理论中，宏观应力和应变定义为细观表征

元上应力和应变的体积平均，细宏观尺度之间通过

给定恰当的表征元边界条件相联系，材料宏观等效

本构属性由细观本构关系通过均匀化过程得到。经

典 Cauchy 连续体平均场理论已经充分发展并广泛
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应用于复合材料的多尺度分析和计算[1―6]。 
Cosserat 连续体模型及其有限元法已经在复合

材料和颗粒材料等非均质材料力学行为的研究中

得到了广泛的发展和应用[7―10]。在平均场理论框架

内对非均质 Cosserat连续体进行细宏观均匀化模拟
首先需要阐述 Hill定理，据此可以给定恰当的静力
学或运动学表征元边界条件，以满足细宏观能量等

价条件(Hill-Mandel 条件，或称 Hill 宏观均质化条
件)[1,4]。需要强调指出的是：恰当的表征元边界条

件对于建立非均质材料的均匀化本构关系以及发

展相应的计算均匀化方法是极为重要的。经典连续

体平均场理论的 Hill定理[1]由 Hill于 1963年给出，
它为正确给定表征元边界条件提供了理论依据。尽

管已有学者将基于 Hill-Mandel 条件的均匀化方法
推广到 Cosserat 连续体 [11―13]，但是对于非均质

Cosserat连续体Hill定理的研究工作仍然较少[14―15]。 
文献中关于宏观平均偶应力的定义存在 2种不

同的方案：一是只考虑细观偶应力的影响[12,14]；二

是同时考虑细观表征元内偶应力和应力矩的影  
响[11,13]。这是 Cosserat连续体平均场理论与经典连
续体平均场理论的显著不同之处，给相应的 Hill定
理的建立带来了困难，也给基于平均场理论的非均

质 Cosserat连续体均匀化方法的研究和应用带来了
理论上的困惑。本文从平均场理论基本假定出发，

借鉴经典连续体平均场理论公式建立静力学量和

运动学量的细宏观联系表达式，进而构造了一个不

考虑宏观偶应力定义具体表达式的Hill定理中间形
式，通过将 2种宏观偶应力定义代入该表达式，推
导和建立了 2个版本的 Hill定理，并对二者做了比
较和分析，为后续的非均质 Cosserat连续体多尺度
模拟研究工作提供了理论指导和依据。 

1  经典连续体平均场理论简介[3] 

在细观力学途径中，宏观连续体内的质点对应

着细观尺度上有限尺寸的表征元[3]，在不考虑体积

力的情况下，表征元内的控制方程为： 
, 0ij i                       (1) 

, ,
1 ( )
2ij j i i ju u                (2) 

其中： ij 和 ij 分别是细观应力和应变张量； ,i ju 是

位移梯度张量。表征元边界上的平衡方程为： 
i j jit  n                 (3) 

其中： it 是面力； jn 是边界面的单位外法线向量。 

在平均场理论中，宏观场 ijgá ñ通常定义为细观

场 ijg 的体积平均 ijg ，即： 

1 dij ij ij

V

g g g V
V

  á ñ            (4) 

其中，V 是表征元的体积。宏观应力和应变定义为： 
1 dij ij ij

V

V
V

    á ñ            (5) 

1 dij ij ij

V

V
V

    á ñ             (6) 

根据式(1)~式(3)并利用 Gauss 定理可以进一步
将平均应力和平均应变表示为表征元边界积分的

形式： 
1 1d ( )dij ij kj i

kV V

V x V
V V x

  
  

   

1 1d dk kj i i j

S S

n x S x t S
V V

            (7) 

, ,
1 1 1d ( )d

2ij ij j i i j

V V

V u u V
V V

       

1 ( )d
2 i j j i

S

n u n u S
V

               (8) 

经典连续体 Hill定理[1,4]为： 
1 ( )( )dij ij ij ij i ij j k ki k ki

S

u x n n S
V

           (9) 

其中： jx 是 RVE边界点坐标； 

1 dij ij ij ij

V

V
V

                (10) 

2  Cosserat连续体平均场理论 

2.1  Cosserat连续体控制方程[16] 

在 Cosserat连续体模型中，独立的运动学变量
是位移 iu 和转角 i 。相应的静力学分量除应力张量

ij 以外还增加了偶应力张量 ij 。应变张量 ij 与曲

率张量 ij 分别定义为： 

kijki,jij eu              (11) 

,ij j i                     (12) 

平衡方程表示为： 
, 0ij i                      (13) 

, 0ij i jkl kle               (14) 

需要注意的是：尽管式(13)与式(1)形式相同，
但是由于模型中引入了偶应力张量，式(13)中的应
力张量已经不再具有对称性。除式(3)以外边界面上
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还增加了一个矩平衡条件： 
i j jim n                 (15) 

其中， im 表示面力偶。 

2.2  Cosserat连续体平均场理论基本公式 
非均质 Cosserat 连续体平均场理论的 Hill- 

Mandel细宏观能量等价条件为： 

ij ij ij ij ij ij ij ij                 (16) 

类似于经典连续体平均场理论中 ij 和 ij ij  的

定义式(8)和式(10)， ij 和 ij ij  定义为： 

, ,
1 1d dij j i j i i j

V S

V n S
V V

            (17) 

1 dij ij ij ij

V

V
V

                      (18) 

式(11)代入式(10)得到： 

,
1 1d ( )dij ij ij ij ij j i ijk k

V V

V u e V
V V

           

,ij j i ijk ij ku e                      (19) 

其中： 

, ,
1 dij j i ij j i

V

u u V
V

               (20) 

1 dijk ij k ijk ij k

V

e e V
V

             (21) 

式(11)代入式(6)： 

,
1 ( )dij ij ij j i ijk k

V

u e V
V

      ,ij j i ijk ij ku e    

 (22) 
其中： 

,
1 dj,i j i

V

u u V
V

              (23) 

1 dk k

V

V
V

                (24) 

由式(19)和式(22)可得到： 

, ,( ) ( )ij ij ij ij ij j i ij j i ijk ij k ij ku u e               

   (25) 
由式(25)代入式(16)可得： 

, ,( ) ( ) ( )
ij ij ij ij ij ij ij ij

ij j i ij j i ji ji ji ji ijk ij k ij ku u e

       

         

   

    

   (26) 
注意到在以上公式中并没有给出宏观平均偶

应力张量 ij 的定义式，这是由于在 Cosserat连续体
平均场理论中，平均偶应力的定义可以有 2种不同

的方式[11―14]，这是基于经典连续体平均场理论的均

匀化方法不能够简单、直接地推广和应用于

Cosserat 连续体的一个重要原因，是建立 Cosserat
连续体平均场理论基本公式及其均匀化方法的理

论关键。式(26)可进一步表示为如下形式(具体推导
见附录)： 

ij ij ij ij ij ij ij ij            

,

,

1 ( )( )d

1 ( )( )d

i i j j k ki k ki

S

i i j j k ki k ki

S

u u x n n S
V
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V

 
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1 ( )dij ij i jkl kl ij ij ijk ij k

V

x e V e
V
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 

   
  

  (27) 

式(27)的推导中也没有考虑宏观平均偶应力的
具体定义形式。以下的推导显示，将 2种不同的平
均偶应力定义式代入式(27)，可以得到 2 个不同版
本的 Hill定理。 
2.3  Cosserat连续体 Hill定理-I 
在一些学者的研究中宏观偶应力的定义直接

表示为细观偶应力的体积平均[12,14,17]： 
1 dij ij

V

V
V

                (28) 

根据式(28)、平衡方程式(14)以及 Gauss定理，
式(27)右端最后一项可进一步推导为： 

,

, , ,

, ,

, ,

1 ( )d

1 1( )d d

1 1d d

1 1[( ) ]d d

1 1 1( )d d d

ij ij i jkl kl ij ij ijk ij k

V

j i i jkl kl k ijk ij
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V V
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V S
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S V

x e V e
V
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
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S
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,
1 ( )dk ki i j j i ij ij

S

n x S
V

                    (29) 

注意到： 

, ,
1 1( )d dk ki i j j ki i j k j

S S
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       

,
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S
V
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1 1d d 0k ki i ki i k

S S

n S n S
V V

           (31) 

式(31)叠加到式(30)得到： 

,
1 ( )dij ij k ki i j j i

S

n x S
V

            (32) 

式(32)代入式(29)给出： 

,
1 ( )dij ij kj k i ij ij ijk ij k
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x V e
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,
1 ( )( )di j j i k ki k ki

S
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V
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式(33)代入式(27)得到： 

ij ij ij ij ij ij ij ij            

,

,
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1 ( )( )d

i i j j k ki k ki

S

i i j j k ki k ki

S
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V

 
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
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,
1 ( )( )dk ki k ki i j j i

S

n n x S
V

          (34) 

进一步表示为： 

ij ij ij ij ij ij ij ij            

 ,
1 ( )( )di i j j k ki k ki

S

u u x n n S
V

     

1 ( )( )di i k ki k ki

S

n n S
V

              (35) 

这样在平均偶应力定义式(28)下，得到了非均
质 Cosserat连续体平均场理论第 1个版本的 Hill定
理，简记为“Hill定理-I”。式(35)与文献中已有的
Hill定理版本一致[14]。 
2.4  Cosserat连续体 Hill定理-II 
一些学者认为宏观偶应力的定义要同时考虑

细观表征元上偶应力和应力矩的影响[11,13]，即： 
1 ( )dij ij i jkl kl

V

x e V
V

            (36) 

式(36)代入式(27)得到： 

ij ij ij ij ij ij ij ij            

,
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,
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S
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V

         (37) 

根据式(5)和式(14)、式(37)右端最后一项表
示 为： 

1 dijk ij k i ijk jk

V

e e V
V

      

,
1 1( )d di ki k k ki i

V S

V n S
V V
            (38) 

式(38)减去式(31)得到： 
1 1d dijk ij k k ki i k ki i

S S

e n S n S
V V

           

1 ( )di k ki k ki

S

n n S
V

           (39) 

式(39)代入式(37)得到： 

ij ij ij ij ij ij ij ij            

,
1 ( )( )di i j j k ki k ki

S

u u x n n S
V

     

,
1 [ ( )]( )di i i j j k ki k ki

S

x n n S
V

         (40) 

这样在平均偶应力定义式(36)下得到了非均质
Cosserat连续体平均场理论第 2个版本的Hill定理，
简记为“Hill 定理-II”。需要明确说明的是：以往
的研究者虽然已经给出了平均偶应力表达式

式 (36)，但式(40)所示的“Hill定理-II”是本文作者
首次给出的。 
对比式(35)和式(40)可以看出：一方面，二者的

应力-位移边界积分式是相同的，并且与经典连续体
Hill 定理表达式均相同；也就是说，若不考虑偶应
力-转角项的影响，Cosserat连续体控制方程退化为
经典连续体控制方程，2个版本的 Hill定理也可以
退化为经典连续体 Hill定理。另一方面，2个版本
的不同之处在于：一是宏观平均偶应力定义式的不

同；二是所得 Hill定理中偶应力-转角边界积分项的
表达式不同。也即宏观平均偶应力定义不同，相应

的与之能量共轭的运动学条件也不相同。 
通过本文的推导可以看出：构建非均质

Cosserat 连续体平均场理论及其均匀化方法时，采
用不同的偶应力定义表达式，可以得到不同的 Hill
定理形式。从 Hill-Mandel 细宏观能量等价的角度
来看，2 种平均偶应力定义方式都是可行的。本文
工作有助于对 Cosserat连续体平均场理论的深入理
解和探究。 

3  结论 

本文基于经典连续体平均场理论和 Cosserat连
续体控制方程，推导和建立非均质 Cosserat连续体
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平均场理论 Hill定理。考虑到宏观平均偶应力张量
定义的不唯一性，本文构造了一个不考虑平均偶应

力张量具体形式的 Hill定理中间形式，将 2种平均
偶应力定义方案代入在经过一系列推导，得到了 2
个版本的 Hill 定理，其中的“Hill 定理-I”与文献
中已有的版本一致，而“Hill 定理-II”则由本文作
者首次给出。 
对于 2个 Hill定理版本的比较和分析显示：从

细宏观能量等价的角度来看，依据 2种不同的平均
偶应力定义式建立 Cosserat连续体平均场理论及其
相应的均匀化方法都是可行的。对于 2种不同的宏
观平均偶应力定义，在 Hill定理的表征元边界积分
式中，相应的能量共轭项的运动学条件是不相   
同的。 
对于 2个版本 Hill定理表征元边界条件的给定

和相应的均匀化方法建立过程的讨论，将另文

阐 述。 
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附录 A.  Hill定理中间形式式(27)的推导和验证。 

文中式(26)给出： 

ij ij ij ij ij ij ij ij            

, ,( ) ( )ij j i ij j i ij ij ij ij ijk ij k ijk ij ku u e e                (26) 

根据经典连续体平均场理论，有： 

, ,
1 1d ( )dij j i ij j i ij j

V V i

u u V u V
V V x

  
  

   

1 1d di ij j j j
S S

n u S t u S
V V

              (A1) 

, , , ,
1 [ ( ) ( )]dij j i ij j i k kj j j i i k kj j j i i

S

u u n u u x n u u x S
V

          

,
1 ( )( )di i j j k ki k ki

S

u u x n n S
V

          (A2) 

注意到 ij ij  可以表示为： 

,
1 ( )( )dij ij i i j j k ki k ki

S

x n n S
V

          

, ,
1 1d ( )dki k i i j ij i jkl kl

V V

V x e V
V V

             (A3) 
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下面推导和验证式(A3)。式(A3)右端第 1项展开： 

,
1 ( )( )di j i j k ki k ki

S

x n n S
V

       

, ,
1 ( )dk ki i k ki i k ki j i j k ki j i j

S

n n n x n x S
V

           (A4) 

式(A4)右端第 1项可表示为： 
1 1 1d ( )d dki

k ki i ki i i ij ij
S V Vk k

n S V V
V V x V x


      


  

     

 (A5) 
式(A4)右端第 2项可表示为： 

, ,
1 1d dk ki i ki i k ki i k ij ij

S V

n S V
V V

                (A6) 

式(A4)右端第 4项可表示为： 

, ,
1 dki i j k j ji i j ij ij

S

n x S
V

                (A7) 

需要强调指出的是：式(A6)和式(A7)均没有涉及平均偶
应力张量 ij 的具体定义形式。 

式(A4)右端第 3项可表示为： 

, ,
1 1d ( )di j k ki j i j ki j

S V k

n x S x V
V V x

   
   

   

, ,
1 ( )di j ji ki k j

V

x V
V

      (A8) 

式(A5)~式(A8)代入式(A4)得到： 

,
1 ( )( )di j i j k ki k kiS

x n n S
V

       

, , ,
1 1d ( )dij ij ki k i i j ji ki k jV V

V x V
V V

            (A9) 

根据式(A9)并利用平衡方程式(14)可以得到式(A3)，将
式 (A2)和式(A3)代入式(26)得到： 

ij ij ij ij ij ij ij ij            

, ,

,

,

, ,

( ) ( ) ( )

1 ( )( )d

1 ( )( )d

1 ( )d

ij j i ij j i ij ij ij ij ijk ij k ij k

i i j j k ki k ki
S

i j i j k ki k ki
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j i ij kj k i ij ij ijk ij k
V

u u e

u u x n n S
V

x n n S
V

x V e
V
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 
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      

     

  

  

 
    

 







 

,
1 dki k i ijk ij k

V

V e
V

   
 
  
 

                     (A10) 

根据平衡方程式(14)有： 

, ,
1 1d d dki k i ijk ij k ki k i ijk ij k

V V V

V e V e V
V V

                

,
1 ( ) d 0ik i kij ij k

V

e V
V

              (A11) 

将式(A11)代入式(A10)即可得到式(27)。
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