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构建 CFD 高精度不振荡格式的数值摄动算法 

高智 

(中国科学院力学研究所高温气体动力学国家重点实验室（筹），北京海淀区 100190) 

摘要 作者提出的数值摄动算法(NPA)在数学上是用离散方程中的步长(小参数)把数值通量或单过程

离散格式(如对流格式)进行级数展开，在维持离散方程结构和网格点不动的条件下，通过数学运算

求出级数的系数，获得精度更高更稳健的离散方程；在物理上，NPA 是把离散方程中的数值通量或

单过程离散格式摄动展开成步长的幂级数、通过数学运算把所有的单过程离散格式关联在一起，同

时把波动规律、对流运动规律(下游不影响上游)、扩散运动规律(物理粘性使扩散量空间分布均匀

化)、诸物理过程之间的高阶线性关联引入离散方程，构建出精度更高更稳健的离散方程。已有常

见算法对单过程离散格式进行各自的高精度不振荡化，NPA 则是把所有单过程离散格式耦合在一起

进行离散方程的高精度不振荡化，NPA 是高级离散格式的全新构建法。常见算法提高格式精度需扩

充结点，不振荡化需引入人工粘性或限制器，NPA 则勿需扩充结点引入人工粘性和限制器；例如双

曲方程和对流扩散方程的三结点高精度不振荡数值摄动格式(NPS)，不仅没有人工粘性或限制器，

且模型方程计算表明：NPS 比同阶精度 WENO 格式的精度更好，特别是在边界附近。双曲方程、

Euler 方程组、对流扩散方程、Navier-Stokes 方程组的任一有限差分和有限体积格式均可用 NPA

把它们构建成精度更高更稳健的 NPS，NPA 普适性好，NPS 无疑将形成格式大家族。已建成的许多

NPS 的优良性能，已得到理论证明和模型方程计算的数值验证，并被用于计算不可压、可压和两相

流动等复杂流动。本文以三结点和五结点对流扩散方程的 NPS 及三结点双曲方程的 NPS 为例，简述

数值摄动算法的要点、侧重物理方面；并提出值得进一步研究的问题。 

关键词 计算流体力学，数值摄动算法，高精度高分辨率格式，双曲方程，对流扩散型方程 

引    言 

构建 Navier-Stokes(NS)方程组和 Euler 的

高精度稳定好的离散格式是 CFD 算法研究的一

个核心内容，近半个世纪以来国内外学者已提

出了众多的高精度高分辨率差分格式［1，

2］。这些格式主要是开拓对流导数的空间离

散格式，最简单的一阶迎风格式精度低数值耗

散大、二阶中心格式1稳定性差，两者的杂交格

式改进了后者的稳定性但保留了低精度。人们

发展了众多的高精度格式，最主要的高精度格

式是扩充结点的多结点格式和增加新的待求未

知量(如结点导数)的紧致格式，多结点和增加

新的未知量无疑将带来一些新的问题，如格式

的稳定性和收敛性，边界处理复杂化，“迎风”
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类格式是否具有真正的对流迎风性等。能够捕

捉激波的数值格式的发展，不论在理论、方法

和应用方面，都是 CFD 算法研究中具有重大理

论意义和应用价值的成就。Von Neumann 等

［3］最早提出人工粘性捕捉法，中心型二阶

有限体积加人工粘性 Jameson 格式［4］和

JFlow 软件得到广泛应用。改进一阶精度

Godunov 间断分解算法［5］的迎风型格式主要

如通量差分分裂(FDS)、通量矢量分裂(FVS)、

分片抛物 (PPM)、对流迎风分裂 (AUSM)等

［1，2］方法和不断改进的相应格式，得到了

广泛应用。Harten［6］提出分辨间断具有图形

锐利陡峭和逼真的高分辨率概念、总变差减小

(TVD)概念和利用通量限制器(flux limiter)构建

TVD 格式的方法，为有限差分方法的理论和格

式构造开拓了一个崭新的方向。TVD 是对格式

的一个很强的限制条件，使格式在局部极值点

只有一阶精度；为了提高格式精度，Harten 等
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［7］提出本质不振荡(ENO)格式的思想和根据

差商绝对值极小的选择原则逐次扩展节点模板

的格式构建方法，由此建成高精度高分辨率

ENO 格式［8］。Liu 等［9］通过引入权重系

数改进了 ENO 插值模板选择方案提高了计算

效率，因而得到更为广泛的应用。张涵信

［10］基于调整激波上、下游三阶色散关系的

考虑，提出具有 TVD 性质的无波动、无自由

参数耗散差分(NND)格式，他和合作者对 NND

格式作了一系列发展。邬华谟［11］设计了构

建 ENO 格 式 的 统 一 方 法 并 提 出 统 一

ENO(UENO)格式等。还有通量修正(FC)，重构

演化(RE)等方法。在 Laney 的计算气体动力学

专著［2］中介绍的能够捕捉激波的计算格

式，冠以人名的格式 1998 年以前已达 30 多

个，说明分辨激波格式之重要，研究之热闹，

成果之丰硕和尚无完美格式的情况。近年来又

发展了间断 Galerkin(DG)方法［12］，紧致

WENO 杂交格式［13］等。这些格式均离不开

对数值耗散、数值色散甚至数值群速度的人为

检察、判断和自适应调控，且高于二阶精度的

格式均需使用多结点。作者提出的数值摄动算

法和摄动格式［14-16］与已有的高精度高分辨

率算法和相应格式截然不同，该法着眼于 CFD

数学格式中界面通量(对有限体积 FV 离散)和对

流导数系数(对有限差分 FD 离散)或对流格式和

扩散格式的数值(步长)摄动重构，原 CFD 格式

同时被重构为高精度条件稳定和高精度绝对稳

定数值摄动格式。数值摄动即步长摄动展开解

通过空间分裂、引入下游不影响上游的对流运

动规律或使流动光滑化的扩散运动规律，通过

对摄动格式的数学运算及消除摄动格式修正微

分方程截断误差诸项来求得，因此数值摄动格

式(NPS)保留了原格式的结构形式，参见图 1，

既没有扩充结点，也没有增加结点导数，也没

有使用人工粘性、通量限制器等人工光滑技术

和扩充结点的 ENO 型构建技巧，且多结点摄

动格式的构建方法与三结点摄动格式的构建方

法完全相同。数值摄动法亦容易与其它优良格

式相耦合，从而构建成精度更高更稳健的杂交

格式，因此 CFD 数值摄动格式形成了数目众多

的摄动格式家族。本文分别以对流扩散方程的

二阶中心有限体积(FV)和有限差分(FD)格式、

有限差分 QUICK 格式及双曲方程守恒格式的

数值摄动重构格式为例，说明数值摄动法的特

点，侧重物理方面并提出进一步的研究课题。 

 

图 1. CFD 格式与其数值摄动格式家族:①三结点一阶迎

风(1US)、二阶中心(2CS)、高阶条件稳定中心单重对流

摄动格式(SCPS)、高阶绝对稳定迎风单重对流摄动格

式(SCPS)和高阶绝对稳定迎风和中心扩散摄动格式

(DPS)；②三结点高阶绝对稳定迎风和中心间断(双重)

对流摄动格式(DCPS)；③多结点条件稳定偏心和中心

高阶格式及更高阶单重对流摄动格式(SCPS)，绝对稳

定更高阶偏心和中心扩散摄动格式(DPS)；④多结点高

阶绝对稳定偏心和中心双重对流摄动格式(DCPS)。 

1 二阶中心有限体积(FV)格式的数值摄动

重构格式［17］ 

对流扩散积分方程 

S S
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(2) 

其中 为被输运量， 可为流速分量、温度、

能量、组分浓度；  为密度， S 为控制体界

面， n 为界面外法向单位矢量。在 2CVS(2)中

面积分已取中点律(midpoint rule)近似，格式(2)

中
p 和

jp 为 p 控制单元中心基点变量和相

邻 jp单元中心基点变量，参见图 2，设 p 

单元共有 J 个界面，中心 p 与 jp 连线近似垂
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直于界面 jf ， jd 是连结 p 和 jp 的矢量， jd

的指向从 p 到 jp 用 j 来表示， (1 )j jd 和

j jd 分别是 p 和 jp 到界面 jf 的距离， jS 和

jfm 分别是界面 jf 的面积矢量和通量，

j f j jm U S ，
jU
是流速在 j 方向的分

量。 

 

图 2 有限体积 p-单元和相邻 jp-单元及局部坐标示意

图 

作者提出的数值摄动算法［15，16］着眼

于通过对方程和格式的运算，求得通量
jfm 的

步长(自然小参数)摄动展开级数解
jfpm 及间断

步长摄动解即上游和下游双重摄动解 jfpm
和

jfpm
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其中
jna ， jna

和 jna
为待定常数，方便起见称

cjG ， cjG
为摄动重构函数，在通量

jfm 的间断

摄动解，即上、下游摄动解(4)中，不失一般性

假设了 0jU  ，因此中心 p 为上游， jp 为下

游。把 2CVS(2)中的通量
jfm 代之以摄动解

(3)，或代之以间断摄动解，即上、下游双重摄

动解(4)后，得到单重对流数值摄动格式(SCPS) 
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和间断(双重)对流摄动格式(DCPS) 
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(6) 

对摄动格式(5)和(6)进行空间分裂，再把格式(5)

和 (6)的空间分裂格式中的
p 和

jp 展开成

Taylor 级数，分别令
n

jd 或
n

jd 
或

n

jd 
的系数等

于零，经运算求得式(7)，       
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即可求得所有系数
jna 、

jna
和

jna
，于是求得

摄动重构函数
cjG 、

cjG
和

cjG
。 
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其 中
j

j j

d

U d
R
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
 ， 故 可 称

jdR 为 网 格

Reynolds 数。在等步长
1

( )
2
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(8)-(10)化简为 
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分析和讨论：由摄动展开诸系数 jna 、 jna
和

jna
的求出办法知道，若取 n N ，则单重对
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流摄动中心体积格式 SCP-CVS(5)和间断对流摄

动中心体积格式 DCP-CVS(6)的插值近似精度

均为 ( 2)N  阶。下面是六点讨论：(1)解析分

析证实，SCP-CVS(5)和 2CVS 均为条件稳定格

式，即它们为稳定 ( 或正型 ) 的临界网格

Reynolds 数 criR 为有限值，2CVS 及四阶和六阶

精度 SCP-CVS 的 criR 分别为 2 . 0， 4.2 和

2.6 。(2)奇数阶精度 DCP-CVS，当步长参数

j 满足关系 

1

2 1 2 1
j

N N

N N



 

 
( N 为奇数)         (12) 

时为绝对正型(即绝对稳定)格式，它们为

稳定的 criR 为。
j 不满足式(12)的奇数阶精

度 DCP-CVS 和偶数阶精度 DCP-CVS 为条件正

型格式。(3)SCP-CVS 和 DCP-CVS 的上述优良

性能已得到一维、二维模型方程及非线性

Burgers 方程计算的数值证实。对一维和二维线

性模型方程，五阶精度 SCP-CVS 和 DCP-CVS

计算的均方根误差 2L 仅约是 2CVS 计算 2L 误

差的万分之一(对一维)和千分之一(对二维)。奇

数阶精度 DCP-CVS 求解非线性 Burgers 方程，

网格再粗也不振荡，数值证实它们的绝对稳

定、高分辨率性质。(4)在仅使用相邻控制单元

不涉及较远单元的条件下，获得高精度中心

FV 格式，且在不使用人工粘性、通量限制器

等人为光滑化技术的条件下，获得高精度绝对

稳定不振荡中心 FV 格式，因此，SCP-CVS 和

DCP-CVS，特别是奇数阶精度 DCP-CVS 是十

分理想和很实用的中心 FV 格式，例如为在著

名的 Jameson 二阶中心 FV 格式中避免使用人

工粘性提供了一个有效的途径。(5)从物理角度

来看，奇数阶精度 DCP-CVS 是把下游不影响

上游的对流运动规律引入二阶中心 FV 格式中

的结果，因此 DCP-CVS 是中心 FV 格式框架下

的对流迎风格式。 (6)对一阶迎风有限体积

(1UVS)格式可类似地构建出插值近似高精度单

重对流摄动迎风体积格式(SCP-UVS)和间断对

流摄动迎风体积格式(DCP-UVS)，它们均为绝

对稳定格式。 

2 QUICK 格式的数值摄动重构格式［18］ 

对流扩散方程 

2

2
u

x x

 


 


 
           (13) 

的 QUICK 格式(指对流项和扩散项分别取 QUICK

格式和二阶中心格式的离散格式)为 
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其中 isignu  。数值摄动法寻求对流导数系

数 iu 的步长摄动展开级数解
ipu 和间断步长摄

动解 ipu
和 ipu

，即数值摄动重构 iu  
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其中 nb 、
nb和

nb 为待定系数。把偏心格式(14)

中的系数 iu 代之以摄动展开解(15)，或代之以

间断摄动解(16)后，得到单重对流摄动重构格

式(SCPS) 

1 1 2

2 1 1 1 1

2

3 3 71
[ ( )

2 8

7 3 3 21
( )]

2 8

ip i i i i

i i i i i i i

u

x

x

   

      


  

    

  




     




   (17) 

和间断对流摄动重构格式(DCPS) 

1 2 1 1

2

1 2 1 1

2

3 3 7 61 1
[ ( ) ]

2 8 2 8

3 3 7 61 1
[ ( ) ] 0

2 8 2 8

ip i i i i i i i

ip i i i i i i i

u

x x

u

x x

       


       




   



   

     
  

 

     
  

 

      (18) 

文［8］称它们为高-QUICK 格式，利用 iu u

条件下，由对流扩散方程(13)导出的高阶导数

与一阶导数的如下关系 

1( )
n

ni

n

ii

u

x x

 



 


 
       (19) 

再令摄动重构格式(17)和(18)修正微分方程中

诸截断误差项的系数为零，于是求得诸待定常

数 nb 、
nb 和

nb ，求得摄动重构函数 biG 、
biG

和
biG，并有 
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2 3 4

5 6

1 23
1

24 16 960

1103

96 161280

i i i

i i

bi x x x

x x

G R R R

R R





  

 

    



  (20) 

2 3

4 5 6

2 3

4 5 6

1 1 1 1
(1

2 18 36 270

1 1 1
)

2160 11340 90720

1 1 11 61
(1

2 30 100 1125

2591 76463 856957
)

90000 4725000 94500000

i i i

i i i

i i i

i i i

bi x x x

x x x

x x x

x x x

G R R R

R R R

R R R

R R R







  

  

  

  


    

  


   

 

(21) 

         ( 0) ( 0)bi i bi iG u G u       

( 0) ( 0)bi i bi iG u G u          (22) 

当 nb 、
nb 和

nb 截 止 到 N ， SCPS(17) 和

DCPS(18)的精度为 ( 2)N  阶。进一步讨论如

下：(1)利用“符号不变”原则［19］文

［18］证明了高-QUICK 格式(17)为条件稳定高

精度差分格式，它们为稳定格式的临界网格

Reynolds 数 criR 为有限值，证明了高-QUICK 格

式(18)部分为绝对稳定高精度格式，部分为条

件稳定高精度格式，表 1 给出高-QUICK 格式的

criR 。一维和二维模型方程的计算数值地证实

了高-QUICK 格式(17)和(18)的高精度性质，8

阶精度高-QUICK 格式的绝对误差 L 和均方根

误差 2L 约是 QUICK 格式 L 和 2L 误差的十万分

之一；Burgers 方程计算证实了四阶和八阶精

度高-QUICK 格式(18)捕捉间断的优良能力和不

振荡性质。(2)高-QUICK 格式在维持 QUICK 格

式结构形式不变且不增加结点的条件下提高了

格式的精度，又在不使用人工粘性、通量限制

器等人工光滑化技术的条件下，获得了高精

度、不振荡多结点迎风差分格式，因此，高-

QUICK 格式，特别是四阶和八阶精度高-QUICK

格式(18)是比 QUICK 格式更理想和更有用的多

结点格式。(3)从物理角度来看，间断对流摄

动重构四阶和八阶精度高-QUICK 格式是把下游

不影响上游的对流运动规律引入多结点偏心

QUICK 差分格式的结果，因此它是多结点偏心

QUICK 格式框架下真正的对流迎风多结点格

式。(4)对其它的多结点偏心和中心差分格

式，通过步长摄动重构和间断步长摄动重构和

类似的运算，可构建出精度更高且绝对稳定的

摄动迎风和中心差分格式。 

表 1 QUICK 格式和高-QUICK 诸格式稳定的临界网格式 Reynolds 数 criR ［18］ 

 2 3 4 5 6 7 8 

QUICK 格式

(14) 
8

3
 ∕ ∕ ∕ ∕ ∕ ∕ 

高-QUICK 格

式(17) 
∕ 8

3
 2.21 3.04 2.33 2.81 2.12 

高-QUICK 格

式(18) 
∕ 3.25   3.82 3.87 2.84   

 

3 双曲守恒型格式的数值摄动重构格式

[20] 

对双曲守恒方程 

0
u f

t x

 
 

 
            (23) 

的半离散(空间离散)一阶迎风和二阶中心格

式，可发展一阶迎风(包括守恒形式和通量分

裂形式)格式和二阶中心格式的摄动和间断摄

动重构格式。例如，通量分裂形式的半离散一

阶迎风格式为 

1 1

1 1
( ) ( ) 0j j j j

u
f f f f

t x x

   

 


    

  
     

(24) 

其中 

f f f   , 0
f

x





， 0

f

x





  (25) 

格式(24)的间断对流摄动重构格式(DCPS)即为 

1 1( ) ( ) 0
p p

j j j j

u uu
f f f f

t x x

 

   

 


    

  
      

(26) 
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1

1 n

p n

n

u a x 



   ，
1

1 n

p n

n

u a x 



     (27) 

把
pu
和

pu
(27)代入格式(26)，再把

1jf 


和

1jf 



展开成 Taylor 级数，通过消除格式(26)修正

微分方程截断误差诸项，求得 
2

1

1 2

1
( )

2

f f
a

x x

 
  
 

 
 ,     

2 3
2 1 1

2 2 3

1 1
( ) ( ) ( )

4 6

f f f f
a

x x x x

   
     
 

   
       

(28) 

当
na 、

na 诸系数截止到 n N 时，摄动格式

(26)的精度为 ( 1)N  阶。双曲守恒方程(23)二

阶中心格式的间断对流数值摄动格式(DCPS)可

类似地获得。文［20］对模型方程，粘性

Burgers 方程和一维非定常无粘气动方程的计

算表明：摄动迎风格式与一阶迎风格式相比，

在精度和分辨率方面都有明显的改进，特别是

对膨胀波逼近精度的提高，现有多数高精度高

分辨率格式在计算超声速膨胀 Sjogreen 问题

时都出现了溢出现象，而摄动迎风差分格式表

现上乘。应当指出，文［20］双曲摄动格式的

精度高于二阶时，虽然摄动格式仍维持一阶迎

风格式(24)的简洁形式，但诸系数 ( 2)na n 

的计算，即中间计算不得不包含更多的结点。 

4 重构扩散项的数值摄动格式［21,22］ 

前三节讨论了对流离散格式的数值摄动重

构，本节讨论扩散离散格式的数值摄动重构，

考虑存在没有源项 f 的对流扩散方程(13)，它

的二阶中心差分格式的扩散数值摄动重构格式

(DPS)写出为 

1 1 1 1( ) ( 2 )
2

i
i i d i i i f i

u
x G G F x             

  (29) 

1

(1 )n

d n

n

G d x


    

  
1

1 n

f n

n

G f x


                    

(30) 

把式(30)代入(29)，并把 1i  对 i  结点取

Taylor 展开，利用高阶导数与一阶导数的如下

关系式， 

1 1( ) ( )
n

n ni i
in

ii

u u
F

x x

 

 

  
 

 
  (31) 

通过消除摄动格式(29)修正微分方程诸截断误

差项，于是求得 nd 和 dG ， nf 和
fG  

2 4 61 1 1
1

12 720 6 7!
d x x xG R R R      


， 

1fG         (32) 

2nd 和 2  ( 1, 2, )nf n  截止到 2 Nd 和 2 Nf ，格

式(29)达到 (2 2 )N 阶精度，不难证明四阶和

八阶精度 DPS(29)为绝对稳定，六阶精度

DPS(29)为条件稳定，四阶和八阶 DPS 写出为 

2 2

1

2

1

1 1 1
(1 ) (2 )

2 12 6

1 1
(1 ) 0

2 12

x x i x i

x x i i

R R R

R R F

 



   

  

    

   

  

(33) 

2 4 6

1

2 4 6

2 4 6

1

1 1 1 1
(1 )

2 12 720 6 7!

1 1 1
(2 )

6 360 3 7!

1 1 1 1
(1 ) 0

2 12 720 6 7!

x x x x i

x x x i

x x x x i i

R R R R

R R R

R R R R F







    

  

    

    


   


     


(34) 

解析分析和模型方程计算证实了 DPS(33)和(34)

的高精度高分辨率性质。已有高级离散格式都

是处理对流离散格式的结果，而 DPS(33)和(34)

则是数值摄动重构扩散格式的结果，重构扩散

的实质是把物理粘性使流动光滑化的扩散运动

规律引入格式之中，这不仅使三结点中心格式

不振荡且达到高精度，相比之下，人工粘性、

调控数值耗散等的人为光滑化处理可使格式不

振荡但不能提高精度，提高精度还需增添节点

模块［1，2］。应当指出，摄动重构扩散格式

的结果格式(DPS)(33)-(34)与间断摄动重构对

流格式的结果格式之相应部分［22］完全一致

可见扩散重构亦把下游不影响上游的对流运动

规律“吸收”进重构格式之中，说明流体运动

自然规律之间深刻的内在关联，说明流体运动

规律对构建高级离散格式具有极其重要的作

用。 
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5 讨论与建议 

Navier-Stokes(NS)方程组和 Euler 方程

组分别是对流扩散型方程和双曲型方程，因此

对 NS 方程组或 Euler 方程组的任一有限差分

(FD)格式和有限体积(FV)格式(统称 CFD 格

式)，均可采用数值摄动法把它重构成精度更

高更稳健甚至不振荡的数值摄动 FD 格式和 FV

格式，显然数值摄动格式(NPS)必将成为数目

众多的一大家族。对流扩散方程、双曲方程、

NS 方程组和 Euler 方程组已有不少 NPS，它们

的共同特点是：NPS 维持原 CFD 格式的结构形

式不变，且不再扩充新的结点，不再增加新的

待求未知量，不再引入新的通量限制器等人为

处理；而是通过对方程和摄动格式本身的数学

运算，通过间断对流摄动引入下游不影响上游

的对流运动规律，通过扩散重构引入扩散运动

规律来获得 NPS，因此 NPS 比原 CFD 格式能更

好地刻划流动的规律和特征，同时说明对 CFD

高级离散格式的构建流体力学能够发挥重要的

作用。很显然，构建新的 NPS 扩大 NPS 家族成

员，合理筛选出优秀 NPS 使其成为实用格式，

都值得进一步研究。 

在已有 NPS 中，使用结点最少的三结点

NPS 值得重视，因为文献上所见不振荡三结点

格式的最高精度不超过二阶，而不振荡三结点

NPS 的精度达到四阶和八阶；不过对含有激

波、压缩—膨胀波系的复杂流场计算，一方面

有必要把三结点高精度不振荡 NPS 与其它多结

点高精度高分辨率格式的计算结果作足够系统

的对比，并构建 NS 方程组的三结点有限差分

NPS 解算器；另一方面，二阶中心 FV 格式的间

断对流摄动重构中心体积格式 DCP-CVS 为插值

近似高精度不振荡中心 FV 格式，且其结构形

式与二阶中心 FV 格式相同，十分简单，求解

仅涉及最邻近的单元，因此 DCP-CVS 是十分理

想的高精度高分辨率格式，需要针对典型复杂

流场把 NS 方程组 DCP-CVS 的计算结果与其它

高精度高分辨率格式(如 WENO 格式)的计算结

果以及 Jameson 二阶中心 FV 格式(使用了人工

粘性)的计算结果进行对比研究，并构建 NS 方

程组的有限体积实用 NPS 解算器。 

对 NS 方程组和 Euler 方程组的其它形式

离散格式，如守恒通量—原始变量形式，

Riemann 近似、数值流向量和特征矩阵等形

式，发展相应的数值摄动格式 NPS，发展压力

项的 NPS，都是值得进一步研究的工作。 
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