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微圆柱气体绕流的流体力学分析 

胡远，孙泉华，樊菁 

中国科学院力学研究所高温气体动力学国家重点实验室（筹），北京海淀区 100190 

摘要 本文采用基于分子动理论的耦合算法和基于连续流假设的传统 CFD 方法对空气绕微尺度圆柱的

流动进行了数值模拟。Re 数的变化从 0.01 到 40，Ma 数则从不可压缩变化到 1。通过包含不同物理

机理的多层次的数值模拟，分析了气体绕微尺度圆柱流动的流体力学行为，特别是流动的可压缩效

应和稀薄效应对流动的影响。研究发现，流动可压缩性受低 Re 数效应的作用而增强，而稀薄效应

在一定程度上削弱流动的可压缩性。可压缩效应的影响使分离涡的长度随 Ma 数的增长呈现先增后

减的非单调变化趋势；而稀薄效应使分离显著推迟，分离涡缩小甚至消失。由于稀薄效应的影响，

在圆柱表面可以观察到速度滑移以及非平衡正应力，减小了表面所受的剪切应力。总的来说，可压

缩效应增大圆柱的阻力系数，而稀薄效应则相反，两种效应对圆柱阻力的变化贡献存在竞争关系。 

关键词   圆柱绕流，低 Re 数，可压缩性，稀薄效应 

0B引    言 

圆柱绕流是流体力学研究的一个经典问题，

人们对该问题的关注已经有一个多世纪了 [1]。

在最近几十年微机电系统（MEMS）迅速发展

和广泛应用的刺激下，这些经典的流体力学问

题受到了新的关注。这是因为在微尺度下，流

动表现出许多非同一般的特性 [2]。正因如此，

在微机电设备中的流体力学问题也成为了新的

研究热点 [3]。 

微流动因其流动特征长度非常小，通常属

于低雷诺（Re）数流动的范畴。此外，由分子

平均自由程（ ）与流动特征长度的比值定义

了努森（Kn）数，它表征了流动非连续或者稀

薄程度的大小。标准状况下，空气的   大约为

65nm。对于一般的流动来说，Kn 数的影响可

以忽略，流动被认为是连续的。但是在微尺度

流动中，Kn 数的值并不小到可以被忽略，流动

开始表现出一些稀薄效应。事实上，Kn 数可以

表示为两个熟悉的无量纲数——马赫数（Ma）

和 Re 数的函数，即               。Re，

Ma 和 Kn 数分别代表着粘性效应，可压缩效应，

和稀薄效应对流动的影响。因此，微尺度圆柱流

动的研究实质上涉及到这三种效应的复杂耦合。 

低 Re 数圆柱绕流的研究最早可以回溯到

Stokes 对于蠕流问题（Re << 1）的理论分析尝

试 [4]。在蠕流流动中，惯性力的作用远小于粘

性力，因而 Stokes 将 Naiver-Stokes（NS）方程

中的非线性惯性项全部忽略，得到了线性化的

Stokes 近似。虽然 Stokes 给出了该近似的三维

球对称解，但遗憾的是，在求解二维圆柱问题

时，Stokes 发现不存在同时满足物面条件和自

由来流条件的自洽解。这也是著名的 Stokes 佯

谬。Oseen 在 1910 年指出被 Stokes 近似忽略的

惯性项会在远场起主导，并在近似中部分考虑

惯性项的作用，得到所谓的 Oseen 近似，从而

使 Stokes 佯谬得以解决。Oseen 近似方程的求

解比较复杂，Lamb 第一个给出其二维圆柱问

题的近似解 [5]。实际上，蠕流问题是一种奇异

摄动问题。对奇异摄动问题，一种比较有意义

的求解方法是匹配渐进展开法。Proudman 和

Pearson [6]，以及 Kaplun [7] 是较早采用匹配渐

进展开方法来求解极低 Re 数圆柱绕流问题的

学者。其中，Kaplun [7]给出了在壁面附近的三

阶近似解。当 Re 大于 1 以后，蠕流流动的假设

不再成立，这些分析解也随之失效，实验研究

和数值求解 NS 方程开始成为主要研究手段。

在实验研究方面，Tritton 开展了较早却比较系

统的工作，得到了 Re 数在 0.5 到 100 范围内圆

柱阻力的一个数据库 [8]。受实验技术影响，低

Re 数圆柱绕流阻力的精确测量并不容易，不同

研究者的测量数据存在较大散布。一组被认为
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较准确的阻力数据是由 Huner 和 Hussy 测量的，

但他们研究涵盖的 Re 数范围仅仅为 0.23 到 2.6 

[9]。Wu 等通过采用实验和谱元数值方法相结

合，系统研究了低 Re 数圆柱绕流的分离角，

并给出其与 Re 数的关系    –       [10]。最近，

Sen 等采用有限元方法模拟了定常分离流动，

推荐了一系列流动物理量（分离涡长度，分离

角，阻力等）与 Re 数的拟合关系 [11]。 

前述的这些研究都是不可压缩流动，且没

有考虑稀薄效应。Sun 和 Boyd 指出，低 Re 数

气体流动极有可能是可压缩的，且伴有稀薄效

应 [12]。Gampert 采用匹配渐进展开方法，通

过引入滑移条件，较早的研究了伴有稀薄效应

的极低 Re 数圆柱绕流 [13]。在他的研究中指出，

由于滑移速度的存在，圆柱表面粘性正应力不

再为零。Beskok 和 Karniadakis 运用谱元法求

解 NS 方程，并采用自己发展的一种高阶滑移

条件模拟     和    两个条件下的圆柱绕流 

[14]。数值结果显示了滑移速度分布，证实了

速度滑移对壁面剪切应力的减小，以及粘性正

应力的存在。 

就我们所知，对低 Re 数圆柱绕流中可压

缩效应和稀薄效应的系统研究还没有。本文的

研究目的就是希望弄清楚圆柱绕流这一经典问

题，在这几种效应及其耦合作用下的流体力学

规律。 

1B1 研究方法 

前面已经提到了理论分析在 Re 数大于 1 时

的困难，以及实验测量低 Re 数流动有诸多的

不确定性，因而本文采用数值模拟手段。数值

模拟研究气体绕流微尺度圆柱，一个关键的问

题是如何抓住流动中表现出来的稀薄效应。在

文献里，最流行的处理方法就是假定连续介质

模型依然有效，从而仍然解 NS 方程，只是通

过在物面引入滑移条件来表现出稀薄效应对流

动的影响，如 Beskok 和 Karniadakis [14]。但事

实上，速度滑移现象仅仅是稀薄效应在宏观层

面的表现之一；而且，NS 方程本身的线性本

构关系在稀薄流动中也可能并不成立。分子动

理论是比较适合的用以描述具有有稀薄效应的

流动。但是，一般的基于分子动理论的数值模

拟方法，如直接模拟 Monte Carlo（DSMC）方

法 [15]，计算开销很大，尤其是在模拟低速流

动时效率特别低。因此，为了兼顾物理有效性

和计算效率，本文采用 Sun 等推荐的一种耦合

连续-粒子模拟（hybrid continuum-particle）的

算法 [16]。该方法已成功的模拟一些典型的微

尺度外流流动 [12, 17]。 

采用基于分子动理论的耦合算法，我们可

以抓住微尺度流动中的稀薄效应。比较耦合方

法得到的结果与采用基于解 NS 方程的传统计

算流体力学（CFD）方法得到的结果可以将稀

薄效应对流动的影响分辨出来，因为传统 CFD

方法的结果不包含稀薄效应的影响。对传统

CFD 的模拟，我们采用成熟的 SIMPLEC [18]，

因为该算法在模拟不可压缩以及低速可压缩流

动都表现出不错的性能。 

2B2 计算设置 

本文同时采用基于动理论的耦合算法和传

统 CFD 方法模拟气体绕流微尺度圆柱问题。圆

柱直径（D）设为 20   ，壁温保持为 273K。

自由来流为空气，温度也为 273K，计算的 Ma

数范围从 0 变化到 1。这里 Re 数以来流参数和

圆柱直径计算，变化范围为 0.01 到 40 的低 Re

数范畴。 

当       时，在圆柱的后部还不会出现

涡脱落的情况，流动是定常流。这样，我们没

有必要特别延长圆柱下游的计算区域；同时，

又由于定常圆柱绕流的流场是上下对称的，因

而计算区域被设计为如 X图 1X所示的半圆状。计

算域的直径为H，网格在圆柱附近进行加密。

有文献指出，数值结果准确性对计算域的大小

很敏感，尤其是在极小Re数的情况。Lange等

给出了在不同Re数下，估计计算域大小与计算

误差的经验关系 [19]。根据这个经验关系，本

文 对            ，        ，        和

       的情况，计算域（H/D）的设置分别为

16000，4000，400 和 100，以确保由计算域造

成的数值结果误差不超过 1%。X图 2X是本文的不

可压缩CFD结果与相关的理论及实验关于阻力

系数的对比。本文数值结果与文献出色的吻合

说明了我们数值模拟的有效性。 
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图 1 计算网格示意图 

 

图 2  阻力比较：本文数值结果与文献理论和实验结果 

3B3 结果与分析 

5B3.1 极低Re数下流动的可压缩性分析 

通常情况下，当来流 Ma 数小于 0.3 时，

人们就把气体流动当作不可压缩来处理。在微

器件中 Re 数通常非常小，由于粘性的作用，

低 Ma 数流动是可以维持在较大压力变化下的，

从而引起足够大的密度改变以使不可压缩流动

假设失效。这一点也被 Sun 和 Boyd 在他们关

于微尺度平板的数值研究中所证实 [12]。 

事实上，不可压缩假设成立的确切条件应

为流体微团密度的相对变化率充分小，以至于

可以忽略，即              接近零。借助于

NS 方程组以及热力学关系式，我们可以将

             写为 
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式 中 ，                         

     。可以看出，流体微团密度的变化是跟

Re 数有关的。当 Re 数极低时，即使是小 Ma

数流动，密度的变化也并不一定可以忽略。 

X表 1X给出了         时，极低Re数下气体绕

圆柱流场中密度变化的几组数据对比。数值结

果清楚的表明了Re数对流动可压缩性的影响，

即使Ma数仅仅为 0.05，在极低Re数流动中应

用不可压缩假设也可能是不适宜的。 

Kaplun [7]的匹配渐进展开方法可以给出

不可压缩圆柱绕流的壁面压力分布，其三阶近

似的结果为 
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如果我们认为极低 Re 数下流动可压缩性增强

对压力分布的影响不大，也就是说对于气体可

压缩流动上式依然成立。那么，我们可以利用

气体状态方程和式（3）得到在圆柱前驻点的

压强为 
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因为来流温度与壁温相等，所以        

     。圆柱前驻点密度为 
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由X表 1X数据的对比可以很容易的发现，式（5）

可以较好的估计极低Re数流场中密度变化。 

通过比较解可压缩和不可压缩NS方程的

CFD结果，我们能够分析低Re数下流动可压缩

性增强对流动特性的影响。 X图 3X比较了在不同

Re数下，圆柱表面压力系数和剪切应力系数的

可压缩和不可压缩CFD结果。同时，也将

Kaplun [7]的不可压缩理论分析结果一同进行

比较，作为参考。压力系数理论解由式（3）

给出，而剪切应力系数为 
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从比较结果可知，当         时，理论分析

解与不可压缩条件的数值结果几乎重合，这说

明在如此小 Re 数的情况下，蠕流的假设是基

本成立的；而可压缩数值结果却与不可压缩

（理论和数值）的结果有差异，表现为压力系

数的可压缩数值结果略小，压力系数和摩阻系

数分布的前后对称性破坏，说明在这么小的 Re

数下，即使 Ma 数只有 0.05，不可压缩假设也

并不成立。随着 Re 数增大，可压缩与不可压

缩数值结果之间的差异逐渐减小，而 Kaplun 分

析解与数值结果的差异加大。当 Re 增大到 1 时，

可压缩与不可压缩数值结果的几乎完全重合，

但此时 Kaplun 分析解的结果已失去意义。 

当Re数非常小时，Kn数也许就不再能够被

忽略了。在 X图 4X中，通过比较可压缩CFD和耦

合算法给出的压力系数分布，展示了稀薄效应

对流动可压缩性带来的影响。很明显，当Kn数

较大（       ）时，耦合算法给出的驻点压

力明显减小，而且沿整个圆柱表面压力的变化

幅度也都小于 CFD 结果；而当 Kn 数很小

（        ）时，耦合算法与CFD的结果一

致。这说明稀薄效应削弱了流动的可压缩性。 

表 1 Ma = 0.05 时，不同 Re 数下前驻点密度        比较 

Re CFD 结果 理论结果（式 5） 
0.01 1.198 1.208 

0.05 1.054 1.054 

0.1 1.031 1.031 

1.0 1.006 1.005 

 

 

 

 

图 3 圆柱表面压力系数及剪切应力分布（       ）：

理论解，本文不可压缩和可压缩 CFD 结果比较 

 

 

 

 

图 4 圆柱表面压力系数分布（      ）：本文可压

缩 CFD 与耦合算法结果比较 
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6B3.2 定常分离涡的发展 

圆柱后部流动分离现象的研究是学者们非

常感兴趣的。在不可压缩流动中，分离涡的长

度被认为是与Re数呈线性关系的，流动分离角

则是与Re-0.5 呈线性关系。我们对定常不可缩

分离流的数值模拟所预测的分离涡长度和分离

角与文献中的结果吻合很好，见 X图 5X。根据本

文的数值结果，我们给出了最小二乘拟合的分

离涡长以及分离角随Re数变化的关系， 

 0.8054 0.1308Re,7 Re 40
0.5

incompL

D
      (7) 

 0.5

, 102.42 152.65Re ,10 Re 40s incomp      (8) 

通过式（7）的关系，我们外推出的分离发生

的临界 Re 数（Res）大约为 6.2，与 Sen 等 [11]

的结果相符。 

前人对圆柱绕流流动分离的研究主要还是

集中在不可压缩流动上，此时Re数是唯一关键

的无量纲数。但正如我们前文提到的，可压缩

效应是气体流动的主要特点之一，Ma数也是重

要的无量纲参数。因此，研究Ma数变化对流动

分离的影响也许会比较有趣。分析 X图 6X我们发

现Ma数对流动分离的影响是比较复杂的。X图 6X

（a）是分离涡长度在不同Re数下随Ma数变化

的规律。分离涡先随Ma数的增大而缓慢增长到

一个极大值；然后随着Ma数的继续增大，分离

涡迅速缩小。而且，涡变化趋势的转向点所对

应的Ma数随Re数的增大而增大。 X图 6X（b）为

分离角受Ma数和Re数变化的影响。从图中可以

发现，对Ma数影响的敏感程度，分离角的变化

不如分离涡。因为当        时在所有Re数

条件下的分离角几乎都保持不变。分离角出现

可见变化时所对应的Ma数，在       时大概

为 0.6，而在      时则要增大至 0.8 左右。

Ma数影响分离角，使之出现可见变化都是往增

大的方向改变，从而使流动分离推迟。值得一

提的是，分离涡长度随Ma数增长均是在分离角

出现可见变化之前；而当Ma数继续增大到使分

离角明显增大、流动分离推迟时，分离涡开始

急剧减小。 

对低Re数气体流动来说，Ma数的改变所引

起Kn数的变化不可忽略，从而导致稀薄效应影

响流动。我们比较了耦合算法和CFD方法模拟

得到的流线图，见 X图 7X。通过比较我们可以很

清楚地看到稀薄效应对流动分离的影响：随Kn

数的增大，稀薄气体效应增强，分离推迟，分

离涡显著减小；到         时，稀薄效应的

影响已足够消除分离的发生。稀薄效应抑制流

动分离的机理主要在于它会引起壁面出现滑移

速度，因而流体微团的动能增大，克服逆压和

粘性做功的能力大大增强，从而流动分离推迟

甚至消失。 

 

       

图 5 不可压缩流动分离涡长度与分离角随 Re数变化：（a）分离涡长度，（b）分离角 
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图 6 流动分离涡长度与分离角随 Re数和 Ma 数变化：（a）分离涡长度，（b）分离角 

     

图 7 圆柱绕流流线图（     ）：可压缩 CFD 结果与耦合算法结果比较 

7B3.3 表面流动量变化 

低Re数气体流动，在物体表面出现的最显

著的特点就是由稀薄气体效应引起的速度滑移

现象。正如上一小节所见，圆柱绕流的流场结

构由于速度滑移的作用发生显著改变。而且，

滑移速度还会减小圆柱表面的剪切应力。此外，

Gampert [13] 的渐进展开解指出，不同于无滑

移情况，如果圆柱表面存在滑移速度，壁面的

粘性正应力是不为零的。Beskok和Karniadakis 

[14] 在他们采用滑移条件对不可压缩圆柱绕流

的数值研究中证实了以上两点。Beskok在他们

的文章中注明的Re数为 10，但没有说明Re数的

定义方式。经过比较，我们认为他们的Re数是

以圆柱半径定义的，如果同样用直径定义，Re

数应为 20。我们比较了相同Re数（     ）

和 Kn 数（    和      ）条件下本文和

Beskok的数值结果，见 X图 8X。可以看出，在滑

移速度（ X图 8X（a））和剪切应力系数（ X图 8X

（b））的分布上，两者所预测的变化趋势大

体吻合，特别是在滑移速度和剪切应力达到最

大值以前；但是在圆柱的后半部分，尤其是在

分离区，本文与Beskok的结果，无论是有稀薄

效应（        ）还是无稀薄效应（   

 ），都有不小的差异。需要指出的一点是，

Beskok在他们的文章中预测的流动分离角在无

滑移情况时为 147°，这也与其他文献的结果

之间存在不小的差别。关于壁面处的粘性正应

力，从连续流模型来讲，其计算方式为， 
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其值同滑移速度的变化相关，与Kn数的大小成

比例。因而可以认为，壁面粘性正应力的大小

反应的是该处稀薄效应的强度。作用于壁面的

法向应力是热力学压强（p）和粘性正应力

（   ）之和。从分子动理论的观点考虑，作用

于壁面的法向力直接由分子与壁面发生碰撞前

后法向动量的差得到。当流动表现出非平衡效

应时，这一法向应力并不等于热力学压强，而

两者之差恰恰反应了非平衡稀薄效应强度。这

里将这个反应非平衡稀薄效应强度的法向应力

称为非平衡正应力。我们通过基于分子动理论

的耦合算法计算了这个非平衡正应力，并与

Beskok等基于连续模型的滑移流计算的粘性正

应力进行了对比，见X图 8X（c）。从比较结果看，

两者有明显的差异，说明即使采用滑移边界条

件，可能也并不能够准确描述非平衡效应。 

X图 9X给出了固定Ma数为 0.2，不同Re数，亦即

不同Kn数条件下的滑移速度，剪切应力和非平
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衡正应力的分布。很明显，速度滑移量随着Kn

数的增大而大量增加。最大滑移速度在Kn数仅

仅为 0.015 时就可达到自由来流速度的 10%。

由于滑移速度的存在，剪切应力减小，减小量

与速度滑移量成比例。有非平衡正应力作用于

壁面，其值随Kn数的增大而显著增长。 

圆柱阻力是人们很关心的一个话题，它是

表面应力的积分效应。X图 10X展示了阻力系数随

Re数和Ma数的变化，耦合算法和CFD方法的对

比是为了说明稀薄效应的影响。 X图 10X（a）为

总阻力系数，在不同Re数下，CFD方法预测的

总阻力系数均随Ma数而增大，意味着可压缩作

用的增强是使阻力增大的。当考虑稀薄效应的

影响后（耦合算法的结果），总阻力系数的变

化规律显得比较复杂。在处于相对较大的Re数

条件下（     ），仍然可见总阻力系数随

Ma数的增加；但是对于相对较小的Re数情况

（     ），总阻力系数的值却随Ma数的增

加而明显的减小；在       附近，总阻力系

数随Ma数变化的影响很小。之所以出现这样的

变化趋势，我们认为是由于在Ma数变化时，流

动可压缩效应和稀薄效应之间在对总阻力的贡

献上存在一个竞争关系。一方面，可压缩效应

的作用随Ma数的增大而增强，它会使总阻力系

数变大；另一方面，较大的Ma数也意味着较强

烈的稀薄效应，这会使阻力减小。稀薄效应对

阻力的减小主要由摩阻贡献，见 X图 10X（b）。

考 虑到 Kn 数， Ma 数和 Re 数三 者的关 系

（             ），较小的Re数对应着

相对较大的Kn数，从而意味着较强的稀薄效应。

因此，随着Ma数的增长，当       时，稀薄

效应的作用似乎胜过可压缩效应，因而总阻力

系数减小；当       时，则是可压缩效应的

作用占优，因而总阻力系数减小；而这两种效

应对阻力系数的影响在       附近达到一个

平衡。 

 

 

 

图 8 表面流动物理量与文献 [14] 比较：（a）滑移速度，

（b）剪切应力，（c）非平衡（粘性）正应力 

 

 

 

图 9 不同 Re数和 Kn数下表面流动物理量：（a）滑移

速度，（b）剪切应力，（c）非平衡正应力 
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图 10 阻力系数随 Re数和 Ma数变化：（a）总的阻力

系数，（b）摩阻系数 

4B4 结    论 

本文采用基于分子动理论的耦合算法和传

统的 CFD 方法模拟了微圆柱气体绕流问题，对

其中的可压缩效应以及稀薄效应影响进行了系

统地研究，发现了许多有趣的现象。 

气体流动的可压缩性在低 Re 数效应作用

下会明显增强。当          时，即使 Ma 数

只有 0.05，流场中的密度变化可高达 1.2，传

统的        的不可压缩流动判据失效。同

时，流动的特性，如表面流动量的分布等，也

会受到可压缩性增强所带来的影响。此外，低

Re 数时，稀薄效应的作用会在一定程度上削弱

流动可压缩性。 

流动分离现象受可压缩效应和稀薄效应的

显著影响。当不考虑稀薄效应时，分离涡首先

随 Ma 数的增加而延长。随着 Ma 数继续增加

到一个相对较大的值，流动分离角出现明显增

大，分离推迟，分离涡长度开始减小。流动 Re

数越大，分离涡长度变化趋势转向所对应的

Ma 数越大。对于考虑稀薄效应的流动，稀薄

效应的作用会使分离推迟，分离涡显著变小，

甚至分离现象消失。 

圆柱表面存在速度滑移现象并且 Kn 数的

增大会引起滑移速度的迅速增加。由于滑移速

度的存在，剪切应力显著下降，其减少量与速

度滑移量成比例。作用于壁面的法向应力应包

括热力学压强和非平衡正应力。非平衡正应力

的大小反应稀薄效应的强度。 

可压缩效应和稀薄效应对圆柱阻力系数的

贡献存在竞争关系。随着 Ma 数的增加，可压

缩效应使阻力系数增大，但稀薄效应的作用恰

恰相反。当       时，稀薄效应随 Ma 数增

加对阻力系数减小的贡献超过可压缩效应增加

阻力系数的作用，因而阻力系数最终表现为随

Ma 数增加而减小；当       时，可压缩效

应的作用占优，因而阻力系数随 Ma 数增加而

增大；在       附近，两种效应对阻力变化

的贡献似乎达到平衡，阻力系数随 Ma 数变化

而基本保持不变。 
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The fluid mechanics of gas flow over a micro cylinder 

HU Yuan, SUN Quanhua and FAN Jing 

State Key Laboratory of High Temperature Gas Dynamics, Institute of Mechanics, C A S, No.15 Beisihuanxi Rd, Beijing 100190, China 

Abstract Air flows over a micro cylinder with Re from 0.01 to 40 and Ma up to 1 are simulated using both the 

kinetic-based hybrid and the traditional CFD method. This study has shown great influence of compressible and 

rarefied effects on the fluid mechanics of cylinder. The compressibility of flow can be enhanced due to low 

Reynolds number effects, but be weakened by rarefied effects. The length of bubble at the rear of the cylinder 

exhibits non-monotonic variation with Ma as a result of compressible effects. Rarefied effects will cause the 

bubble shrink obviously, and even disappear. The slip velocity and non-equilibrium normal stress on the surface 

of cylinder caused by rarefied effects have been observed. Moreover, the slip velocity will decrease the shear 

stress. Finally, it is shown that compressible effects will increase the total drag coefficients, while rarefied 

effects will cause the adverse effects. There is a competence on the variation of total drag coefficients between 

the two effects. 

Key words   cylinder flow, low Reynolds number, compressibility, rarefied effects 

 


