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无振荡有限紧致格式在 
理想磁流体方程中的应用研究 

刘利，申义庆 

中国科学院力学研究所，高温气体动力学国家重点实验室（筹），北京海淀区 100190 

摘要  尽管理想磁流体力学方程不是严格的双曲型方程，但由于有与流体力学方程类似的波特征结

构，因而大量的流体力学数值方法已被推广应用于磁流体方程的数值求解。有限紧致格式通过无参

数判断解在格式模板上的光滑性，将流场划分为激波区域与光滑区域，在激波区域使用激波捕捉格

式，而在光滑区域使用紧致格式，激波区域的数值通量自动作为紧致格式的边界通量，从而既能满

足无振荡捕捉激波，而在光滑区又能够获得较高的数值精度。本文发展磁流体流场的无振荡有限紧

致格式求解方法，并通过数值算例验证方法的精度及有效性。 

关键词   理想磁流体，WENO 格式，有限紧致格式  

引    言 

流动中的磁流体力学(MHD)问题在近年

来受到越来越多的关注，特别是 MHD 在热防

护、增加进气道流量捕获、提高燃烧室燃烧效

率等的研究方面。尽管理想的 MHD 控制方程

不是严格的双曲型方程，但由于有与流体力学

方程类似的波特征结构，因而大量的流体力学

数值方法已被推广应用于磁流体方程的数值

求解[1-8]。 

为了能准确捕捉流场中的激波以及复杂

区域的流动小尺度结构，申义庆等[9-11]提出

了有限紧致格式的概念并发展了系列的高分

辨率有限紧致格式。其数值通量的构造方法主

要是利用有效激波判别，将传统紧致格式在计

算区域上的整体求解划分为有限个光滑区域

的局部求解，激波捕捉格式的数值通量自动作

为各个局部区域的边界通量。有限紧致格式的

有效性以及精度等已在复杂流动的模拟中得

到了验证[9-11]。 

本文将结合 E-CUSP 黎曼求解算法，发展

磁流体流场的无振荡有限紧致格式求解方法，

并通过数值算例验证方法的精度及有效性。 

1 数值方法 

1.1 控制方程 

理想 MHD 流体控制方程以向量形式可表

示为[5]： 
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在笛卡尔坐标系下表示为： 
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1.2 E-CUSP 分裂方法 

在文[8]中，E-CPSP 算法将通量 E 分裂为

如下形式 
E=f +P+u u                  （4） 

其中 
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数值通量 2/1iE 构造如下： 

1/2 1/2 1/2L R L L R RE a C f C f D P D P              
                                     (5) 
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1.3 强制输运(Constrained transport)方法 

如何满足 0 B 的限制条件是数值求

解 MHD 方程的一个难点问题[12,13]。本文采

用 Balsara & Spicer 提出的 CT（强制输运）方

法[12]。首先，电磁感应方程如下： 

B
+ E=0

t




                 （7） 

在理想状态下，电场强度 E 为 
E= v B   

在 CT 方法中，磁场强度 B 沿区域边界取平均

值 B ， 方 程 (7) 的 半 离 散 形 式 为 : 
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其中， 

 
, 1/2, 1/2 7 , , 1/2 7 , 1, 1/2 8 , 1/2, 8 , 1/2, 1

1

4i j kx i j k i j k i j k i j kE G G F F
            

 
1/2, , 1/2 8 1/2, , 8 1/2, , 1 6 , , 1/2 6 1, , 1/2

1

4i j ky i j k i j k i j k i j kE E E G G
          

 

 
1/2, 1/2, 6 , 1/2, 6 1, 1/2, 7 1/2, , 7 1/2, 1,

1

4i j kz i j k i j k i j k i j kE F F E E
          

 
其中 nE ， nF ， nG （n=6,7,8）是E-CUSP格式

(5)中的第n通量。 

二维情况下，通量可简化为： 
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由于B 是B在计算区域的平均值，因此需要对

能量进行修正，如下公式： 
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1.4 无振荡有限紧致格式 

针对如下的双曲守恒方程 
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其中 2/1ih

为数值通量函数。 

文[8]中，提出利用 WENO 格式光滑因子

之间的关系来判断一个模板是否光滑的引理，

即令 || 205 ISIS  ，当 

),,min( 2105 ISISIS  

成立时，模板
5S 则认为是不光滑的，在此模

板上需要使用激波捕捉格式；否则，
5S 则是

光滑的，可利用一般的线性格式。其中

210 ,, ISISIS 为 Jiang & Shu 在文[14]中提出的

光滑因子。 

利用上述引理构造的有限紧致格式(FC)

的具体算法如下[8]： 

1. 利用边界公式计算 2/1h
和 2/1Nh

； 

2. M=1  !(搜索第 M 个可导区域) 

start_point(M)=1 ！（M 可导区域的起点) 

DO i=1,N-1 
   计算 5210 ,, ，ISISIS  

   IF ),,min( 2105 ISISIS  THEN 

      end_point(M)=i !(M 可导区域的 

终点) 

         M=M+1 

         start_point(M)=i+1 

         利用激波捕捉格式计算 2/1ih
 

      END IF 

      end_point(M)=N 

    END DO 

3. DO k=1,M  !(对 M 个可导的区域，构造 

高精度低耗散的通量) 

DO i=start_point(k),end_point(k)-1 

利用紧致格式计算通量 2/1ih
 

       END DO 

    END DO 

在本文中，上述算法用来重构守恒变量

LU （ RU 的构造与 LU 按 2/1i 对称）。其中

激波捕捉格式使用了Borges等人[15]发展的

WENO-Z格式，紧致格式则是6阶Pade格式

[16]。 

1.5. 时间离散 

时间离散本文采用三阶 Runge-Kutta 方法

[17]。以下方程为例， 

 du
L u

dt


          （15） 

三阶Runge-Kutta法为： 
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2. 数值算例 

2.1 二维周期 Alfven 波 

本算例用来测试 FC 格式在 MHD 光滑流

场中的精度，采用[8,12]中相同的计算条件，

其计算区域为: 

 0< <1/ cosx  ，0<y<1/sin( ) 

其中
o30 为Alfven波传播方向与 x 轴的夹

角，初始条件（t=0）：  

|| ||1, 0.1, 0, 1p v B    
 

 0.1sin 2 cos sinv B x y         

 0.1cos 2 cos sinzw B c y        
其中 

cos siny xB B B   
，  

cos sinx yB B B   ， 5 / 3   

表1是FC格式与WENO-Z格式关于 B 的

数值精度比较，计算时间为t=5。可以看出，

尽管FC最大误差的精度阶有一定波动，但其绝

对误差要小WENO-Z格式一个数量级，而从平

均误差来看，FC格式基本能达6阶精度。 
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表 1 WENO 格式和有限紧致格式 Alfven 波误差 

格

式 

x yN N
 

L  

误差 

L

阶数 

1L  

误差 

1L  

阶数 

1 88 

1616 

3232 

6464 

3.01E-2 

8.93E-4 

2.38E-5 

7.62E-7 

__ 

5.07 

5.23 

4.96 

1.99E-2

6.37E-4

1.68E-5

4.99E-7

— 

4.97 

5.25 

5.07 

2 88 

1616 

3232 

6464 

7.27E-3 

2.40E-4 

2.39E-6 

7.54E-8   

-— 

4.92 

6.65 

4.98 

3.26E-3

6.76E-5

7.86E-7

1.64E-8

— 

5.59 

6.42 

5.58 

（其中 1为五阶 WENO 格式，2为有限紧致格式） 

2.2 二维 MHD Kelvin-Helmholtz 不稳定性 

研究表明 Kelvin-Helmholtz 不稳定性机

理在地球磁大气层边界层的动量传递中起着

重要的作用[18]。初始条件为： 

 0
0

0 0 0 0

1, tanh / , 0
2

0.5, 0, 1x y z

u
u y a v w

p B B B

    

   
 

其中 a 代表速度剪切层的厚度，并在 0t 时

刻 ， 引 入 一 个 以 下 形 式 的 小 扰 动 ：      
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0
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2 2
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u x y x
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其他  
计算区域为  0< <x L ， 0 y H  ，其中

0 02, 0.008, 5u u L      ， H=1 ，

1  , 2  。 X方向采用周期边界条件，上

边界 y H 采用自由边界条件，在下边界

)0( y 中  ，p和 zB 对称， ,u v反对称。本

文采用Roberts变换对 0y  附近网格进行加

密 

     

 
 

sinh / 2

sinh / 2

H H
y





          （17）  

本文取 6  。图1和图2分别是五阶WENO和

有限紧致格式的计算结果。 

 

图 1 Kelvin-Helmholtz 不稳定性密度等值线，WENO-Z

格式 

 

图 2  Kelvin-Helmholtz 不稳定性密度等值线，FC 格

式 

2.3 Orszag-Tang MHD 湍流问题 

Orszag-Tang MHD 湍流问题[19]包含了很

多重要的 MHD 湍流特征，如在涡发展过程会

产生多种激波的相互干扰现象，因此，该问题

成为 MHD 数值计算的一个标准模型。 

初始条件如下： 

     
     

2, ,0 , , ,0 sin ,

, ,0 sin , , ,0

x y u x y y

v x y x p x y

 



  

 
 

       , ,0 sin , , ,0 sin 2x yB x y y B x y x    

其中 =5/3。计算区域为： 

    0 2 , 0 2x y     ， 

本文计算了时间为 3.0t  的流场。x 和 y

方向均采用周期边界条件。  计算采用

192 192 空间网格点。图 4 和图 5 显示了

WENO-Z 格式和 FC 格式计算的密度等值线，

与 WENO-Z 格式一样，FC 格式能较好地分辨

流场中的各种波结构。图 5 是在 y  随 x 变

化的密度曲线对比图，可看出两种格式结果具

有相似的分布，但在极值点处，FC 格式能得

到比 WENO-Z 格式更高（或更低）的极值。 
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图 3 Orszag-Tang MHD 湍流问题密度等值线，

WENO-Z 

 

图 4 Orszag-Tang MHD 湍流问题密度等值线，FC 

 

图 5 直线在 y  上的密度分布 

3 结    论 

本文成功的将有限紧致格式推广应用于

MHD 流场的计算。数值算例，表明 FC 格式

能较好地捕捉流场中的各种激波结构，而且比

五阶 WENO 格式能更好地分辨流场中的波峰

和波谷。更多更详细的数值计算及分析正在进

行之中。 
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NON-OSCILLATORY FINITE COMPACT SCHEME FOR THE EQUATIONS OF 
IDEAL MAGNETOHYDRODYNAMICS 

LIU Li, SHEN Yiqing 

State Key Laboratory of High Temperature Gas Dynamics, Institute of Mechanics, C A S, No.15 Beisihuanxi Road, Beijing 100190, China 

Abstract Although the equations of ideal Magnetohydrodynamics (MHD) is a non-strictly hyperbolic system, 

they have a wave-like structure analogous to that of the hydrodynamics equations, various numerical schemes 

for hydrodynamics equations have been extended to solve the MHD equations. The finite compact (FC) scheme 

treats the discontinuity as the internal boundary and avoids the global dependence of the traditional compact 

schemes.  By using a parameter-free shock detecting method, the computational domain is divided into a series 

of smooth regions and shock wave regions. In the shock wave regions, the shock capturing scheme is used to 

construct the numerical flux, and in the smooth regions the compact scheme is used, the flux of shock wave 

region is automatically the boundary formulation of the compact scheme.  Hence, the FC scheme can resolve 

shock essentially non-oscillatory and achieve high order of accuracy in smooth region.  This paper develops 

the non-oscillation finite compact scheme for the ideal MHD equations. 

Key words   Ideal magnetohydrodynamics, weighted essentially non-oscillatory scheme, finite compact 

scheme 


