
中国力学大会-2013 

二维超疏水圆柱在水杯中的浮力 

隋相坤，王士召，何国威 1) 

（中国科学院力学研究所，北京 100190) 

摘要： 

本文通过分析表面为超疏水性质的二维圆柱在水杯中漂浮时受到的浮力，考察当漂浮物体附近有垂直壁面存

在时，对其浮力产生的影响。我们假设水杯的侧壁表面亲水并且垂直于水平方向，使用 Young 方程分别确定液体

与圆柱表面及杯壁表面之间的接触角，通过数值求解 Young-Laplace 方程，得到水表面的形状，从而给出二维圆

柱受到的浮力。 

我们使用圆柱半径作为特征长度定义本文中的 Bond 数。通过计算发现，在 Bond 数大于 10 时，圆柱受到的

最大浮力随着壁面与圆柱之间距离的减小而减小；而在 Bond 数小于 1 时，圆柱受到的最大浮力在随着该距离改

变时存在极小值，这个极小值所对应的圆柱与水杯壁的最近距离总是约等于毛细长度。 
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引  言 

阿基米德定律是物理学中计算物体浮力的基本原理，其本质是认为物体的浮力是作用在物体表面的水

压力的垂向合力。严格说来，这个定律只适用于完全浸没在水中的物体。部分浸没在水中的物体受到的浮

力更加复杂，不仅要计算水对物体表面的压力，还要考虑物体表面的润湿现象对浮力的影响。 

润湿是液体分子与固体分子之间相互接触的宏观效果，是自然界中的常见现象，例如植物叶子表面的

凝露、水在水杯边缘的弯曲表面。历史上最受重视的润湿现象是毛细现象。早在 18 世纪，对毛细管内液面

上升高度的研究就已经是世界上最热门的课题之一。Segner(1751)通过对气/液表面性质的研究，提出了表

面张力的原始概念；Young(1805)认为液/固界面和气/固表面内也存在界面/表面张力，并给出了它们在接触

线上的矢量关系式，即 Young 方程。Young 方程反映了润湿在宏观上是气/固表面、气/水表面和水/固界面

内的张力之间相互平衡所产生的结果。 

由于在微观上，一般认为气/固表面、气/水表面和水/固界面仅包含一个到数个分子层，其厚度与质量

相对于宏观物体的尺寸可以忽略不计，因此，我们可以将部分浸没在水中的物体及包围该物体的气/固表面

和水/固界面看作一个物质系统，并认为该系统受到的浮力就是物体所受的浮力。对于这个系统来说，在水

/固界面外侧受到了水压力，其合力的垂直分量就是水压力对于浮力的贡献，可以通过阿基米德原理计算。

另外，系统在物体表面的接触线上还受到了来自气/水表面的表面张力的作用，该力的垂直分量就是润湿对

于浮力的贡献。 

对人类来说，宏观物体指肉眼可见的物体，它们的特征尺寸一般远大于毛细长度。在这种情况下，表

面张力的大小相对于水压力可以忽略不计。因此，直接应用阿基米德定律计算浮力是合适的。但对于特征

尺寸很小的物体，表面张力相对于水压力的比重较大，在计算浮力时不能忽略。最近十几年，随着人们对

昆虫在水表面站立的研究，这种小于毛细长度的物体的浮力问题被越来越多的考虑。典型的工作就是 Gao

和 Jiang(2004)关于水黾腿部的研究。他们发现，水黾的腿部表面具有有层次的结构，这种纳米级尺度的特

殊结构使其表面在宏观上具有超疏水的性质，大大增加了水黾的腿部的浮力，确保水黾可以在水面自由行

走甚至跳跃。此后，很多研究工作都采用超疏水圆柱作为水黾的腿的简化模型来研究水黾在水中的站立和

行走问题。 

我们在盛水容器中经常可以观察到水面在容器内壁的边缘附近产生的显著弯曲。这个弯曲效果是由容

器壁面的润湿效果带来的，显著改变了水表面的形状。如果水面上存在漂浮的物体，那么容器壁面引起的

水面变形还会改变物体浸入水中的深度与物体表面的接触线的位置。因此，水杯壁对物体浮力的影响是存

在的。但过去在计算部分浸入水中的物体的浮力时，通常假设水面没有限制，在无限远处为水平的自由表
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面。这样的假设忽略了水杯壁对物体浮力的影响。本文的研究对象是在水杯中漂浮的长圆柱体，为方便讨

论水杯壁对圆柱浮力的影响，我们将其简化为漂浮在二维水杯中的超疏水圆柱，并假设水杯的壁面亲水，

且垂直于水平面。我们研究了当水杯壁与圆柱中心之间的距离发生改变时，圆柱受到的浮力的变化规律。

在此问题中，圆柱的浮力由两个因素决定：首先是水压力对物体浮力的贡献；其次是物体表面的润湿现象

对浮力的影响。而水杯壁上的润湿现象对圆柱浮力的影响，隐含在以上两个因素中。 

 

1  二维超疏水圆柱在水杯中漂浮的物理模型 

1.1 Young-Laplace 方程及其无量纲化 

我们首先求解圆柱周围的水面形状。在数学上，气/水表面的形状用 Young-Laplace 方程描述。该方程

的基本形式为： 

  p n     (1) 

其中， 为气/水表面的表面张力系数；n为气/水表面的法矢量，其方向指向气体内部； p 为气/水表

面两侧的压强差。该方程的描述了气/水表面两侧的正向压力的平衡，具体来说，就是气/水表面上的表面

张力的法向分量与该表面两侧的压强差相平衡。 

为了方便的求解水杯中漂浮的二维圆柱周围的水面形状，我们参考了 Liu，Feng 和 Wang(2007)在研究

疏水圆柱的浮力问题时的做法，将重力方向设为 z 轴正向，将水平面上指向圆柱外侧的方向设为 x 轴正向。

在这里，我们将 x 轴的位置固定在自由面的高度，即令在 0z 的高度上，水中的压强等于大气压强。如

图 1 所示，圆柱部分浸没在水中时，根据其与壁面的距离，可以分为(a)和(b)两种情况，我们使用虚线代表

气/水表面，右侧竖直的实线代表水杯的壁面。A 点代表位于圆柱表面的接触线位置，该点与圆柱轴心的连

线与重力方向的夹角为 ，水在圆柱表面的接触角大小为 1Y ；B 点代表位于水杯壁面的接触线位置，水在

水杯壁面的接触角大小为 2Y 。圆柱的半径为 R ，其轴心与水杯壁面的水平距离为 L 。图(a)是水杯壁远离

圆柱的情况，此时在水杯壁面附近会有部分水面由于润湿的作用而被拉到自由面之上，形成一个内部压强

小于大气压强的弯曲表面；图(b)是水杯壁与圆柱距离很近的情况，此时整个水面都处在自由面之下，液体

内部的压强始终大于大气压强。 

       

图 1 圆柱漂浮在水面的坐标系示意图。图(a)代表水杯壁远离圆柱的情况，此时在水杯壁面附近会有部分水

面由于润湿的作用而被拉到自由面之上，形成一个内部压强小于大气压强的弯曲表面；图(b)代表水杯壁与

圆柱距离很近的情况，此时整个水面都处在自由面之下，液体内部的压强始终大于大气压强。 
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根据上述设定，可以列出此坐标系下的 Young-Laplace 方程的具体形式： 

 
z

x

x 2

2321





     (2) 

其中，为毛细长度，其定义式为 g  ，式中的 为气/水表面的表面张力系数，  为水的密

度， g 为重力加速度。 

为了方便求解，我们将对该方程做无量纲化，选取圆柱的半径 R 作为特征长度对方程进行无量纲化，

则得到如下的方程： 

 
 zBond

x

x





2321

    (3) 

式(3)中的无量纲参数
22RBond   ，表征重力与表面张力之比。当 1Bond 时，圆柱半径远大于

毛细长度，同时重力远大于表面张力，此时表面张力的效果可以忽略；当 1Bond 时，圆柱半径远小于

毛细长度，同时重力远小于表面张力，此时表面张力起主要作用。这样，我们就将 Young-Laplace 方程化

为了含有一个无量纲参数的二阶常微分方程的形式。通过讨论不同的 Bond 数，我们就可以知道圆柱的尺

寸对其浮力的影响。 

为了求解式(3)，我们还需要讨论该式的边界条件。在点 A 处，我们已知该点在 x 轴上的坐标 Ax 和该

点处的斜率 Ak ，即 
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A

A

k
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    (4) 

这里，隐含了角度关系 15.1 Y  。而在点 B 处，我们可以指定该点在 x 轴上的坐标 L 。由

于点 B 在水杯壁面上，则可以根据该点的接触角直接得到该点处的斜率 Bk 。 









2tan YB
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    (5) 

通过以上两个边界条件(4)(5)，式(3)成为定解问题，但不能得到解析解。因此我们通过数值方法进行求

解。 

 

1.2 圆柱浮力的计算 

我们在引言中曾经提到，水杯中的圆柱浮力由两个因素决定：首先是水压力对物体浮力的贡献；其次

是物体表面的润湿现象对浮力的影响。第一个因素对应的浮力可以直接由阿基米德定律计算得到，即圆柱

浸没在水下的体积与接触线投影到自由面上的柱体体积所排开的水的重力。第二个因素对应的浮力为表面

张力在垂直方向上的分量。如果该分量方向向上，润湿效果起到的是浮力作用；如果该分量的方向向下，

润湿效果反而会抵消部分浮力。 

值得提到的是，十五年前，Keller(1998)使用散度理论，在数学上严格证明了在水面无限制的条件下，

表面张力的垂直分量与液体在接触线外排开/抬升的水的重力相等。Keller(1998)的证明使我们可以从分析物

体排开水的体积的角度计算物体受到的浮力以及表面张力的大小。我们将 Keller(1998)的结论在水杯壁限制

的条件下进行了推广，得到的结论是，圆柱与水杯壁面分别施加给水表面的表面张力的垂直分量之和等于
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该水表面排开/抬升的水的重力。而从圆柱受力的角度来说，第二个因素贡献的浮力又可以直接由作用在圆

柱表面的表面张力的垂直分量给出。这两种方法是从不同的角度出发，但得出的计算结果是相同的。根据

表面张力的定义，圆柱受到的表面张力等于表面张力系数与接触线的长度之积。由于此问题已经简化为二

维问题，因此我们认为接触线的长度为单位长度 1，圆柱受到的表面张力就只与表面张力系数有关。水杯

壁的润湿对圆柱浮力的影响隐含在圆柱受到的表面张力的方向的变化上。 

根据以上分析，我们可以使用式(4)计算圆柱的浮力： 

   cos2sin2cossin22  RzRRgF A     (6) 

其中， Az 为通过数值计算得到的点 A 的 z 轴坐标。在数值计算中，我们对公式(6)做无量纲化，得到

了无量纲的圆柱浮力的表达式： 

  


cos2sin2cossin
1

~ * 


 AzBond
F

F     (7) 

这里， Rzz AA 
*

为点 A 的无量纲的 z 轴坐标，而 15.1 Y  。在式(6)与式(7)中，第一部分

为水压力贡献的浮力，对应影响浮力的第一个因素，可以看到，该部分的大小取决于浸没深度和 Bond 数，

也就是取决于圆柱尺寸的大小；第二部分为表面张力贡献的浮力，对应影响浮力的第二个因素，该部分的

大小与 Bond 数无关，而只与表面张力的作用角度有关。 

 

2  数值计算的结果与分析 

2.1 圆柱与壁面的距离对浮力的影响 

我们将圆柱表面的接触角取为 321  Y ，将水杯壁面的接触角取为 32  Y ，计算了在圆柱与壁

面的不同距离下的圆柱浮力是如何随着浸没角度 变化的。如图 2 所示，我们给出了 Bond 数为 0.25 与

Bond 数为 10 的两种情况，分别作为表面张力对浮力影响较大和较小的两种情况加以讨论。 
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(a) Bond=0.25
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 L=infinite
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(b) Bond=0.25
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(c) Bond=10

 L=1.25

 L=1.50

 L=1.75

 L=2.00

 L=infinite

60 80 100 120 140 160 180

0

5

10

15

20

25

30

35

40

 

 

b
u

o
y
a

n
t 
fo

rc
e



(d) Bond=10
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图 2 圆柱与壁面间不同距离时的浮力。(a)当 25.0Bond 时，圆柱距离壁面较远，以图 1 (a) 的方式漂浮；

(b) 当 25.0Bond 时，圆柱距离壁面较近，以图 1 (b) 的方式漂浮；(c) 当 10Bond 时，圆柱距离壁面

较远，以图 1 (a) 的方式漂浮；(d) 当 10Bond 时，圆柱距离壁面较近，以图 1 (b) 的方式漂浮。 

 

从图 2 的(a)和(c)中，我们可以看出，在这两种情况下，圆柱距离壁面较远，在水杯中的漂浮方式正如

图 1 中的方式(a)，在这种漂浮方式下，圆柱浸没水中越浅，所受浮力与无限制水面的结果差距越大；反过

来，当圆柱浸没水中越深，直到达到最大浮力，其结果与无限制水面的结果差距反而逐渐减小。另一方面，

圆柱与壁面之间的距离越近，在同一浸没角度下所受的浮力越小。 

在图 2 的(b)和(d)的两种情况下，圆柱距离壁面较近，在水杯中的漂浮方式正如图 1 中的方式(b)，由于

在这种漂浮方式下，圆柱距离壁面的距离取值范围相对较小，因此，圆柱在这种情况下的浮力大小差距不

大，但是浮力曲线的变化比较复杂。 

 

2.2 Bond 数与圆柱最大浮力的关系 

圆柱的最大浮力就是水杯所能承载的圆柱的最大重力，考察这个值在不同大小的水杯下的变化规律对

于设计水面上的漂浮装置是有意义的。如图 3 所示，我们分别计算了在 25.0Bond 和 10Bond 的条件

下，当圆柱距离水杯壁面的距离变化时，水杯能提供给圆柱的最大浮力是如何变化的。 
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图 3 Bond 数与圆柱最大浮力的关系。(a)当 25.0Bond 时，圆柱的最大浮力随着距离 L 的变化规律；(b)

当 10Bond 时，圆柱的最大浮力随着距离 L 的变化规律。 

 

从图 3 中可以看出，当 25.0Bond 时，圆柱的最大浮力随着距离 L 的增加，首先减小，到达一个最

小值点之后，再逐渐增加，趋近于无限制水面的圆柱浮力。从结果来看，该最小值点出现在 94.2L 的位

置，其无量纲的最大浮力约为 4638.3 ，与无限制水面的最大浮力 5303.3 仅相差 %88.1 ，差距很小。这个

最小值点对应着 47.194.2  RL ，在 25.0Bond 时，此时圆柱表面距离水杯壁的最近位置为

97.094.1  RRL 。经过我们的验证，当 1Bond 时，这个值都出现在毛细长度附近。但在 1Bond

时，这个最小值点不存在，如图 3 中的(b)，当 10Bond 时，圆柱的最大浮力随着距离 L 的增加而增加，
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圆柱最大浮力随着壁面距离的增加而增大，直到接近无壁面限制的情况。 

 

3  结论 

经过以上计算，我们可以得到如下的结论： 

1、圆柱在水杯中漂浮，根据圆柱与水杯壁面的距离不同，存在如图 1 所示的两种漂浮方式。第 1 种方

式(如图 1(a)所示)对应着圆柱距离水杯壁面较远的情况，此时会在壁面附近形成抬升到自由面之上的弯曲

表面，弯曲表面中的水压小于大气压强；第 2 种方式(如图 1(b)所示)对应着圆柱距离水杯壁面较近的情况，

此时在壁面附近不存在弯曲表面，水面的整体都在自由面之下，水面下的压强始终大于大气压强。 

2、当圆柱在按照第 1 种方式漂浮时，随着圆柱与水杯壁之间距离的减小，圆柱的浮力会逐渐减小；但

圆柱在按照第 2 种方式漂浮时，随着圆柱与水杯壁之间距离的减小，圆柱的浮力曲线交错。 

3、当 1Bond 时，圆柱的最大浮力在随着 L (圆柱与水杯壁的距离)的变化时，存在最小值点。该点

对应的圆柱与水杯壁之间的最近距离约为毛细长度。但在 1Bond 时，圆柱的最大浮力不存在最小值点，

而是随着 L 的增加而增大，直到达到无壁面限制的情况。 
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Abstract：The buoyant force of a super-hydrophobic two-dimensional cylinder which partly immersed in a cup 

has been numerically studied. The wall of the cup is hydrophilic and perpendicular to the free surface. The contact 

angle of the wall surface and the cylinder are defined by Young’s equation respectively and the shape of the water 

surface is calculated by solving the Young-Laplace equation. The buoyant force of the cylinder is then obtained. 

The Bond number is defined as the ratio of the characteristic length to the radius of the cylinder. We find that when 

the Bond number is larger than 10, the maximum of the buoyant force of the cylinder is larger with the larger 

distance between the cylinder and the wall of the cup while the when the Bond number is less than 1 there exist a 

minimum on the curve. The minimal distance between the cylinder and the wall corresponding to the minimal 

maximum buoyant force is approach to a capillary length. 

Key words：super-hydrophobic；surface tension 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


