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轻质金属点阵夹层板热屈曲临界温度分析
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摘　要　论文针对均匀温度场下四边简支和四边固支金属点阵夹层板的临界热屈曲温度进行了求解和参数

影响分析．将点阵夹芯等效为均匀连续体，并且将夹层板的剪切刚度近似为点阵夹芯的抗剪切刚度，忽略夹芯的抗

弯刚度且认为夹层板主要由面板来提供抗弯刚度．对于无法获得解析解的四边固支条件，通过对未知变量进行双

傅里叶展开的方法求解了Ｒｅｓｓｉｎｅｒ夹层板模型的临界屈曲温度，理论分析结果与有限元计算结果吻合良好．进一

步分析了不同边界条件、点阵胞元构型、点阵材料相对密度、面板厚度等对临界屈曲温度的影响规律．
关键词　点阵材料，夹层板，Ｒｅｓｓｉｎｅｒ模型，热屈曲，临界温度

０　引言

多孔材料夹层结构具有轻质、高强、隔热、隔震
等多功能性的特点，在航天工程结构轻量化与热防
护设计中得到了越来越多的关注与应用．其中，点阵
夹层板一般具有比其他多孔材料夹层板更高的比强

度和比刚度，因而应用前景更为广阔．当应用于高速
飞行器热结构时，在非均匀的极端热环境下夹层板
经受巨大的温度变化，同时因热膨胀受到边界约束
而产生内力，可能出现热屈曲现象．因此，对点阵夹
层板开展热屈曲分析、获得临界屈曲温度是进行热
结构设计所必须面临的问题．
对于板壳结构的热屈曲行为研究，Ｍｏｓｓａｖａｒａｌｉ

等［１］利用Ｒｅｄｄｙ高阶剪切理论求解了具有初始缺
陷的板的后屈曲行为，并且与低阶剪切理论进行了
对比．Ｚａｋｅｒｉ等［２］通过大变形一阶剪切理论推导了
复合材料夹层板的临界失稳温度与后屈曲路径．
Ｋａｎｔ等［３］利用一阶和高阶剪切理论对斜交复合材
料夹层板进行了分析，指出随着板厚的增加高阶和
一阶剪切理论的差别也越来越明显．付宝连［４］利用
功的互等原理求解了在各种复杂边界条件下的板的

临界失稳问题．由于过去的半解析解对于固支或者
其他复杂边界条件的求解一般无法选出本征函数，
计算精度大受影响，通行的办法是增加级数的项数，
或者进行迭代，这两种方法都会增大计算量，于是钟

万勰［５］将控制理论中的辛方法引入弹性力学当中．
徐新生等［６］利用辛方法求解了弹性圆板的热屈曲问

题，他们将哈密顿体系引入了圆板类结构的屈曲问
题当中，克服和弥补了依赖阵型函数展开出现的缺
陷，借助哈密顿体系的正交和完备性给出了一个完
备的屈曲模态空间．苏先樾［７］等对四边简支点阵夹
层板的屈曲问题进行了求解．对于点阵夹层板的热
屈曲分析尤其是四边固支矩形点阵夹层板的热屈曲

方面的工作还鲜有报道．
目前对于夹层板的理论工作中，已经提出了不

少模型［８］．对于线性理论来分析，常见的理论主要包
括Ｒｅｓｓｉｎｅｒ型理论、Ｈｏｆｆ型理论和杜庆华理论．其
中，Ｒｅｓｓｉｎｅｒ型理论忽略了面板本身具有的刚度，

Ｈｏｆｆ型理论则考虑了面板自身的刚度．杜庆华理论
考虑了面板自身刚度的同时也考虑了夹芯的横向弹

性变形的作用．由于对于本文所研究的轻质金属点
阵夹层板结构来说，点阵夹芯的相对密度一般小于

０．１５，其横向弹性变形的作用可以忽略不计；通常夹
层板的面板很薄，考虑表层抗弯刚度与不考虑表层
抗弯刚度的结果相差很小．因此本文采用一阶剪切
变形理论，将点阵夹芯等效为均匀连续体且将夹芯
的剪切刚度视为夹层板的剪切刚度，利用Ｒｅｓｓｉｎｅｒ
模型，通过对未知量采取满足边界条件的双傅里叶
展开的方法进行了热屈曲临界温度求解，并分析了
不同边界条件及结构参数对临界屈曲温度的影响规
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１　理论分析

１．１　模型假设
本文主要研究对象是轻质金属点阵夹层板，按

照胞元构型主要分为四面体、金字塔和 Ｋａｇｏｍｅ结

构，如图１所示．目前国内外学者已对点阵材料的等
效力学性能进行了较详细的研究，例如Ｄｅｓｈｐａｎｄｅ
和Ｆｌｅｃｋ［９］最早给出了三维金属点阵材料的等效弹
性本构关系，不同胞元构型的点阵材料刚度可以通
过几何关系得到．

图１　点阵夹层板几何构型及其单胞示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｓａｎｄｗｉｃｈ　ｐａｎｅｌｓ　ａｎｄ　ｃｅｌｌ　ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｔｒｕｓｓ　ｃｏｒｅｓ

图２　等效分析模型

Ｆｉｇ．２　Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ　ａｎａｌｙｔｉｃａｌ　ｍｏｄｅｌ

　　点阵夹层板的等效分析模型如图２所示，中性
面在夹层板的中心处，取ｘｙ平面为中性面，ｚ轴垂
直于中性面．图中ｈｃ 为夹芯高度，ｈｐ 为整个夹层板
的高度，ａ和ｂ为夹层板的长和宽．由于夹层板面板

很薄，并且夹芯很软，为此做出以下几条假设：
（１）胞元与夹层板整体尺寸相比足够小，数量

足够多，将点阵夹芯等效为均匀各向同性材料；
（２）夹芯杆件为铰支结构，对抗弯刚度没有贡

献，面板的抗弯刚度即为夹层板整体抗弯刚度；
（３）与面板相比夹芯的剪切刚度很小，因此认

为夹芯剪切刚度即为夹层板整体的剪切刚度；
（４）采用小变形假设，夹层板中面法线变形后

仍然保持直线．
１．２　控制方程
点阵夹层板的位移场为：
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ｕ＝－ｚｘ．　ｖ＝－ｚｙ，　ｗ＝ｗ０ （１）
其中ｕ，ｖ，ｗ 分别为ｘ，ｙ，ｚ方向上的位移，ｘ，ｙ 分
别为垂直于中性面绕ｙ轴和ｘ轴的转角，ｗ０ 为中性
面的法向位移．
设ｕ＋，ｖ＋，ｕ－，ｖ－分别为上下两个面板各点在

ｘ和ｙ方向上的位移，根据胡克定理可以得到：
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其中Ｅ为面板的弹性模量，μ为泊松比．
根据假设（２）将应力分别沿面板厚度和夹芯厚

度进行积分得到点阵夹层板的内力方程为：
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其中：
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烅
烄

烆 ）
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Ｃ为点阵夹层板的抗剪切刚度，Ｇ为点阵夹芯
的等效剪切模量，通过均匀等效的方法计算获得，Ｄ
为夹层板的抗弯刚度．
点阵夹层板的平衡方程跟普通板的平衡方程相

同，即为：
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由于点阵夹层板受到的均匀热载荷，所以：
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其中α为材料的热膨胀系数，ΔＴ为温升．

将内力方程代入平衡方程可以得到点阵夹层板

的平衡方程如下：
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１．３　四边简支分析
四边简支的边界条件为：

ｘ＝０，　ａ∶ｗ＝ｘ＝０

ｙ＝０，　ｂ∶ｗ＝ｙ｛ ＝０
（８）

根据四边简支的边界条件，假设屈曲模态为：

ｘ＝ｕ０ｃｏｓ（αｋｘ）ｓｉｎ（βｌｙ）

ｙ＝ｖ０ｃｏｓ（βｌｙ）ｓｉｎ（αｋｘ）

ｗ＝ｗ０ｓｉｎ（αｋｘ）ｓｉｎ（βｌｙ
烅
烄

烆 ）
（９）

这里ｕ０，ｖ０，ｗ０ 为展开项系数，

αｋ＝ｋπａ
，　βｌ＝

ｌπ
ｂ

（１０）

将屈曲模态代入平衡方程可以得到：
（Ｋ＋λＫＧ）ｕ＝０ （１１）

其中：

ｕ＝［ｕ０，ｖ０，ｗ０］Ｔ （１２）
其中Ｋ为由结构模型构成的系数矩阵，而ＫＧ 为由
于温度载荷引起的系数矩阵，λ为临界屈曲温度．
１．４　四边固支分析
四边固支的边界条件为

ｘ＝０，　ａ∶ｗ＝ｘ＝ｙ＝０

ｙ＝０，　ｂ∶ｗ＝ｘ＝ｙ｛ ＝０
（１３）

由于四边固支条件直接求解比较困难，因此将
位移进行双傅里叶展开：

ｗ＝
∞

ｍ＝１
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ｎ＝１
Ａｍｎｓｉｎ（αｍｘ）ｓｉｎ（βｎｙ）

ｘ ＝
∞

ｍ＝１

∞

ｎ＝１
Ｂｍｎｓｉｎ（αｍｘ）ｓｉｎ（βｎｙ）

ｙ ＝
∞

ｍ＝１

∞
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烅

烄

烆
）

（１４）

其中Ａｍｎ，Ｂｍｎ和Ｃｍｎ为展开项系数．
将式（１４）带入平衡方程（７）可以得到：


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将展开 式 （１５）中 的 ｃｏｓ（αｍｘ），ｃｏｓ（βｎｙ），

ｃｏｓ（αｍｘ）ｃｏｓ（βｎｙ），按如下方式进行展开
［１０］：
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将式（１６）代入式（１５）消去ｓｉｎ（αｍｘ）ｓｉｎ（βｎｙ）可
以得到：
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
∞

ｎ＝１

（Ａｍｎα２ｍ ＋Ａｍｎβ
２
ｎ）＝

烅

烄

烆 ０

（１８）

根据方程（１８）我们得到类似式（１２）的方程，这
里ｕ为展开项系数Ａｍｎ，Ｂｍｎ，Ｃｍｎ．

２　计算结果分析

２．１　四边简支计算结果
令Ｋ的行列式的值为零，就可以得到点阵夹层

板的临界特征屈曲温度：

Ｔｃｒ＝
（１－μ）Ｎ
Ｅα（ｈｐ－ｈｃ）

（１９）

其中：

Ｎ＝Ｋ１Ｋ２
Ｋ１＝ＤＣａ２ｌ２π４＋ＤＣｂ２ｋ２π４

Ｋ２＝Ｃａ２ｂ２π２＋Ｄａ２ｌ２π４＋Ｄｂ２ｋ２π

烅

烄

烆
４

（２０）

２．２　四边固支迭代分析结果
对于四边固支条件，方程展开项次数很大，直接

求解难以得到结果，因此需要通过数值的方法求解
该方程的特征值．为了求解方程（１８），编写了名为

Ｔｈｅｒｍａｌ　Ｂｕｃｋｌｉｎｇ的程序进行了求解，程序中调用
了Ｆｏｒｔｒａｎ程序库ＩＭＳＬ中用于求解矩阵特征值的
子程序ＧＶＣＲＧ．为了对结果的收敛性进行分析，针
对展开项数ｍ＝ｎ情况下临界屈曲载荷随ｍ，ｎ增长
进行了计算，结果如图３所示，计算中用到的结构与
材料参数如表１所示．通过图３可以看到，随着ｍ，ｎ
的增长，临界屈曲载荷迅速减小，当ｍ＝ｎ＝１０以后
临界屈曲载荷几乎没有变化，表明在此时结果已经
收敛，此时求得的温度即为四边固支点阵夹层板的
临界屈曲温度．

图３　临界屈曲温度随ｍ，ｎ的增长变化

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ　ｂｅｈａｖｉｏｒ　ｏｆ　ｃｒｉｔｉｃａｌ　ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ

ｖｅｒｓｕｓ　ｍａｎｄ　ｎ
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表１　理论分析与有限元模型所采用

的结构与材料参数

Ｔａｂｌｅ　１　Ｍａｔｅｒｉａｌ　ａｎｄ　ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｕｓｅｄ　ｉｎ　ｔｈｅ

ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ　ｍｏｄｅｌ　ａｎｄ　ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｏｄｅｌ

ｈｃ（ｍｍ）ｈｐ（ｍｍ）Ｅ（ＧＰａ） μ α（１０－６）ａ（ｍｍ）ｂ（ｍｍ）

８　 １０　 ２００　 ０．３　 １７　 ３００　 ３００

２．３　理论分析与有限元分析结果比较
本文采用商业有限元程序ＡＢＡＱＵＳ的屈曲分

析模块对相同的问题进行了数值计算，模型中面板
和夹芯均采用不锈钢材料，其参数如表１所示．考虑
到结构及边界条件的对称性，数值模拟中采用四分
之一模型进行计算，其中面板采用壳单元，夹芯采用
梁单元．在有限元计算过程中，对整个夹层板施加均
匀温度场，然后通过求解刚度矩阵的特征值来得到
夹层板的临界屈曲温度，特征向量为屈曲模态．图４
给出了典型的点阵夹层板的热屈曲模态的计算结

果．

图４　有限元计算屈曲模态结果

Ｆｉｇ．４　Ｂｕｃｋｌｉｎｇ　ｍｏｄｅ　ｏｆ　ｓａｎｄｗｉｃｈ　ｐａｎｅｌ，ＦＥＡ　ｒｅｓｕｌｔ

利用有限元模型分别对四边简支和四边固支进

行了计算，有限元计算结果和理论分析得到的结果
对比如图５所示．可以看到，通 Ｒｅｓｓｉｎｅｒ模型进行
临界热屈曲求解得到的临界温度与有限元计算的结

果吻合较好，四边固支条件下点阵夹层板的临界屈
曲温度要远大于四边简支条件．这是由于四边固支
约束不仅限制了边界的面内和法向的平移，而且约
束了边界的转角，因此这时结构的稳定性要好于简
支条件．

图５　理论结果与有限元结果对比

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ　ａｎｄ　ＦＥＡ　ｒｅｓｕｌｔｓ

３　结构参数对临界屈曲温度影响分析

点阵夹层板具有较强的结构可设计性，当胞元
构型、相对密度、面板厚度等参数发生改变时，夹层
板的力学性能均会发生较大的变化．因此，有必要进
一步分析结构参数对临界屈曲温度的影响，从而为
热结构设计提供参考．由于点阵夹层板在实际服役
工况中的主要边界约束条件为四边固支，因此主要
针对四边固支条件下的点阵夹层板进行了结构参数

对临界屈曲温度影响规律的分析．
３．１　胞元构型的影响
对于图１中所示的三种典型胞元结构的芯体剪

切刚度分别为：

Ｃｐｙｒａｍｉｄ＝Ｇｐｙｒａｍｉｄｈｃ＝
１
８
珋ρＥｈｃ

Ｃｔｅｔ＝ＣＫａｇｏｍｅ＝Ｇｔｅｔｈｃ＝
１
９
珋ρＥｈ

烅

烄

烆
ｃ

（２１）

其中ρ为胞元的相对密度．
根据公式（２１），在相同的相对密度下，金字塔结

构的剪切刚度要大于四面体结构和 Ｋａｇｏｍｅ结构．
剪切刚度直接影响了点阵夹层板的临界屈曲温度，
如图６所示，在相同的相对密度下金字塔结构的临
界屈曲温度要高于其他两种结构．
３．２　相对密度的影响
从图５和图６中都可以看到，随着夹芯相对密

度的增加，点阵夹层板的临界屈曲温度均呈增大的
趋势，当相对密度大于０．１以后，临界屈曲温度不再
显著增加．因此，在相对密度较小时，通过增加相对
密度可以大幅度提高夹层板抵抗热屈曲的能力，但
是当相对密度超过０．１以后，增加相对密度对热屈

·５·第１期　　　　　　　　　　袁武等：　轻质金属点阵夹层板热屈曲临界温度分析



图６　不同胞元构型点阵夹层板临界屈曲温度

及剪切刚度比较

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｃｒｉｔｉｃａｌ　ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ　ａｎｄ　ｓｈｅａｒ

ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ｏｆ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｃｅｌｌ　ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ

曲性能影响不大，反而会造成材料的浪费．图７为四
面体点阵夹层板在相同面板厚度条件下单位质量能

够承载的临界屈曲温度（表征比刚度性能）随相对密
度的变化．可以看出，随着相对密度的增长，点阵夹
层板的比刚度开始逐步增长，当相对密度达到０．０８
左右的时候，比刚度开始下降．

图７　金字塔结构临界屈曲温度随相对密度的变化

Ｆｉｇ．７　Ｃｒｉｔｉｃａｌ　ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ　ｖｅｒｓｕｓ　ｒｅｌａｔｉｖｅ　ｄｅｎｓｉｔｙ，

ｓａｎｄｗｉｃｈ　ｐａｎｅｌｓ　ｗｉｔｈ　ｐｙｒａｍｉｄａｌ　ｃｏｒｅｓ

３．３　面板厚度的影响
由于夹芯很软，剪切刚度很小，因此如果增大面

板厚度会增加结构的约束反力，从而会降低结构的
稳定性．相同的相对密度下不同面板厚度的临界屈
曲温度计算结果如图８所示，临界屈曲温度随面板
厚度增加不断下降．图９为不同面板厚度的夹层板
随相对密度改变临界屈曲温度的变化．

图８　临界屈曲温度随面板厚度的变化

Ｆｉｇ．８　Ｃｒｉｔｉｃａｌ　ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ　ｖｅｒｓｕｓ　ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ　ｏｆ　ｆａｃｅｓｈｅｅｔ

图９　不同面板厚度临界屈曲温度随相对密度的变化

Ｆｉｇ．９　Ｃｒｉｔｉｃａｌ　ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ　ｖｅｒｓｕｓ　ｒｅｌａｔｉｖｅ　ｄｅｎｓｉｔｙ　ｏｆ

ｖａｒｉｏｕｓ　ｆａｃｅｓｈｅｅｔ　ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

４　结论

针对Ｒｅｓｓｉｎｅｒ理论模型采用均匀等效的方法，
理论上求解了均匀温度场下四边简支和四边固支点

阵夹层板的临界屈曲温度，并与有限元分析结果进
行了比较．通过对位移模式进行双傅立叶展开和迭
代数值求解，获得了四边固支条件下点阵夹层板的
临界屈曲温度．由于四边固支条件的约束要强于四
边简支，因此固支条件下夹层板的临界屈曲温度要
远高于四边简支条件下的临界屈曲温度．在相同的
相对密度下，金字塔结构的剪切刚度要大于四面体
和Ｋａｇｏｍｅ结构，因此在相同的相对密度下金字塔
结构的临界屈曲温度要高于其他两种结构．随着相
对密度的增加，单位体积材料的临界屈曲温度先增
加后减小，在相对密度为０．０８左右达到最优．随着
面板厚度的增加，四边固支条件下临界屈曲温度不
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断下降，这是因为增加面板厚度会增大结构的内力
但是剪切刚度没有变化．
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