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一种基于颗粒接触的二维无网格方法
及其在高速冲击模拟中的应用

＊

冯　春，李世海，刘晓宇
（中国科学院力学研究所，北京１００１９０）

　　摘要：为解决基于连续介质力学的离散元方法（ＣＤＥＭ）在高速冲击模拟中因网格畸变导致的系统能量

发散问题，提出了一种基于颗粒接触的二维无网格方法（ＰＣＭＭ）。该方法基于颗粒间复杂丰富的接触信息

构建三角形单元，通过接触对的演化更新实现旧单元（满足删除条件的单元）的删除及新单元（满足创建条件

的单元）的重建，通过在单元内引入流体弹塑性模型实现高速冲击问题的模拟。给出了三角形单元创建的３
个必备条件：组成单元的３个颗粒必须彼此接触，任意一个内角必须在３０°～１５０°之间，任意一条边长必须大

于平均半径的０．５倍。弹性杆撞击、泰勒杆、碎片云、子弹入射靶板等算例的结果表明了ＰＣＭＭ方法在模拟

高速冲击问题方面的正确性及合理性。
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　　基于连续介质力学的离散元方法（ｃｏｎｔｉｎｕｍｍ－ｂａｓｅｄ　ｄｉｓｃｒｅｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｅｔｈｏｄ，ＣＤＥＭ）通过有限元
与离散元的有机结合，在分析材料的变形断裂及断裂后的运动方面具有一定的优势［１－２］，但该方法在模
拟高速冲击等大变形问题时，会出现网格畸变导致的数值系统能量发散等现象。为解决上述问题，本文
中提出了一种基于颗粒接触的二维无网格方法（ｐａｒｔｉｃｌｅ　ｃｏｎｔａｃｔ－ｂａｓｅｄ　ｍｅｓｈｆｒｅｅ　ｍｅｔｈｏｄ，ＰＣＭＭ）。
由于网格畸变导致的数值系统发散是所有拉格朗日架构下，基于网格的数值计算方法所面临的共

同问题。目前的解决方法主要包括生死单元法及自适应网格等两大类。生死单元法是将严重畸变的单
元进行钝化处理，从而保证了每一计算时步的网格质量，该方法虽然简单易行，但单元挖空后导致的应
力场不连续问题值得探讨。自适应网格［３－４］根据数值系统内局部区域的网格畸变程度，对该区域网格进
行调整或加密，从而保证了网格质量，但网格重划分的耗时及新生单元各类场信息的插值问题仍然值得
关注。
无网格方法是近年来的研究热点，该方法的核心是通过空间域内一系列离散节点构建连续介质插

值函数，由于摆脱了网格的限制，因此可以解决因网格畸变导致的系统能量发散等问题。目前发展的无
网格方法有几十种，这些方法的主要区别在于使用不同的插值函数对微分方程进行等效，如光滑粒子法
（ＳＰＨ）、物质点法（ＭＰＭ）等［５］。

ＳＰＨ最早用于天体物理方面的研究［６－７］，核心思想是将空间场量的偏导数转化为对设定核函数的
偏导数，从而简化了计算。近年来，ＳＰＨ及其扩展形式在自由表面流动、高速冲击、材料断裂等方面得
到了广泛应用［８－１０］。尽管如此，该方法在边界处的处理方式、张力不稳定的改进方法及支持域内粒子的
快速搜索［１１－１３］等方面仍然需要进行深入的研究。

ＭＰＭ的主要思想是空间离散质点系在背景网格中的流动计算。该方法将物质点信息映射到背景
网格并进行动量方程求解，获取网格点的速度、位移等信息，而后将网格点运动量映射回物质点，更新物
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质点的空间坐标［１４－１５］。该方法发挥了拉格朗日构型（物质点）及欧拉构型（背景网格）的双重优势，但在
背景网格尺寸的选取原则及质点穿过背景网格产生的数值振荡等方面仍然需要仔细研究。
本文中在ＣＤＥＭ方法的基础上，结合颗粒离散元中接触对的概念，提出了基于颗粒接触的二维无

网格方法（ＰＣＭＭ），并基于ＶＣ＋＋编制了相应的计算程序。

１　ＰＣＭＭ方法的基本原理

１．１　核心思想

　　采用显式解法计算高速冲击问题，当单元出现畸变后会严重影响计算时步，进而导致系统能量的发
散。颗粒离散元中颗粒间的接触信息及拓扑关系复杂而有序，基于颗粒间的接触关系可构建一系列的
连续介质单元，通过在单元中引入宏观本构关系即可表述连续介质在冲击载荷作用下的动态响应。当
上述连续介质单元的变形逐渐增大，颗粒间的接触关系也将逐渐发生改变；当单元出现严重畸变（如压
扁、拉长、扭曲等）时，颗粒间的原有接触关系被打破，基于原有接触关系构建的连续介质单元（畸变单
元）自动删除；同时，基于当前颗粒接触关系的单元将自动创建。通过旧单元的删除及新单元的创建，即
可解决高速冲击计算中因单元畸变导致的数值系统发散等问题。基于以上想法，文本中提出了ＰＣＭＭ
方法，该方法的基本流程如图１所示。

图１ＰＣＭＭ方法的基本流程

Ｆｉｇ．１Ｂａｓｉｃ　ｓｔｅｐｓ　ｏｆ　ＰＣＭＭ

１．２　三角形单元的创建

　　三角形单元创建的必备条件包括：
（１）构成三角形单元的３个颗粒必须彼此接触：

ｄｉｊ ≤Ｒｉ＋Ｒｊ＋δ　　　ｉ，ｊ＝１，２，３；　ｉ≠ｊ （１）

　　（２）所构建三角形单元的任何一个内角角度应在３０°～１５０°之间（保证单元不会太奇异）：

３０°≤θｉ ≤１５０°　　　ｉ＝１，２，３ （２）

　　（３）构成的三角形单元３条边的任意一条边不应该小于３个颗粒平均半径的０．５倍：

ｄｉｊ ≥０．５×
Ｒ１＋Ｒ２＋Ｒ３

３ 　　　ｉ，ｊ＝１，２，３；　ｉ≠ｊ （３）

式中：ｄｉｊ 为颗粒ｉ与ｊ之间的距离，Ｒｉ、Ｒｊ 为颗粒ｉ与ｊ的半径，δ为颗粒ｉ与ｊ之间的接触容差，θｉ 为
三角形单元的某个内角。在随机排列的颗粒体系中，为了构建稳定的连续介质单元系统，接触容差δ必
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须足够大以防止空隙的发生。
为提升颗粒接触对的检索效率，本文中采用了二维空间分割法（ｓｔａｔｉｃ　ｃｅｌｌ），计算复杂度为Ｏ（Ｎ）。

该方法将二维空间域按照颗粒的最大半径进行正交格子划分，并将每个颗粒按照其质心坐标映射到对
应的格子内（见图２）；接触寻找时循环所有颗粒，根据当前颗粒的质心坐标确定颗粒所在格子的位置
（图２中颗粒Ａ 的位置为ｘ＝３，ｙ＝３），在颗粒Ａ 周围的９个格子内（包含自身所在格子）寻找潜在接触
颗粒。
如潜在颗粒ｉ到颗粒Ａ 的距离小于设定容差（见图３），将颗粒ｉ增加至颗粒Ａ 的接触链表中。完

成颗粒Ａ 的邻居检索后，计算邻居颗粒到颗粒Ａ 的方位角，并将邻居颗粒按照方位角进行排序。排序
过程中，如果相邻２个邻居颗粒之间的方位角之差小于３０°，将距离颗粒Ａ 较远的那个接触颗粒从颗粒

Ａ 的接触链表中删除（防止产生低质量单元）。完成了颗粒Ａ 邻居颗粒的排序及局部删除后，重新循环
颗粒Ａ 的接触链表，判断颗粒Ａ，第ｉ个及ｉ＋１个邻居颗粒组成的三角形是否满足式（１）～（３）所示条
件，如果满足条件且该三角形单元不在颗粒Ａ 的单元链表中（新单元），创建三角形单元并增加至颗粒

Ａ 的单元链表中。

图２ 用于邻居搜索的二维空间盒

Ｆｉｇ．２　２Ｄｂｉｎ　ａｒｒａｙ　ｆｏｒ　ｎｅｉｇｈｂｏｕｒ　ｓｅａｒｃｈｉｎｇ

图３ 基于方位角的邻居排序

Ｆｉｇ．３Ｎｅｉｇｈｂｏｕｒ　ｓｅｑｕｅｎｃｅ　ａｃｃｏｒｄｉｎｇ　ｔｏ　ｐｏｓｉｔｉｏｎ　ａｎｇｌｅ

１．３　三角形单元的删除

　　经过一段时间的迭代计算后，单元将出现大变形，如果不进行任何修正继续计算，将出现由于单元
畸变导致的系统发散等问题。考虑到所有场量（如密度、速度、温度、应力、应变等）均位于颗粒上，且单
元畸变后某一个方向尺寸非常小（单元体积可忽略），将畸变后的单元删除不会引起系统总质量及总能
量的改变。因此，提出如下的三角形单元删除原则（满足以下３个条件的任何一个，该三角形单元即被
删除）：

（１）组成该三角形单元的３个颗粒不再彼此接触；
（２）该三角形单元的任何一个内角小于３０°或者大于１５０°；
（３）该三角形单元的任何一条边长小于３个颗粒平均半径的０．５倍。

１．４　单元内力及节点运动的计算

　　三角形单元创建完毕后，即可采用经典连续介质理论进行单元变形力的求解。为了模拟高速冲击
问题，引入流体弹塑性模型，并采用增量的计算方式，基本计算流程为：

（１）计算速度梯度：基于有限体积法（ＦＶＭ），将单元速度梯度
ｖｉ
ｘｊ
的计算转化为单元边界面上速度

的积分：

ｖｉ
ｘｊ

≈〈ｖｉｘｊ〉＝
１
Ｖ∑

３

ｋ＝１
ｖｉ－ｎｋｊΔＳｋ （４）
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式中：〈ｖｉｘｊ〉为单元的平均速度梯度，Ｖ 为单元的面积，ｖｉ
－ 为棱ｋ上的速度平均值，ｎｋｊ 为棱ｋ单位外

法线的第ｊ个分量，ΔＳｋ 为棱ｋ的长度。

（２）根据速度梯度计算当前时步的应变率ε·ｉｊ＝
１
２
ｖｉ
ｘｊ

＋
ｖｊ
ｘｉ（ ）。

（３）将应变率拆分成体应变率θ
·
及偏应变率ｅ·ｉｊ 。

（４）根据胡克定律由偏应变率计算偏应力率ｓ·ｉｊ＝２Ｇｅ·ｉｊ，其中Ｇ 为剪切模量。
（５）根据时步Δｔ计算当前时刻偏应力累积量ｓｉｊ＝ｓｏｌｄｉｊ ＋ｓ·ｉｊΔｔ，其中ｓｏｌｄｉｊ 为上一时步的偏应力张量。
（６）根据物态方程计算压力（体应力）ｐ，本文中采用 Ｍｉｅ－Ｇｒüｅｉｓｅｎ物态方程。
（７）根据塑性屈服准则计算修正后的偏应力ｓ′ｉｊ ，本文中采用Ｊｏｈｎｓｏｎ－Ｃｏｏｋ模型。
（８）计算数值阻尼应力：采用人工ｑ阻尼消除强间断带来的计算稳定性问题

ｑ＝ρ
ｌ（ｂ０ｌε·２ｋｋ －ｂ１ｃｖε·ｋｋ）　　　ε·ｋｋ ＜０
０ ε·ｋｋ ≥０
烅
烄
烆

（５）

式中：ｂ０、ｂ１为量纲一常数，ｌ为网格特征尺寸，ｃｖ为体积声速，且ｃｖ＝
Ｋ
ρ０槡（Ｋ 为体积模量，ρ０为初始密

度）。
（９）计算总应力σｉｊ＝ｓ′ｉｊ－ｐδｉｊ－ｑδｉｊ 。
（１０）根据弹性力学中斜截面公式，将应力转换为节点力

ｆＮ
ｉ ＝∑

２

ｋ＝１∫Ｓσｉｊｎ
ｋ
ｊｄＳ≈σｉｊ∑

２

ｋ＝１

（ｎｋｊΔＳｋ／２） （６）

式中：Ｎ 表示第Ｎ 个节点，ｋ为节点Ｎ 所在棱的序号（三角形中每个节点隶属于２个棱）。
（１１）计算颗粒所受合外力Ｆｉ ，根据牛顿第二运动定律计算颗粒的加速度、速度、位移：

ａｉ＝
Ｆｉ
ｍ
，　　　ｖｉ＝∑ａｉΔｔ，　　　ｄｉ＝∑ｖｉΔｔ （７）

　　（１２）回到步骤（１）进行下一时步速度梯度的求解。

２　流体弹塑性模型的引入

　　流体弹塑性模型是描述材料在爆炸冲击作用下动态响应的经典模型，该模型中体应力由物态方程
控制，偏应力由胡克定律控制并受塑性准则修正。本文中采用 Ｍｉｅ－Ｇｒüｅｉｓｅｎ物态方程表征材料的流体
特征，采用胡克定律表征材料的弹性特征，采用Ｊｏｈｎｓｏｎ－Ｃｏｏｋ模型表征材料的塑性特征。

２．１　Ｍｉｅ－Ｇｒüｅｉｓｅｎ物态方程的引入

　　以冲击 Ｈｕｇｏｎｉｏｔ态为参考态的Ｇｒüｅｉｓｅｎ物态方程可表述为：

ｐ＝
ρ０ｃ

２
０μ １＋ １－

γ０
２（ ）μ－ａ２μ２［ ］

［１－（１－λ）μ］
２ ＋（γ０＋ａμ）Ｅ　　　μ≥０

ρ０ｃ
２
０μ＋（γ０＋ａμ）Ｅ　　　　　　　　　　　　　 μ＜０

烅

烄

烆

（８）

式中：μ＝ρ／ρ０－１，ρ０为初始密度，ρ为当前密度（ρ＝（Ｖ０／Ｖ）ρ０），ｃ０、λ为高压下冲击波速度与粒子速度
拟合函数的系数（Ｄ＝ｃ０＋λｕ，Ｄ 冲击波速度，ｕ粒子速度），γ０、ａ为量纲一材料参数。
上述状态方程中还有一个变量Ｅ ，它是系统内能，可用下式求得，

Ｅ
·

＝σｉｊε·ｉｊ＝ｓｉｊε·ｉｊ－ｐε·ｋｋ

Ｅ＝∑Ｅ
·

Δｔ
烅
烄

烆

（９）

式中：Ｅ
·

为内能变化率。
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２．２　Ｊｏｈｎｓｏｎ－Ｃｏｏｋ模型的引入

　　Ｊｏｈｎｓｏｎ－Ｃｏｏｋ模型（ＪＣ模型）是Ｊｏｈｎｓｏｎ和Ｃｏｏｋ于１９８３年提出的用于高应变率和高温下材料大
变形的本构模型：

σｙ＝（Ａ＋Ｂεｎｐ）［１＋Ｃｌｎ（１＋ε·＊）］（１－Ｔ＊ｍ） （１０）
式中：Ａ （屈服应力）、Ｂ （应变硬化系数）、ｎ（应变硬化指数）、Ｃ （应变率相关系数）、ｍ （温度相关系
数）均为材料常数，由实验确定。εｐ 为等效塑性应变，ε·＊ ＝ε·／ε·０ 为量纲一等效塑性应变率（ε·０ 一般

取１．０ｓ－１），Ｔ＊ 为相对温度 Ｔ＊ ＝
Ｔ－Ｔｒｏｏｍ
Ｔｍｅｌｔ－Ｔｒｏｏｍ（ ），Ｔｒｏｏｍ 为室温，Ｔｍｅｌｔ为熔化温度。

当达到上述屈服应力后，需对６个偏应力分量进行修正。由于ＪＣ模型只定义了屈服条件，没有定
义流动法则，因此实际计算时，当应力超过上述屈服强度，让其等于此屈服强度。
对于当前温度Ｔ 的处理有２种方式：一种方式认为数值计算过程中当前温度Ｔ 保持不变，这种方

式在参数输入时设定初值即可。还有一种认为当前温度Ｔ 在数值计算过程中会因为塑性功而改变。
对于第２种方式，需根据塑性功与温度的等效关系进行当前温度Ｔ 的求解，每时步单位体积内的

塑性功增量可由下式得出，

Δｗｐ＝
１
２σｙ

（ｔ）＋σｙ（ｔ＋Δｔ）（ ）Δεｐ （１１）

每时步的温度增量可由下式得出，

ΔＴ＝
α
ρｃ
Δｗｐ （１２）

式中：ｃ为材料的比热，α为功热转化率。当前时步的温度值可表示为Ｔ＝Ｔｒｏｏｍ＋∑ΔＴ 。

３　高速冲击算例

３．１　弹性杆撞击

　　根据文献［９］，建立直径１ｍｍ、高２０ｍｍ的杆件，并用２　２１１个规则排布的颗粒进行离散，颗粒半
径为０．０５ｍｍ（见图４）。弹性杆密度７　８５０ｋｇ／ｍ３，弹性模量２０６ＧＰａ，泊松比０．３。弹性杆以５０ｍ／ｓ
的速度向基板撞击，观察杆件正中间测点轴向速度随时间的变化（见图５）。由图５可得，数值解与理论
解基本一致，由此表明了ＰＣＭＭ方法在求解弹性动力问题方面的准确性。

图４ 弹性杆撞击数值模型

Ｆｉｇ．４Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｅｌａｓｔｉｃ　ｂａｒ　ｉｍｐａｃｔｉｎｇ　ｒｉｇｉｄ　ｗａｌｌ

图５ 杆件中部测点轴向速度曲线

Ｆｉｇ．５Ａｘｉａｌ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ　ｃｕｒｖｅ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｍｉｄｄｌｅ　ｐｏｉｎｔ　ｏｆ　ｂａｒ

３．２　泰勒杆

　　根据文献［１６］，建立直径１０ｍｍ、高７０ｍｍ的ＯＦＨＣ铜杆，撞击速度１６５ｍ／ｓ。杆件采用１７　９０１
个规则排布的颗粒进行离散，颗粒半径为０．１ｍｍ，并采用流体弹塑性模型进行撞击分析。取Ａ
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＝８９．６３ＭＰａ，Ｂ＝４５ＭＰａ，ｎ＝０．３１，Ｃ＝０．０２５，ｍ＝１．０９；Ｍｉｅ－Ｇｒüｅｉｓｅｎ物态方程中取ρ＝８　９４０ｋｇ／

ｍ３，ｃ０＝３　９４０ｍ／ｓ，λ＝１．４９，γ＝２．０２，ａ＝１．５；胡克定律中剪切模量Ｇ 取６０．７４ＧＰａ。不同时刻杆
件的变形如图６所示，最终状态下杆件各位置的半径如图７所示。由图６～７可得，ＰＣＭＭ 计算获得的
杆件运动过程及最终形态与文献［１６］的实验结果基本吻合，表明了ＰＣＭＭ 方法在模拟高速冲击破坏
效应时的准确性及合理性。

图６ 不同时刻杆件的变形

Ｆｉｇ．６Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｔａｙｌｏｒ　ｂａｒ　ａｔ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｔｉｍｅｓ

图７ 最终状态下杆件各位置的半径

Ｆｉｇ．７Ｂａｒ　ｒａｄｉｕｓ　ａｔ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｐｏｓｉｔｉｏｎ　ｉｎ　ｆｉｎａｌ　ｓｔａｔｅ

３．３　碎片云

　　碎片云数值计算模型中，弹丸直径２ｍｍ，冲击速度５ｋｍ／ｓ，靶板厚１ｍｍ，靶板高１６ｍｍ。弹丸及
靶板采用８　４９１个随机排布的颗粒进行离散，颗粒半径０．０１５～０．０４０ｍｍ。弹丸及靶板的材料均为铝，

Ｊｏｈｎｓｏｎ－Ｃｏｏｋ模型中，取Ａ＝３２４ＭＰａ，Ｂ＝１１４ＭＰａ，ｎ＝０．４２，Ｃ＝０．０１６，ｍ＝１．３４，初始温度２９８Ｋ，
融化温度 ８７７ Ｋ，比热容 ８７５Ｊ／（Ｋ·ｋｇ），功 热 转 化 率 ０．９；Ｍｉｅ－Ｇｒüｅｉｓｅｎ 物 态 方 程 中 取ρ
＝２　７０３ｋｇ／ｍ３，ｃ０＝５　３５０ｍ／ｓ，λ＝１．３４，γ＝１．９７，ａ＝１．５；胡克定律中剪切模量Ｇ 取２６．７ＧＰａ。
弹丸撞击靶板后２．６８μｓ时刻碎片云的空间形态如图８所示，该结果与文献［１７－１９］给出的数值及实验
结果基本一致，表明了ＰＣＭＭ方法在模拟超高速碰撞问题中的准确性及合理性。

图８　２．６８μｓ时碎片云的形态

Ｆｉｇ．８Ｓｈａｐｅ　ｏｆ　ｄｅｂｒｉｓ　ｃｌｏｕｄｓ　ａｔ　２．６８μｓ

图９ 不同时刻子弹、靶板系统的水平速度云图

Ｆｉｇ．９ Ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ　ｃｏｎｔｏｕｒ　ｏｆ　ｂｕｌｌｅｔ　ｔａｒｇｅｔ

ｓｙｓｔｅｍ　ａｔ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｔｉｍｅｓ
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３．４　子弹入射靶板

　　子弹入射靶板模型中，子弹材料为钨，入射速度１　１４０ｍ／ｓ，长２．８４ｃｍ，直径８ｍｍ；靶板材料为铝，
板高２０ｃｍ，宽５ｃｍ。对子弹及靶板采用１１　４２８个随机排布的颗粒进行离散，颗粒半径０．３～０．７ｍｍ。
靶板及子弹均采用流体弹塑性模型，靶板的材料参数与３．３节碎片云算例的参数一致。子弹的材料参
数如下：Ｊｏｈｎｓｏｎ－Ｃｏｏｋ模型中，取Ａ＝１．２ＧＰａ，Ｂ＝１．０３ＧＰａ，ｎ＝０．０１９，Ｃ＝０．０３４，ｍ＝０．４，初始温度

２９８Ｋ，融化温度１　７２３Ｋ，比热容１３４Ｊ／（Ｋ·ｋｇ），功热转化率０．９；Ｍｉｅ－Ｇｒüｅｉｓｅｎ物态方程中取ρ
＝１９．２２ｇ／ｃｍ３，ｃ０＝４．０２ｋｍ／ｓ，λ＝１．２４，γ＝１．６７，ａ＝１．３；胡克定律中剪切模量Ｇ取１３４．８ＧＰａ。
子弹撞击靶板后１０、３２及６５μｓ时，子弹、靶板系统水平速度云图（按照颗粒组成的连续介质单元显示）
如图９所示。图９给出的子弹对靶板的侵彻作用与实际较为接近，证明了ＰＣＭＭ方法的合理性。

４　结　论

　　ＰＣＭＭ方法通过颗粒的接触关系实现了连续介质单元的快速创建及删除，解决了传统ＣＤＥＭ 方
法中因网格畸变导致的系统能量发散等问题。在ＰＣＭＭ 中引入流体弹塑性模型后，可精确计算高速
冲击下材料的动态响应及变形破坏特征。弹性杆撞击、泰勒杆、碎片云及子弹入射靶板等算例，从不同
的角度证明了ＰＣＭＭ方法计算高速冲击问题的精确性及合理性。
当然，ＰＣＭＭ方法也存在许多值得进一步探讨的地方，如颗粒质量的等效方式、单元删除与重建的

条件、单元重建中力学信息的继承与更新、颗粒接触的快速检索方法、三维ＰＣＭＭ的实现等。
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