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摘要 分析周边简支圆板在磁场中的非线性随机振动问题。根据板壳磁弹性基本理论及连续体的随机振动理论，
得到在磁场环境中简支圆板的非线性随机振动方程;利用 FPK方程法解出了圆板随机振动位移和速度响应的多个数字
特征，并讨论参数变化对各数字特征的影响。
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Abstract The problem of nonlinear random vibration of a current carrying circular plate in a magnetic field is studied．

Based on the magneto-elasticity kinetic equation of thin plates and shells and the random vibration theory of continuum system，
the nonlinear random vibration equation of current carrying circular plate in magnetic field is derived． The numerical characters of
the random vibration of the circular plate are calculated by FPK method． The influences with the variation of parameters to the
numeric characters are discussed．
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引言

薄板作为结构元件在实际工程中有着广泛的应

用。由于薄板具有较大的柔性，在外界激励作用下容
易发生振动，而严格来说一切振动都是随机的，许多动

力学系统从本质上讲也都是非线性系统。所以研究薄
板的非线性随机振动问题有着重要的理论意义及实际

应用价值。一直以来，国内外众多的力学学者都在致
力于非线性振动问题的研究，也取得了许多的成果。
如:文献［1］研究了四边简支 FGM 矩形板非线性振动
中的内共振问题。文献［2］研究了功能梯度板的非线

性动力分析。文献［3］研究了功能梯度材料剪切板热
屈曲后的非线性振动问题。文献［4］研究了随机力作
用下功能梯度矩形板的非线性振动问题。对于磁场中
的非线性问题也有一些结果，如: 文献［5］研究了有限
导电性板条在磁场中的非线性振动问题，并给出了理

想导体板在倾斜磁场中非线性振动的数学模型。文献
［6］研究了磁场中铁磁梁式板的非线性力学行为。文
献［7］研究了磁场环境中传导薄板的非线性磁弹性振
动问题，给出了磁场中薄板的磁弹性耦合振动方程。
而关于非线性随机振动的研究结果并不多［8-12］，尤其

是磁场环境下的非线性随机振动研究尚少见到相关文
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献。
本文针对周边简支圆板，根据薄板的磁弹性运动

方程和连续体的随机振动理论，推出了在电磁场环境

中圆板的非线性随机振动方程，对其振动形式进行了

数值计算;并用 FPK 方程法［13］解出了圆板随机振动
位移和速度响应的多个数字特征，研究了外磁场和圆

板厚度的变化对各统计量的影响，得到了一些相关规

律。

图 1 磁场中简支圆板
Fig． 1 A circular plate simply supported in magnetic field

1 圆薄板在磁场中的非线性随机振动

如图 1 所示，在柱坐标系 ( r，θ，z) 下，一半径为
Ｒ，厚度为 h的简支圆形薄板，处在横向磁场 B = ( 0，
0，Bz ) 中，J' 为环向电流。根据板的弯曲振动理论和
磁弹性运动方程理论［14］，可以给出电磁场中圆板的非

线性横向振动方程
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式中，D = Eh3

12 1 － μ( )2 为板的弯曲刚度，ρ为圆板的材

料密度，w为垂直圆板中面的 z方向挠度响应，E为弹
性模量，σ为材料的电导率，μ为材料的泊松比，P( t)
是外加横向随机载荷。φ 为引进的应力函数，算子
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将式( 1) 、式( 2 ) 无量纲化，令 J' = rJ，定义相关
变量为

x = r
Ｒ，珔w = w

h，F = φ
E ( 3)

将式( 3) 代入式( 1) 、式( 2) 可得
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简支圆板的边界条件为
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设简支圆板横向变形的位移函数为［15］

珔w = A( t) ［C0H0 + C1H2 ( x) + H4 ( x) ］ ( 7)
其中，H0 = 1，H2 ( x) = 4x2 － 2，H4 ( x) = 16x4 －
48x2 +12。A( t) 是圆形薄板的振幅，是时间的函数。
位移函数满足圆板的边界条件。
将式( 7) 代入式( 6) 中的第一式可得

C0 = 44 + 12μ
1 + μ
，C1 = 4μ － 12

1 + μ
将式( 7) 代入式( 5) 可得应力函数 F通解，再将通

解带入式( 6) 中第二式，可得 F的特解
F = a3x
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6 + a1x

4 ( 8)
其 中， a1 = － ( c1
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将式( 7) 代入式( 4) ，利用伽辽金原理积分可得系
统的动态方程为

β'0
2A( t)
t2

+β'1
A( t)
t

+ β'2A( t) +

β'3A ( t)
3 = β'4P( t) ( 9)
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由式( 10) 可看出，周边简支圆薄板的大变形运动方程
为非线性随机振动方程。

2 简支圆板振动响应的数字特征

以白噪声激励为例，在白噪声激励下的非线性随

机振动方程( 10 ) 可以转化成如下伊藤型状态微分方
程［16］
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则相应的稳态 FPK方程为
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ps 为状态变量 Y( t) 的概率密度。
利用分离变量法，设 ps1 ( y1，y2 ) = ps1 ( y1 ) ·

ps2 ( y2 ) ，可求得
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由式( 3) 、式( 7) 、式( 13) 可知，周边简支圆板的速
度响应

w
t

= A
·
( t) ［C0H0 + C1H2 ( x) + H4 ( x) ］h

是 均 值 为 零、 方 差 为 σw
t

2 =
β4

2πS0

β1
{ ［C0H0 + C1H2 ( x) + H4 ( x) ］h}
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由式( 3) 、式( 7) 、式( 12) 可知，周边简支圆板的位

移响应

w = A( t) ［C0H0 + C1H2 ( x) + H4 ( x) ］h
不是正态的平稳过程。若忽略方程 ( 10 ) 中的非

线性项，则其位移响应是平稳正态过程，且均值为零、
方差为
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若不忽略方程( 10) 中的非线性项，式( 12) 可改写
成如下形式
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位移响应的方差为
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3 数值模拟

本文以中碳钢圆板为例，圆板半径 Ｒ = 0. 25 m，
厚度 h = 2 × 10 －3 m，h = 2． 5 × 10 －3 m，泊松比 μ = 0．
25，质量密度 ρ = 7． 8 × 103kg /m3，弹性模量 E =
210 GPa，圆频率 珚ω = 314. 16 s －1 。电磁场的特征参
数:电导率 σ = 6. 3 × 106 ( Ω·m) －1，J = 100 ( A /m2 ) 。
P( t) 为服从正态分布的平稳白噪声激励，其功率谱密
度为 S0 ( S0 为一常数，取 10 dBm /Hz ) 。
3. 1 位移响应和速度响应的概率密度
将以上各参数分别代入式( 3) 、式( 7) 、式( 15) 、式

( 13) ，取 x = 0. 5，得 w = 47． 4hA( t) ，可以得到圆板
半径中点的位移响应、速度响应在不同情况下的概率
密度，如图 2、图 3 所示。

图 2 位移响应在不同情况下的概率密度图
Fig． 2 The probability density of displacement response

in different magnetic field

由图 2 可看出位移响应的概率密度具有对称性;
在同一板厚下，随着磁场的增大位移概率密度越来越

集中，且在相同位移下的概率分布值也随之增大，这说

明磁场对圆板随机振动的位移起到阻碍作用; 板厚对

圆板的随机振动位移影响较大，在磁场不变的情况下，

随着板厚的增加，发生较大位移的概率减小。通过磁
场和板厚的变化，可以较好地控制随机振动产生振动

位移的概率。
由图 3 可知速度的概率密度服从正态分布，随着

磁场的增大，图形的峰值越大，且概率密度越来越集

中。这说明随着磁场的增大，速度的最大响应发生的

图 3 速度响应在不同情况下的概率密度图
Fig． 3 The probability density of velocity response

in different magnetic field

概率越来越小;当磁场不变时，随着板厚的增加，速度

的最大响应发生的概率也越来越小。
3. 2 位移响应和速度响应的方差
将以上各参数分别代入式( 16 ) 和 σ2

w
t
的等式中，

取 x = 0． 5，可以得到圆板半径中点的位移响应、速度
响应在不同情况下的方差，如图 4、图 5。
由图 4 中可看出: 位移方差随激励强度的增大而

迅速增加;位移方差在相同的激励强度下随磁场的增

加而迅速减小，当磁场强度达到一定数值时，位移方差

近似趋于零;位移方差随板厚的增大而迅速减小。
由图 5 中可看出: 速度方差虽然也是随激励强度

的增大而增大，但增大的速度没有位移方差增大的快;

速度方差随磁场的增大而迅速减小，且当磁场强度达

到一定数值时，速度方差也是以横轴为渐近线;速度方

差随板厚的增加而减小。

4 结论

本文针对周边简支圆薄板，利用 FPK 方程法研究
了电磁场环境中圆板的非线性随机振动问题，解出了

圆板随机振动位移和速度响应的多个数字特征，研究

了外磁场和圆板厚度的变化对各统计量的影响，主要

结论如下:

1) 根据磁弹性基本理论和连续体的随机振动理
论，导出了在电磁场环境中简支圆板的非线性随机振

动方程;利用伽辽金法对板的非线性随机振动方程化

简进行求解，得到振动的概率密度、方差的解析表达
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图 4 位移响应在不同情况下的方差图
Fig． 4 The variance diagram of displacement response

in different magnetic field

图 5 速度响应在不同情况下的方差
Fig． 5 The variance diagram of velocity response

in different magnetic field

式;

2) 通过数值模拟，得到了圆板的随机振动位移和
速度的概率密度、方差分布，并对振动位移和速度的概

率密度、方差随不同参数的变化进行了分析讨论，得到
了相应规律。
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