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考虑饱和黏土初始各向异性的 

循环边界面塑性模型 
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摘  要：天然土体的初始各向异性通常可对其后继循环特性产生显著影响。现有考虑循环载荷作用的土体弹塑性模型，往往

采用类似修正剑桥模型的椭圆形屈服面，已有研究表明，该椭圆形屈服面因其拉伸弹性区域偏大，针对天然 K0 固结状态的

土体，其计算精度较差。基于新近提出的广义各向同性硬化准则，在边界面方程中引入初始各向异性张量，并采用空间滑动

面破坏准则（SMP）的变换应力法，建立了能考虑饱和黏土初始各向异性的循环边界面塑性模型。分别针对等压和偏压固结

的饱和黏土静、动三轴试验进行模拟，结果表明，该模型能合理反映土体的初始各向异性及其后继循环动力特性。 
关  键  词：边界面塑性模型；初始各向异性；变换应力法；循环载荷；饱和黏土 
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A cyclic bounding surface plasticity model for saturated  
clay with initial anisotropy 
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Abstract: The initial anisotropy of natural soft clay tends to have a significant influence on its subsequent cyclic behaviors. The 
current elastoplastic constitutive models for cyclic behaviors of saturated clay always adopt an elliptic yield surface similar to the one 
in the modified Cam-clay model. However, studies have demonstrated that these kinds of models which adopt an elliptic yield surface 
are not suitable for predicting the characteristics of K0-consolidated soils under the extension state, due to its over-predicted elastic 
region. In this paper, within the framework of the generalized isotropic hardening rule, by introducing the initial anisotropic tensor to 
the formation of the bounding surface and combining with the transformed stress tensors which are based on the spatially mobilized 
plane (SMP) yield criterion, a new bounding surface plasticity model for saturated clay with initial anisotropy is proposed. The 
predicted results by the model for the monotonic and cyclic triaxial tests on both isotropically and anisotropically consolidated clays 
demonstrate that the bounding surface model can reasonably describe the initial anisotropy and the subsequent cyclic behaviors of 
saturated clay. 
Key words: bounding surface plasticity model; initial anisotropy; transformed stress method; cyclic loading; saturated clay 
 

1  引  言 

复杂海洋环境下，嵌入式海洋工程结构（如重

力式海洋平台基础、桩锚、吸力锚和桩靴等）及其

周围的海洋土体将会受到由风、浪、流产生的循环

载荷作用。因而，海洋土的循环动力特性将决定了

嵌入式海洋工程结构的循环承载性能。Anderson 等[1]

指出，循环载荷下重力式海洋平台基础的破坏模式

受到土体初始各向异性的影响，而循环拉伸破坏是

基底破坏面上土单元的典型破坏模式。Byrne 等[2－3]

认为，吸力锚的循环承载性能则由土体在循环载荷

下产生的拉伸变形决定。另外，针对土单元的试   
验[4－6]则表明饱和黏土的初始固结各向异性对循环

载荷下土体的刚度和强度等特性的演变有巨大的影

响。然而，现有考虑土体在循环载荷作用下动力特

性的弹塑性模型[7－10]，往往采用类似剑桥模型的椭

圆形屈服面，该类模型对于 K0 固结各向异性的土

体，当偏应力 q 自 K0状态增加时，计算结果比较准
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确；而对于偏应力 q 自 K0状态减小的土体单元，则

因弹性区域偏大，其计算结果精度较差，不能合理

地反映处于拉伸状态的土体特性[11－15]。 
为此，针对土体单调加载特性，Sekiguchi 等[16]

提出了考虑土体初始各向异性的关口-太田模型，但

该模型屈服面上存在奇异点。Matsuoka 等[11]、孙德

安等[12－13]、韩国城等[14]、王乃东等[15]、邹博等[17]

采用空间准滑面（SMP）准则代替剑桥模型的广义

Mises 准则，通过变换应力法对剑桥模型进行了修

正，但上述模型却无法反映循环载荷作用下的土体

动力特性。针对超固结土，Yao 等[18]提出了可以考

虑循环动力特性的三维统一硬化模型。胡存等[10, 19]

建立了适用于饱和黏土循环动力特性的新型单面模

型，该模型提出的广义各向同性硬化准则较为简单，

但因采用了类似剑桥模型的椭圆边界面，不能反映

土体初始各向异性的影响。 
鉴于上述问题，本文基于广义各向同性硬化准

则框架，通过引入初始各向异性张量实现边界面在

应力空间的初始旋转，并结合变换应力法，建立了

能考虑饱和黏土初始各向异性的循环加载边界面模

型。 

2  基于 SMP 准则的变换应力张量 

研究表明[17－18, 20－21]，SMP 准则比广义 Mises
准则更适合描述土体的破坏。然而，后者在应力空

间中表现为规则的圆锥曲面，在本构模型的推导和

应用时具有简单性，因此，众多基于临界状态理论

的弹塑性模型常采用该准则。为了使得 SMP 准则

在考虑应力罗德角（包括三轴拉伸状态）对土体破

坏影响的同时，又具备广义 Mises 准则形式上的简

单性，Matsuoka 等[11]通过数学变换，把原应力空间

ij 中的 SMP 准则（不规则曲面）转换为变换应力

空间 ij 中规则的广义 Mises 准则（圆锥曲面），提

出了基于 SMP 准则的变换应力法，推导了变换应

力张量 ij 与原真实应力张量 ij 间的关系为 

ij
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式中： 1I 、 2I 、 3I 分别为第 1、2、3 应力不变量，

p 、q分别为原应力空间中的球应力和偏应力； ij

为 Kronecker 符号。且变换应力空间 ij 中的球应力

p 、偏应力 q与原应力空间中的形式相同： 
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 （3） 

该变换应力张量可用于以 p 和 q 为应力参数的边界

面塑性模型。 

3  考虑初始各向异性的边界面模型 

本文模型的建立基于以下 3 个基本假设： 
（1）边界面表征土体的固结程度，应力的任何

改变都将产生塑性变形。边界面可在应力空间中运

动、膨胀和收缩[10]。 
（2）边界面的尺寸由塑性体积变形 p

v 和损伤变

量共同决定[19]。 
（3）分离土体初始固结各向异性和后继应力诱

发各向异性在本构模型中的描述：前者由边界面的

初始旋转给予考虑，但随着加载的继续，边界面在

应力空间不再发生旋转；后者由边界面的运动硬化

予以描述。 
下文中，上标“~”表示与变换应力空间的变量；

“-”表示与边界面有关的变量。 
3.1  边界面方程 

类似修正剑桥模型的椭圆屈服面被广泛用作边

界面方程[22－24]，见下式： 

 22 2
c c
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式中： cp 和 分别决定边界面和其旋转角度的大

小，由土体初始固结状态决定（见 3.2 节），且当 =0
时，式（4）则退化为修正剑桥模型的椭圆屈服面；

( , )p q 为对应于当前应力点 ( , )p q 的像应力点，由

映射准则确定（见 3.2 节）；M 是临界状态线 CSL
的斜率（压缩和拉伸区分别为 cM 、 eM ）： 
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以变换应力张量 ij 代替原应力张量 ij ，得到

变换应力空间中的边界面形式为 
2
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式中： ( , )p q  为变换应力空间中当前应力点 ( ,  )p q 



第 10 期                 胡  存等：考虑饱和黏土初始各向异性的循环边界面塑性模型                     2809   

对应的像应力点。 
对于常规三轴应力条件，变换应力空间中的

( ,  )p q  与原应力空间中 ( ,  )p q 的关系为( p p )： 
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将式（7）代入式（6）即可得到真实应力空间中边

界面的解析表达式。 
为了简单、直观地理解边界面形状在变换应力

空间和原真实应力空间中的区别，此处结合图 1 并

基于二维 p-q 空间予以演示。可以看出，采用变换

应力法前后：（1）边界面形式一致，在变换应力空

间中边界面为一倾斜椭圆；（2）当偏应力 q 自 K0

状态增加时，变换前、后边界面区域不变（对比图

1(a)、(b)中点 A 或点 C）；而对于偏应力 q 自 K0状

态减小时，真实应力空间内边界面区域降低（对比

图 1(a)、(b)中点 B）。可见，该方法考虑了应力罗德

角的影响，提高了模型对 K0固结后三轴拉伸状态下

土体响应的真实描述能力。 
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(b) 原真实应力空间 

图 1  边界面示意图 
Fig.1  Bounding surface 

 
3.2  硬化准则 

由前可知，变换应力法使得本构模型在变换应

力空间中可以简单的形式（椭圆）进行演化，该部

分的讨论针对变换应力空间。由模型的假设（1）知，

在土体固结后的加载过程中，边界面将在应力空间

中运动，则运动的边界面可表示为 
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式中： ( ) ( )
p q( ,  )m m   为第 m 次加载事件边界面 mF 的

准中心坐标（见图 2）；m 为单一加载事件（应力路

径不改变方向）编号。 
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图 2  边界面在  p q 应力空间的演化形式 

Fig.2  Evolution of the bounding surface in the  p q space 
 

模型采用胡存等[10, 19]提出的广义各向同性硬

化准则。该准则实际上是黏弹性理论中 Masing 思想

在边界面塑性理论中的推广。Masing 准则认为，当

把应力反向点看作新的初始加载原点时，卸载曲线

可以通过二倍放大初始加载的应力-应变曲线获得；

基于该思想，广义各向同性硬化准则认为，当把应

力反向点作为新的初始加载原点时，卸载事件可类

似于初始加载事件，从而在弹塑性理论中，可以各

向同性硬化准则予以描述，即边界面以应力反向点

作为同源中心等向膨胀或收缩。此外，值得一提的

是，应力反向点在连续的加、卸载过程中将会发生

变化，从而边界面在应力空间中等向硬化的同时，

可实现运动硬化。 
需要说明的是，根据本文的假设（3），为了考

虑土体由初始固结产生的各向异性，引入初始各向

异性张量实现边界面在应力空间中的初始旋转（以

标量 度量），但在后继加载过程中不再发生旋转。

因此，如图 2 所示，本文的边界面在应力空间中涉

及 3 种演化形式：（1）等向硬化；（2）运动硬化；

（3）旋转硬化。 
等向硬化规定了边界面的尺寸，即由塑性体积

变形 p
v 和损伤变量共同决定[19, 23]，如下式所示： 
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式中： 0e 和 p
v 分别为土体初始固结后的孔隙比和塑

性体积应变；和 分别为土体在 e-lnp 空间中的压 
缩与膨胀指数。 p p

A q qd d    为累积塑性偏应变； 

长度 0  为模型参数，在循环加载过程中， 随

着 A 增大而增大，土体结构损伤累积。 
运动硬化决定了边界面在应力空间中的位置，

需考虑下列两种情况： 
（1）应力路径改变方向，即由第 m 次加载到第m +1
次单一加载事件，有： 

     1m m
ij ij ij ij                  （10） 

（2）应力路径不改变方向，即在第 m +1 次的单一

加载事件中，载荷步由第 i 增量步到第 i+1 增量步，

有： 
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式中：  1m
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1
i

ij m 
 分别为第 m+1 次加载

事件的第 0、i 和 i+1 次增量步对应的边界面中心；

 
( )

c 1
i
mp  、  

( 1)
c 1

i
mp 
 分别为第 m+1 次加载事件的第 i 和

i+1 次增量步对应的边界面尺寸；  1m
ij  为第 m+1

次加载事件的硬化中心。 
表征边界面旋转角度的标量 采用 Ling 等[24]

建议的公式确定： 

0 03
2 ij ij               （12） 

式中： 0
ij 为初始各向异性张量，采用 Liang 等[25]、

Ling 等[24]建议的公式，由初始偏应力张量 0
ijs 和初始

平均固结应力 0p 确定： 
0

0

0

ij
ij p
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s
               （13） 

0 0
0=ij ij ijp s            （14） 

式中： 0 0
0 33 11/K   ，故对于 K0固结土体，初始各

向异性张量 0
ij 和标量 可由下式确定： 
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                                       （15） 
对于等压固结土体，则有 0 1.0K  ， 0  ，如前所

述，此时边界面退化为修正剑桥模型的椭圆屈服面。 
3.3  映射准则 

本文模型采用 Dafalias[22]提出的径向映射准

则，并规定对于第 m+1 次单一加载事件，映射中心

为相应边界面的硬化中心（即第 m 个应力反向点）。

故变换应力空间中边界面上的像应力点 ij 是映射

中心  1m
ij  连向当前应力点 ij 时与边界面的交点。

三者满足： 

 ij ij ij ijb                 （16） 

式中：比例因子b满足 1b≥ ，为变换应力空间中映

射中心分别到当前应力点和像应力点距离的比值，

可通过将式（16）代入式（8）求得。 
3.4  弹塑性应力-应变增量关系 

该部分与常规边界面塑性模型推导一致，在此

仅给出主要公式，详细过程不再加以赘述，可见文

献[10, 19]。 
边界面塑性理论中，弹、塑性应变增量满足下

式： 

   

e e
v q

p p
v p q q

m m
p q

( ) ( )
p q p q

p p

d dd ,  d
3

d ,  d

,  

1 1d d = d d  m m

p q
B G
L n L n

F Fn n
p q

L n p n q n p n q
K K

 

 

  


  


     

   


 （17） 

故应力与应变增量本构关系为 

 

 

2

p p qv

p p

2

qp q
q

p p

d 1 d

1
d d3

n n n p
K B K

nn n
qK K G





                            

   （18） 

其不排水加载应力路径和孔压可由下式求解： 

q p
2

p p

p

d
d ( )

1d d  
3

Bn np
q K B n

u q B L n

 
  


  

        （19） 

式中：G 为剪切模量，  01B e p   为弹性体积 
模量；L 为加载指数； 是 Macauley 运算符号，

当 0L ≤ 时 0L  ，当 0L  时， L L ； pn 和 qn  

分别为真实应力空间中边界面 mF 的外法线矢量（因

模型采用相关联流动法则，故又称为势函数梯度）

沿 p 和 q 方向的分量； pK 和 pK 分别为真实应力空

间中像应力点和当前应力点对应的塑性模量。 
可以看出，式（17）～（19）的求解需首先获得

真实应力空间中 pn 、 qn 、 pK 。原应力空间和变换

应力空间中边界面的梯度矢量满足以下关系： 
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p p

q q

[ ]
n n

A
n n
         
      




          （20） 

p q
p p

A
p q
q q

  
   
  
   

 

 
            （21） 

式中： [ ]A 为变换矩阵，当 0q  时， [ ]A   
2

2

2

2

31
(3 )

90
(3 )

q
p q

p
p q

 
  
 
 

  

；当 0q≥ 时，  1 0
0 1

A
 

  
 

； pn 和 qn  

分别为变换应力空间中势函数 mF 梯度沿 p 和 q方
向的分量。 
3.5  塑性模量 

对真实应力空间中的边界面方程使用连续性条

件 d 0mF  得到： 

p
vp

v

d d d d 0m m m mF F F Fp q
p q

 


   
   

      （22） 

需要说明的是，因边界面方程中标量 cp 关系式在变

换应力前后并不改变，故 mF 的显式表达式不必求出

（具体形式较为复杂），结合式（9）可得边界面像

应力点对应的塑性模量 pK ： 

A
q

p c p 0
p

e
1

n
K p n p

n






 
  
  

     （23） 

采用文献[10]提出的插值函数确定当前应力点对应

的塑性模量 pK ，即： 

  p
p p v,  ,  ,  1K K H p q b        （24） 

其中，比例因子b 满足 1b≥ ，为真实应力空间中映

射中心分别到当前应力点和像应力点距离的比值；

形状硬化函数  p
v,  ,  ,  H p q   由下式确定： 

 
m p

p
v u m p

r m p

,  ,  ,  

K K

H p q K K

K K

  



 
 




初始加载

卸载

再加载

   

                                       （25） 
2

u c

r e

1 /
M F
M p





   

      
      （26） 

式中： mK 为映射中心处的塑性模量； 、 r 、 为

模型参数。 

3.6  模型参数的确定 
本文模型在数值计算中，共需要 8 个参数，可

分为两类：一类为常规临界状态参数，即、 、M
（或 ）、G（或 ）；另一类是为模拟饱和黏土

循环动力特性引入的塑性硬化模量插值函数参数，

即  、 r 、 、 。前者与剑桥模型参数一致，故

在此不加赘述。后者的确定方法可详见文献[23]，
在此仅简单予以介绍。 

参数  可由土体单调加载试验确定，建议取值

范围在 1.0～2.0 之间，对于应力-应变呈双曲线型的

土体，如超固结土，可采用接近 1.0 的值；当对于

应力-应变关系一般介于指数和双曲线之间的饱和

软黏土， 偏向 2 取值。 
参数 r 、 、 出现在塑性模量形状硬化函数

H 中，决定应力-应变滞回曲线的形状。故该 3 个参

数的确定需进行至少一次加载、卸载、再加载循环

事件。可与动剪切模量和阻尼比关联得到，详见文

献[23]。 
3.7  变换应力法在边界面塑性本构模型中的应用 

与变换应力法在传统弹塑性模型中的应用不 
同[15, 17]，当其用于边界面塑性本构模型时，需处理

两次变换应力空间和原真实应力空间之间的应力变

换。 
第 1 次应力变换发生在初始计算时，需由给定

的真实应力点 ij 按照式（1）或式（7）换算为变换

应力空间中的应力张量 ij ，进而由式（16）确定像

点； 
第 2 次应力变换发生在按照式（17）～（19）求

解应变（或应力）增量时，因此时涉及到真实应力

空间中的势函数梯度 ijn 。因此，需先按式（20）、（21）
由变换应力空间中的 ijn 和变换矩阵[ ]A 求得 ijn 。 

需注意在第 2 次应力变换时，边界面塑性模型

加载指数 L 的计算与传统弹塑性模型的不同，见式

（17）～（19），其需先求得塑性模量 pK ，而 pK 的

插值函数是基于真实应力空间中建立的。因此， pK
的计算需要在真实应力空间中完成，即需将变换应

力张量 ij 按式（1）变换为真实应力张量 ij ，进而

由式（24）求得 pK 。 

4  模型预测与试验结果的比较 

4.1  K0固结饱和高岭土静三轴弹塑性模拟 
三轴压缩和拉伸是饱和黏土典型应力路径，因

此本部分将针对 K0 固结各向异性的高岭黏土三轴

试验数据[26]进行预测。试样首先分别在平均围压

0 357 kPap  （ 0 1.0K  ）和 0 204 kPap  （ 0K   
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0.67 ）下固结，然后进行不排水三轴压缩或拉伸试

验加载直至试样破坏。土体参数见表 1。 
由式（12）～（15）可知，对于 0 1.0K  和 0K   

0.67 试样，本文模型中其初始各向异性标量分别为

0  和 0.43  。图 3 所示为各向同性固结试样

（ 0 1.0K  ）的三轴压缩和拉伸响应，可以看出，

模型计算结果与试验数据吻合较好。图 4 所示为各

向异性固结试样（ 0 0.67K  ）的三轴压缩响应，可

以看出，总体上模型计算的应力路径、应力-应变曲

线和试验结果较为一致，而计算的孔压稍高于试验

所测。 
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图 3  初始各向异性标量 =0 时模拟结果和 
试验数据[26]对比 

Fig.3  Comparisons between the simulated and test  
results for initial anisotropy  =0 
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图 4  初始各向异性标量 =0.43 时模拟结果和 
试验数据[26]对比 

Fig.4  Comparisons between the simulated and test  
results for initial anisotropy  =0.43 

 
本文通过引入初始各向异性张量 ，结合 SMP

准则变换应力法对类似剑桥模型的椭圆形屈服面进

行了改进，建立了考虑初始各向异性的边界面塑性

模型。为了直观地对比改进前、后模型对饱和黏土

特性尤其是拉伸特性的描述能力，该部分针对

Stipho 等[26]对各向异性固结土体（ 0 0.67K  ）的三

轴拉伸试验进行模拟。图 5 所示即为改进前、后边

界面塑性模型计算得到的应力路径、应力-应变曲线

和孔压应变曲线与试验数据的对比。 
4.2  Itsukaichi 海洋黏土不排水动三轴模拟 

为了进一步评估本文模型对初始各向异性固结

饱和黏土循环动力特性的描述能力，该部分采用

Hyodo等[4]针对日本 Itsukaichi高塑性海洋黏土开展

的循环动三轴试验进行模拟。试样在平均围压 p0 = 
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200 kPa 下固结，初始各向异性应力状态为：

0 0.75K  ， 0.5  ，施加偏应力幅值为 99 kPa 的正

弦载荷直至试样破坏。模型所需参数见表 1。 
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(c) 孔压应变曲线对比图 

图 5  考虑初始各向异性前后模型预测结果和 
试验数据[26]对比 

Fig.5  Comparisons between the simulations with and 
without the initial anisotropy and the test results 
 

表 1 模型计算所需参数 
Table 1  The parameters needed in the model simulation  

土名 
泊松比 孔隙比 临界状态参数 塑性硬化模量参数 

 e0   Me Mc   r   
高岭土 0.2 0.94 0.050 0.140 0.780 1.05 2    
日本海 
洋黏土 

0.3 1.66 0.057 0.349 1.456 1.56 2 4 11 2.63 

 
图 6、7 所示为初始各向异性固结海洋黏土的循

环动力响应。由图 6 可以看出，随着加载的继续，

有效应力逐渐降低，试验测得和模型计算出的应力

路径均逐渐趋于临界状态线 CSL，土体在第 11 周左

右发生破坏，两者吻合较好。由图 7 可以看出，无

论是试验还是模型模拟结果，循环载荷下海洋黏土

应力-应变滞回圈逐渐向应变轴倾斜，土体循环刚度

退化，且土体破坏模式一致，均因单向累积塑性应

变过大而破坏。验证了本模型对土体初始各向异性

及其后继循环动力特性的描述能力。 
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图 6  初始各向异性固结海洋黏土的实测[4]和模拟应力路径 
Fig.6  The tested and simulated stress paths for 

anisotropically consolidated marine clay 
 

 

-1 0 1 2 3 4 5 6 7
-100

-50

0

50

100

150

200

q/
kP

a 

 1 /%  
(a) 试验数据 

 

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 
-100

-50

0

50

100

150

200

q/
kP

a 

 1 /%  
(b) 模型模拟 

图 7  初始各向异性固结海洋黏土的实测[4]和 
模拟应力-应变曲线 

Fig.7  The tested and simulated stress-strain relations for 
anisotropically consolidated marine clay 
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5  结  论 

（1）通过分离土体初始各向异性和后继各向异

性在本构模型中的描述，即土体初始各向异性由边

界面的初始旋转模拟，而后继应力诱发各向异性由

广义各向同性硬化准则中的运动硬化部分确定，实

现了旋转硬化和运动硬化准则的结合。 
（2）针对初始各向异性固结饱和黏土的静、动

三轴试验数据（均包括拉伸应力条件）进行预测，

结果表明，本文建立的边界面塑性模型能合理描述

饱和黏土的初始固结各向异性及其后继循环动力特

性。 
（3）实现了基于 SMP 准则的变换应力法在边界

面塑性模型中的应用，并探讨了其用于边界面塑性

模型和传统弹塑性模型的不同点，提高了变换应力

法在边界面塑性模型中的应用前景。 
（4）变换应力法是实现土体弹塑性模型三维化

的实用方法，为了能更好地反映饱和黏土在复杂应

力路径下的动力特性，以期运用该模型分析嵌入式

海洋工程结构与海洋土体的耦合动力响应，进一步

工作还需推广该模型至三维应力状态。 
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