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基于 EMT 采用 FEM 研究含裂纹介质中弹性波
传播机制

刘宁1，李敏* 1，陈伟民2

( 1． 北京航空航天大学 航空科学与工程学院，北京 100191; 2． 中国科学院 力学研究所，北京 100190)

摘 要: 了解和掌握弹性波在含有裂纹介质中的传播规律是开发利用页岩气等非常

规油气资源中的关键科学问题． 本文基于数值模拟的优点，采用商用有限元软件 Nastran 模拟

弹性波在含裂纹介质中的激发及传播方式，分析了弹性波在该介质中裂纹微结构( 密度和纵

横比) 对弹性波传播动力学特性的依赖程度． 结果表明: 有限元方法( FEM) 可以用于该问题的

研究; Hudson 等效介质理论( EMT) 不适用泊松比近 0． 5 的材料; 裂纹密度、纵横比的增大会减

小纵波( P 波) 波速值，以及衰减位移时域响应的首波振幅，且裂纹密度对于该材料的各向异性

的影响要远大于纵横比的作用．
关 键 词: 有限元方法( FEM) ; Hudson 理论; 频率; 裂纹数密度; 横纵比
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随着国民经济的不断增长，我国对能源需求量

和进口量日益增大，安全有效地开发国内能源资源

是目前亟待解决的问题． 在国民经济和社会发展

“十二五”规划中也曾明确提出了要“推进页岩气

等非常规油气资源开发利用”． 充分了解页岩层结

构、动力学特性等，将有助于该类能源的勘探和开

采． 在理论研究中，通常将该地质结构简化为含有

微结构的等效弹性体［1］． 早在 1950 年，Mackenz-
ie［2］就采用自相关方法研究了含微小球状缺陷固

体的弹性参数． 随后，Eshelby［3］和 Bristow［4］分别研

究了椭球缺陷及微小裂纹对于弹性参数的影响．
1965 年，Walsh［5］最先将该问题引入到岩土力学领

域． 1980 年，Hudson［6］提出了较为完善的含有裂缝

的岩石理论模型，建立了等效弹性参数与裂缝密

度、夹杂液层厚度之间的表达式，并随后讨论了这

些参数对于纵波( P 波) 波速的影响［7-8］． 时至今日，

该模型仍广泛地用于研究含微裂纹孔隙介质［9］．
与此同时，科学技术的进步使得更多的研究

手段用于探索该问题． 其中，有限元方法 ( Finite
Element Method，FEM) 具有适用于工程中较为复

杂的地质形态、易于边界处理的特点; 能够给出弹

性波的基本运动学、动力学信息［9］，有助于深入

地研究模型的内在力学特性及其在岩石中的传播

机制． FEM 的 基 本 思 想 最 早 可 以 追 溯 到 1943
年［10］． 1960 年，Clough 第一次提出了“有限元法”
的概念． 随后，FEM 开始用于动力学分析． 1978
年，Aoki 等［11］就采用 FEM 分析了含有单裂纹结

构的动力学问题． 1986 年，Taylor 等［12］采用 FEM
研究了含微裂纹脆性岩石的断裂行为． 1998 年，

Ma 等［13］采用显式有限元分析程序 Autodyn 模拟

了爆炸载荷激发下岩石中的冲击波传播问题．
2001 年，Garboczi 和 Berryman［14］ 采用 FEM 讨论
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了含有夹杂材料的等效弹性参数． 2006 年，Grech-
ka 及 Kachanov［15］采用三维 FEM 分析了含小间距

交叉排布的裂纹对于各向同性岩石的等效弹性参

数的影响． 2013 年，Gaede 等［16］采用三维 FEM 计

算了各向异性弹性岩石基体中，任意方向的孔洞

缺陷周围的应力集中问题．
目前，关于岩石的 FEM 多侧重于静力问题的

研究． 然而在实际工程测量中，主要采用地震勘探

技术，该方法是利用人工激发地震波，通过拾取测

点地震波记录来推断地质形态． 因而，有必要采用

动力学 FEM 建立有效岩石模型． 本文根据Hudson
理论，将岩石简化为含有定向周期均匀分布裂纹

的线弹性体，采用 FEM 构建三维模型，商用 FE 软

件 Nastran 求解弹性动力学方程，可得到各结点的

位移、速度、加速度，以及各单元的应力随时间分

布，进而得到弹性波在岩石中完整的传播过程; 与

Hudson 理论解的对比验证了 FEM 模型的有效性，

并定量地讨论了 Hudson 理论的适用范围; 基于本

文的 FEM 模型，分析了弹性波在裂纹介质中的频

散效应，裂纹微结构对弹性波传播动力学特性的影

响; 通过研究含裂纹介质中等效弹性常数的变化规

律，讨论了传播介质特性的反演问题．

1 基本方程

1． 1 Hudson 裂纹介质理论

Hudson 在 20 世纪 80 年代就对含有裂纹结

构的弹性模型做了很好的研究总结［9］． 在该理论

中，Hudson 将岩石假设为含有平行定向均匀分布

的圆币形裂纹; 微结构的尺寸远小于入射波长，即

可以使得弹性波在裂纹附近发生衍射绕过缺陷、
裂纹位置; 裂纹在弹性体中占有很小的比率．

基于文献［9］模型，Hudson 应用平均位移场

理论，提出了裂纹介质的等效弹性模型［6］:

σij = Cijklεkl Cijkl = C0
ijkl + C1

ijkl + C2
ijkl + o( ε)

( 1)

式中: σij 和 εkl 分别为应力、应变张量分量; Cijkl 为

弹性模量，对于三维问题，i，j，k，l = 1，2，3; ε 为裂

纹密度; o( ε) 为高阶扰动小量． 忽略高阶小量，二

阶近似为

C = C0 + C1 + C2 ( 2)

式中: C 为四阶张量; C0 为无裂纹介质的弹性模

量; C1 为每个裂纹分别独立作用产生的修正项;

C2 为由两裂纹间耦合作用产生的修正项． 这里假

设介质中所有裂纹法向相同，沿 x3 轴方向分布，

单位矢量为［0 0 1］T，裂纹模型如图 1 所示．

a—裂纹的平均半径; 2c—裂纹厚度;

x1、x2 和 x3—空间内 3 个正主轴．

图 1 Hudson 裂纹模型

Fig． 1 Hudson’s crack model

基体为各向同性线弹性材料，裂纹均匀分布，

其等效弹性模量为

C0
ijkl = λδijδkl + μ( δikδ jl + δilδ jk )

C1
ipjq = － εC0

k3ipC
0
l3jqUkl ( 0) /μ

C2
ipjq = － C1

vrjqC
1
iqlmχ lmpr /

{
μ

( 3)

式中:

χ lmpr =
δlpδmr ( 4 + τ2 ) － δlmδpr ( 1 － τ2 )

15
τ2 = μ / ( λ + 2μ) = ( vS / vP ) 2

vP = ( λ + 2μ) /槡 ρ

vS = μ /槡 ρ

μ = E / ( 2 + 2ν)

λ = νE /［( 1 + ν) ( 1 － 2ν

















) ］

( 4)

其中: ρ 为岩石密度; vP 和 vS 分别为纵波、横波波

速; λ 和 μ 为 Lame 常数; ν 为泊松比; E 为弹性

模量．
对于法向为 x3 轴的干裂纹，则有:

U11 = U22 = 16( λ + 2μ) /［3( 3λ + 4μ) ］

U33 = 4( λ + 2μ) / ( 3λ + 3μ)

Ukl = 0 k≠
{

l

( 5)

采用 Voigt 拉直公式［17］，将 C 转化为二阶张量，即

CIJ = Cijkl ( 6)

式中:

ij( kl) 11 22 33 23，32 13，31 12，21
I( J) 1 2 3 4 5 6

( 7)

则广义 Hooke 定律［17］可以写为

σ1

σ2

σ3

σ4

σ5

σ





















6

=

C11 C12 C13 C14 C15 C16

C12 C22 C23 C24 C25 C26

C13 C23 C33 C34 C35 C36

C14 C24 C34 C44 C45 C46

C15 C25 C35 C45 C55 C56

C16 C26 C36 C46 C56 C
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ε1

ε2

ε3

ε4

ε5

ε





















6

( 8)
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将式( 3) 代入式( 8) 中，可以看出由于共向均

匀排列裂纹的存在，岩石通常不再是各向同性材

料，在地震勘探中一般用 Thomsen 参数描述材料

的各向异性［18］:

α = ( C11 － C33 ) 2 / ( 2C33 )

γ = ( C66 － C44 ) 2 / ( 2C44 )

δ =
( C13 + C14 ) 2 － ( C33 － C44 ) 2

2C33 ( C33 － C44










)

( 9)

其大小反映各向异性程度． 将弹性模量代入，

得到一阶修正结果为

α1 =
8ε( － 1 + 2ν)

16ε( 1 － ν) 2 + 6ν － 3

γ1 =
－ 8ε( ν － 1)

16εν － 16ε － 3ν + 6

δ1 =
16( 2ν － 1) ε( ν2 － ν + 1)
h1·ε － 6ν2 + 15ν － 6

h1 = 32ν
4 － 96ν3 + 160ν2 － 144ν +
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( 10)

同理可得到二阶修正弹性模量的 Thomsen 参数．
1． 2 FEM 动力学方程

波在介 质 中 传 播 是 动 力 学 研 究 的 重 要 领

域，主要研究短暂作用于介质边界或内部的载

荷所引起的位移、速度变化在介质中向周围传

播、散射规律，在建筑结构抗震设计、人工地震

勘探、无损探伤等领域中都有广泛应用． 运动方

程［19］为

Mä t + ca·t + Kat =Qt ( 11)

这里采用中心差分方法，有

ä0 =M
－1 ( Q0 － ca·0 － Ka0 )

a －Δt = a0 － Δta·0 + Δt
2

2 ä0

ä t =
1
Δt2

( at －Δt － 2at + at +Δt )

a·t =
1
2Δt

( at +Δt － at －Δt













 )

( 12)

式中: M、c 和 K 分别为质量、阻尼和刚度矩阵;

Qt、at、a·t 和 ä t 分别为 t 时刻结点载荷、位移、速

度和加速度向量; a0、a·0、ä0 和 a － Δt分别为初始位

移、速度、加速度向量和 t = － Δt 时刻位移向量;

at － Δt和 at + Δt分别为 t = t － Δt 和 t = t + Δt 时刻位

移向量． 中心差分为条件稳定算法，时间步长 Δt
需要满足一定的条件，选择最小单元的最小边长，

记为 L，近似估计［19］:

Δt≤ Δtcr Δtcr ≈
L
vP

( 13)

式中: Δtcr为临界时间步长．

2 数值结果与讨论

2． 1 Hudson 理论波速

岩石基体选择为各向同性线弹性材料，其泊

松比 ν 的范围为

－ 1 ＜ ν ＜ 0． 5 ( 14)

在式( 14) 范围内，由式( 9) 可知，对于一阶和二阶

修正弹性模量张量都只有 ε = 0 时，才能表征为各

向同性材料．
对于正交异性材料，其弹性模量在实验室中

通常采用测量波在介质中的 P 波、S 波波速计算

得到:

C33 = ρv
2
P ( 0)

C11 = ρv
2
P ( π /2)

C55 = ρv
2
SH ( π /2)

C66 = ρv
2
SV ( π /2)

C13 [= 1
4 4ρv2P ( π /4) － C11 － C33 － 2C( )

44
2 －

1
4 ( C11 － C33 ) ]2

1
2
－ C

















44

( 15)

式中: vSV为横波波速竖直分量; vSH 为横波波速水

平分量．
定义两个无量纲数 ζ 和 η，分别用来表征含

裂纹的 C11 与无裂纹 C0
11 和 C33 与无裂纹 C0

33 的差

异，表达形式为

ζ =
v2P ( π /2)

v2P

η =
v2P ( 0)

v2










P

( 16)

图 2 和图 3 分别为 Hudson 裂纹介质一阶等

效弹性模量( ζ1 与 η1 ) 和二阶修正等效弹性模量

与无裂纹基体的比值( ζ2 与 η2 ) 关于 ε 与 ν 的变

化曲面，曲线为投影面的等值线． 从图 2 和图 3 中

可以看出，ν 的影响要大于裂纹密度 ε 的作用，且

相对于 C11来说，C33的变化趋势更为显著; 在图 2
中随着 ε 变化，比值出现负值，这显然是与实际情

况相违背的，而图 3 会出现比值显著大于 1 的情

形，波速远大于无裂纹基体，即裂纹密度的增大反

而使得岩石刚度远大于无裂纹情形，这一点也是

与真实情况不符的． 综上，Hudson 裂纹介质理论

不仅建立在低裂纹密度的基础上，实际上，对无裂

纹基体 ν 也有一定要求，只有基体 ν 在某一范围

内时，该理论才成立，尤其当 ν 接近 0． 5 时，Hud-
son 理论显然不再适用．
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图 2 ζ、η 关于 ε 与 ν 的一阶修正

Fig． 2 First-order correction of ζ，η with respect to ε and ν

图 3 ζ、η 关于 ε 与 ν 的二阶修正

Fig． 3 Second-order correction of ζ，η with respect to
ε and ν

2． 2 算例分析

本文计算模型材料为岩石，无裂纹岩石近似

为各向同性线弹性材料，弹性参数［9］及相应的理

论波速分别为

E = 33． 56 GPa
ν = 0． 33
vP = 4 399． 70 m /s

vS = 2 200．










02 m /s

( 17)

有效 研 究 区 域 尺 寸 选 为 100 m × 100 m ×
100 m，时间步长 Δt 选为 50 μs，为满足式( 13) ，最

小网格尺寸 L 应大于 0． 22 m．
2． 2． 1 频率影响

弹性模量的测量分为静力法和动力学方法．
用( 准) 静力加载法得到静弹性模量; 根据弹性波

在岩石中的传播速度测得的则是动弹性模量，其

值与入射频率有关． 虽然理想弹性问题与频率无

关，然而模型的大小会限制拾取结果的准确程度，

因而在激励选择方面有必要考虑频率的影响．
图 4 为不同频率下得到的 vP 相对于理论值

( 见式( 17) ) 的误差． 从图 4 中可以看出，该模型

尺寸下，当 f≥200Hz 时，vP 不再随频率增大，此时

得到的弹 性 模 量 略 大 于 其 静 弹 性 参 数，且 f =
100 Hz 时的值更接近理论结果．

图 4 误差值随频率变化

Fig． 4 Variation of error with respect to frequency

基于 Hudson 等效介质理论，计算模型裂纹周

期排布，近似均匀分布，入射波需满足长波假设，

即入射波长 λ in满足:

a λ in

c λ in

λ in =
vP
fn

＞









 44 m

( 18)

式中: fn 为模型固有频率． 裂纹尺寸平均半径 a 可

以选为 2 m，当材料整体尺寸远大于材料小尺寸

特征参数时，可不计小尺寸效应影响［20］，模型可

等比缩放．
2． 2． 2 裂纹密度影响

三维 FEM 模型中，裂纹周期近似均匀分布且

9861
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裂纹法向为 x3 方向，x1x2 平面内，波速 vP ( π /2 )

在各方向近似相同． 在 x1Ox2 平面内，在侧边中点

处沿 x1 方向激励产生弹性波，中线处每隔相等距

离设置测点，进而得到平均波速值． 图 5 为采用

FEM 得到的 vP ( π /2) 与一阶、二阶 Hudson 理论值

的比对结果． 在图 5 中，当裂纹密度 ε≤0． 117 时，

3 种方法得到的结果相近，速度误差不大于 5% ;

当 ε ＞ 0． 117 时，Hudson 二阶修正结果呈上升趋

势，与经验结果不符; 在该周期均匀裂纹模型条件

下，采用 FEM 得到的结果与 Hudson 一阶修正结

果更相近; 而之前，曾新吾等［9］采用边界元方法

( Boundary Element Method，BEM) 得出了 vP ( 0) 的

值与 Hudson 理论的二阶近似结果吻合更好的结

论，裂纹密度 ε ＞ 0． 19 时，Hudson 裂纹介质理论

与 BEM 分析结果不再吻合． 当数值模拟结果与

Hudson 理论公式不再相符时，是否还能将岩石视

为等效弹性体，是值得讨论的．

图 5 vP ( π /2) 随裂纹密度 ε 变化

Fig． 5 Variation of vP ( π /2) with respect to ε

图 6 为 ε = 0． 125 时，x1Ox2 平面内的，在不同

时刻，各单元结点沿 x1 方向位移 ux1的色谱图． 从

该图中可以清楚地看到 P 波的传播过程，波前近

似为半球状，说明在各方向的 vP ( π /2) 近似相同，

即弹性模量 C11和 C22相同，在该裂纹密度条件下，

周期拓扑结构仍可近似为均匀排布，且等效介质

理论仍可成立．

图 6 ε = 0． 125，在 5，10，20 和 40 ms 时刻的 ux1

Fig． 6 ux1 of ε = 0． 125 at t = 5，10，20，and 40 ms

图 7 为 ε =0． 3 时，ux1的色谱图，从 t =20ms 时

刻的图谱可以看到，波前不再呈现出半球状，说明

该周期拓扑、裂纹密度下的计算模型，不再适用等

效介质理论． 对于该拓扑结构下 ε ＞0． 3 的 FEM 模

型，由于孔隙过多，弹性波在传播的过程中，在基体

内不断地散射，造成能量的损耗，在距离激励点不

远处就没有观测数据产生，即没有位移产生．

图 7 ε = 0． 3，在 5，10，20，40 ms 时刻 ux1

Fig． 7 ux1 of ε = 0． 3 at t = 5，10，20，40 ms

2． 2． 3 纵横比影响

在 FEM 研究中，于 x1Ox3 平面内，在侧边中

点处沿 x3 方向激励产生弹性波，采用相同方法布

置测点． 模型裂纹密度 ε = 0． 04，裂纹平均半径
a = 2 m． 图 8 为 κ = 0． 5 时，ux3 的色谱图，其中: 图

8( a) 和图 8( b) 分别为 κ = 0． 510，κ = 0． 5 在 x1Ox3
平面内的，不同时刻下，各结点沿 x3 方向位移 ux3

的色谱图． 由于波长远大于微结构尺度，且裂纹比

例较小，波前仍呈现出半球状，说明在该模型条件

下，各方向的 vP 值仍相同，即 C11≈C33，与图 6 和

图 7 对比，说明裂纹密度 ε 对于该材料的各向异

性的影响要远大于纵横比 κ 的作用．

图 8 κ = 0． 5，在 5，10，20 和 40 ms 时刻的 ux3

Fig． 8 ux3 of κ = 0． 5 at t = 5，10，20，and 40 ms

图 9 为采用 FEM 得到的结果与 Hudson 理论

值的对比图像． 图中，κ = c /a 为横纵比，κ = 0 表示

无裂纹情形; 当 κ ＞0． 001 时，与裂纹法向平行方向
波速 vP( 0) 急剧下降，0． 001 ＜ κ≤0． 062 5 时，采用
FEM 得到的值在 Hudson 一阶和二阶近似理论值

之间，在 κ = 0． 062 5 时，vP ( 0 ) 略有回升，不排除
FEM 网格划分的影响; 当 κ≥0． 125 时，采用 FEM
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得到的结果不再满足 Hudson 理论，但误差不超过

2%，在合理范围内． Hudson 理论中，干裂纹密度与

裂纹厚度 c 无关，而采用 FEM 也存在横纵比 κ 不

同，但波速相同的情况，即 0． 59≤κ≤0． 55，0． 125≤
κ≤0． 9时，在该条件下如何根据勘测数据推断岩石

微结构特征是值得进一步分析的问题，这将有助于

在石油、地质勘探等领域的实际应用．
图 10 为当 0． 55≤κ≤1 及 0． 55≤κ≤1 时，ux3

时域响应． 图 10( a) 和图 10( b) 分别为 0≤κ≤0． 55，

图 9 ε = 0． 04 时的 vP ( 0) 随 κ 变化

Fig． 9 Variation of vP ( 0) at ε = 0． 04 with respect to κ

图 10 当( 0． 5) 5≤κ≤1 及( 0． 5) 5≤κ≤1 时，ux3时域响应

Fig． 10 Time domain response of ux3 when

0≤κ≤( 0． 5) 5 and ( 0． 5) 5≤κ≤1

0． 55≤κ≤1 时距激励 74 m 处的结点 x3 方向位移

随时间变化曲线． 图 10 中，出现裂纹使得弹性模

量减小，刚度降低，这也就解释了无裂纹的时域响

应波峰小于有裂纹的情形; 当 0． 510≤κ≤0． 58 时，

随着 κ 的增大，曲线的首波峰振幅呈下降趋势; 当

0． 58≤κ≤0． 57 时，振幅略有回升，这可能是动应

力集中作用减弱的结果; 0． 57≤κ≤1 时，随着 κ
的增大，ux3呈单调下降趋势．

3 结 论

1) 采用 FEM 可以用于研究弹性波在含裂纹

介质中的传播问题; Hudson 理论适用于低裂纹密

度，泊松比不接近 0． 5 的常规弹性材料．
2) 在给定模型条件下，激励入射频率对于弹

性模量的测量有一定影响，本文模型的适用频率

为 100 Hz．
3) 对于 C11 ( C22 ) ，裂纹密度 ε≤0． 117 时，

FEM 与 Hudson 一阶和二阶的理论值误差不大于

5% ; 0． 117 ＜ ε≤0． 125，Hudson 含裂纹理论不再

适用，但该模型仍然可视为等效介质，有必要探索

适用范围更广的等效理论; ε ＞ 0． 3 时，该周期拓

扑条件下，等效理论或许不再适用．
4) 裂纹密度 ε 对于该材料的各向异性的影

响要远大于纵横比 κ 的作用．
5) ε = 0． 04 时，通过时域响应即可判定弹性

体是否具有裂纹; 随纵横比增大，测得 C33 值有所

下降，位移时域响应的首波振幅基本呈现减小

趋势．
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Wave propagation in cracked elastic media based on EMT using FEM
LIU Ning1，LI Min* 1，CHEN Weimin2

( 1． School of Aeronautic Science and Engineering，Beijing University of Aeronautics and Astronautics，Beijing 100191，China;

2． Institute of Mechanics，Chinese Academy of Sciences，Beijing 100190，China)

Abstract: Understanding mechanism of wave propagation in elastic media with cracks is the key scientific
issue in exploration and extraction of shale and other unconventional oil and gas resources． Based on the
advantages of the numerical simulation，the excitation and propagation of elastic wave in the cracked media
were simulated by Nastran，a commercial solver for finite element analysis． Then the dependence of dynamic
characteristics of propagation in that kind of media was further analyzed based on the microstructure ( crack
density，aspect ratio) ． Some conclusions were obtained as follows． Finite element method ( FEM) would be
effectively used to study the issue． Hudson’s effective medium theory ( EMT) could not be applied into mate-
rials with Poisson’s ratio of nearly 0． 5． Increasing crack density and aspect ratio would reduce the primary
wave ( P wave) velocity，with decaying the displacement amplitude of the P wave in time-domain． Crack den-
sity of the medium exposes greater effect on the anisotropy than the aspect ratio．

Key words: finite element method ( FEM) ; Hudson’s theory; frequency; crack number density; aspect
ratio
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