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研究论文

基于单元破裂的岩石裂纹扩展模拟方法
1)

王 杰 ∗ 李世海 ∗,2) 张青波 ∗,†

∗ (中国科学院力学研究所,北京 100190) † (铁道第三勘察设计院集团有限公司,天津 300142)

摘要 传统离散元方法在处理破裂问题时,采用界面上的准则进行判断,裂纹只能沿着单元边界扩展.当物理问

题存在宏观或微观裂隙时,在界面上应用准则具有其合理性;而裂纹沿着单元边界扩展,使得裂纹路径受网格影

响较大,扩展方向受到限制.针对上述情况,可以基于单元破裂的方式,构建连续 -非连续单元法,并应用于岩石

裂纹扩展问题的模拟.该方法在连续计算时,将单元离散为具有物理意义的弹簧系统,在局部坐标系下由弹簧特

征长度、面积求解单元变形和应力,通过更新局部坐标系和弹簧特征量,可进一步计算块体大位移、大转动,连

续问题计算结果与有限元一致,同时提高了计算效率.在此基础上,引入最大拉应力与莫尔--库伦的复合准则,判

断单元破裂状态和破裂方向,并采用局部块体切割的方式,在单元内形成初始裂纹.裂纹两侧相应增加新的计算

节点,同时引入内聚力模型描述裂纹两侧的法向、切向作用与张开度及滑移变形之间的关系.按此方式,裂纹尖

端处的扩展路径可穿过单元内部和单元边界,在扩展方向的选取上更为准确.最后,通过三点弯曲梁、单切口平

板拉伸、双切口试样等典型数值试验,模拟裂纹在拉伸、压剪等各种应力状态下的扩展问题,并对岩石单轴压缩

试验的破坏过程进行模拟,分析裂纹形成与应力 --应变曲线各阶段之间的对应关系.结果表明: 连续 --非连续单

元法通过单元内部破裂的方式,可以显示模拟裂纹萌生、扩展、贯通直至形成宏观裂缝的过程.

关键词 连续--非连续,单元破裂,裂纹扩展,岩石破坏

中图分类号: TU452 文献标识码: A doi: 10.6052/0459-1879-14-239

引 言

作为一种天然的准脆性非均匀材料, 岩石内部

存在大量的微观和宏观裂隙, 其破坏实际是一个损

伤演化、裂纹形成与扩展、断裂贯通直至发生运动

的过程. 岩石内部众多裂纹端部的应力集中是引起

岩石开裂,进而发生解体破坏的原因.在开裂的过程

中,由于所受外部荷载的复杂性,裂纹可能沿着任意

的路径发生扩展和演化, 裂缝两侧的材料则由初始

的连续状态向非连续状态转变. 研究岩石中裂纹扩

展与贯通机理, 对于研究岩石破坏过程具有重要的

意义, 同时也是解决并控制重大工程地质灾害的基

础.

对于岩石裂纹扩展过程的研究,实际上经历了弹

塑性力学到损伤断裂力学、连续介质到离散介质、

宏观模型到微细观模型的发展过程. 随着计算技术

水平的发展, 采用数值方法模拟岩石在复杂荷载作

用下的力学行为, 是研究岩石开裂等复杂力学机制

的一个有效手段.目前,模拟岩石裂纹扩展过程的数

值方法主要分为连续介质力学方法、离散介质力学

方法以及连续--离散耦合方法 3大类 [1] .对于连续介

质力学方法和离散介质力学方法, 学者们根据这些

方法的各自优势提出一些适用模型, 用于模拟不同

岩石性状下的开裂问题 [2-4]. 然而,如要对岩石由裂

纹形成到解体破坏的过程进行仿真分析, 建立连续

与离散介质的统一模型则是关键, 同时也是近年来

国内外研究的重点.

连续 --离散耦合分析方法的研究主要分为两大

方向: (1) 裂纹扩展问题的模拟, 重点在于描述连续

介质中裂纹萌生的理论模型以及裂缝两侧位移非连

续的方式; (2)连续--非连续问题的求解,目的是将连
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续变形分析和破坏运动分析结合在统一的数值算法

中. 从耦合的方式来看,包括有限元 --非连续变形分

析耦合、有限元 --离散元耦合、有限差分 --离散元耦

合等. 数值流形方法 [5-8] 是将连续和非连续问题求

解建立在统一的理论框架下, 应用流形覆盖技术将

计算区域划分为数学网格和物理网格,通过切割数学

网格实现物理网格的分离,进而模拟裂纹的形成和扩

展过程. 文献 [9-10]将有限元和离散元进行耦合,在

有限元中引入了损伤断裂理论, 当材料破裂后利用

离散元的方法在块体边界间进行接触计算.文献 [11]

则在有限元网格中嵌入裂缝实现连续向非连续的转

化,并用于脆性材料冲击作用下的力学行为研究.李

世海等 [12] 构建弹簧元模型, 并嵌入 CDEM[13-14]计

算程序,模拟岩石破裂以及混凝土冲击破坏过程.常

晓林等 [15-16]在变形体离散元基础上,引入损伤、断

裂的黏聚力模型, 通过界面单元起裂、扩展和失效,

实现岩体开裂.侯艳丽 [17]等在变形体离散元中引入

了弥散式裂缝模型和分离式裂缝模型, 分析了岩石

等脆性材料的破坏过程.

本文基于变形体离散元的框架, 通过单元破裂

方式,建立连续 --非连续单元法. 该方法在连续计算

时,将单元离散为具有物理意义的弹簧系统,在局部

坐标系下求解变形和应力, 连续问题计算结果与有

限元一致, 在继承有限元优势的同时提高了计算效

率.在此基础上,引入最大拉应力与莫尔 --库伦复合

准则,确定单元破坏状态和破裂方向,进而采用局部

块体切割的方式实现单元内部和边界上的开裂, 显

示模拟裂纹的形成和扩展过程.最后,通过数值试验

模拟裂纹在拉伸、压剪等不同应力状态下的扩展问

题,同时对岩石单轴压缩破坏过程进行模拟,验证连

续 -非连续单元法的合理性.

1 连续单元模型构建

作为一种有效的非连续介质力学数值分析方法,

离散元广泛应用于岩体开裂、破坏过程的模拟分析.

现有研究成果中, 离散元在处理开裂问题时有以下

特点: (1)在界面单元或界面弹簧上应用准则判断破

裂; (2)裂纹只能沿着单元边界扩展.实际上,若物理

问题存在宏观或微观裂隙 (如节理、微裂纹等),用界

面弹簧计算破裂则非常合理,为一种有效的破裂处理

方法.但若不存在裂隙,初始状态即为均匀的连续介

质, 界面弹簧的引入将使分析的问题并非完全连续,

进而也不是真正意义上的连续 --离散耦合.此外,裂

纹仅沿单元边界进行扩展,使得裂纹路径受限.针对

这两个问题,本文的连续--非连续单元法将尝试给出

一种改进方式.

对于连续状态下单元变形和应力计算, 本文采

用弹簧元法 (spring element method, SEM)[12,18-19], 其

思想是将单元离散为弹簧系统, 在局部坐标系下由

弹簧特征量求解.弹簧系统由基本弹簧、泊松弹簧和

纯剪弹簧组成.基本弹簧包括 1个法向和 2个切向弹

簧,泊松弹簧和纯剪弹簧为非常规意义弹簧,分别用

于表述法向弹簧间相互作用、切向弹簧间相互作用.

针对拟三维情况下的连续问题计算,可构建如图 1所

示的三棱柱单元,记 1至 6为单元节点,点 7, 8和 9

分别为棱 14, 25和 36中点,点 M和 N分别为面 123

和面 456的形心. 弹簧系统的构建步骤如下: 在点 7

和 8间建立法向弹簧 Sxx和切向弹簧 Sxy及 Sxz; 过

点 9做边 78的垂线 9P,在垂线上建立法向弹簧 Syy

和切向弹簧 Syz及 Syx;在点 M和 N间建立法向弹簧

Szz和切向弹簧 Szx及 Szy; 在三组基本弹簧间,分别

建立与两法向弹簧相关的泊松弹簧 Spxy, Spyz和 Spxz

以及与两剪切弹簧相关的纯剪弹簧 Ssxy, Ssyz和 Ssxz.

在上述弹簧系统下,建立局部坐标系如图 1所示,下

文推导中单元的各个参量均是在局部坐标系下讨论.
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图 1 三棱柱单元的离散弹簧系统

Fig. 1 Spring system of triangular prism element

对于弹簧系统中的空间点 7, 8, 9,M 和 N,其位

移增量可通过单元节点位移增量计算获得

u7i =
u1i + u4i

2
, u8i =

u2i + u5i

2
, u9i =

u3i + u6i

2

uMi =
u1i + u2i + u3i

3
, uNi =

u4i + u5i + u6i

3


(1)
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式中, i = x, y, z; u ji ( j = 1,2, · · · ,6, i = x, y, z)为三棱

柱单元各节点在局部坐标系下的位移增量.

弹簧系统中的法向和切向弹簧的变形增量可以

通过单元节点位移增量计算获得

∆uxi = u8i − u7i

∆uyi = u9i −mu7i − nu8i

∆uzi = uMi − uNi


(2)

式中, m和 n为 P点在边 78上的线性插值系数,其计

算式为

m = |8P|/|78|, n = |7P|/|78| (3)

对于拟三维情形下的三棱柱单元, 平面上的应力应

变为其核心,可先讨论空间点 7, 8和 9构成的三角形

中, Sxx, Sxy和 Syy、Syx等 4个弹簧的变形与连续单

元应变之间的内在联系.设 7, 8和 9点在 xy面内的

位移列阵为

ae = [u7x u7y u8x u8y u9x u9y] (4)

若三角形内的位移模式选取为一次多项式, 则

其位移函数可表示为

u = [N7 N8 N9]ae = Nae (5)

式中, Ni = (ai + bi + ci)/2A; A为三角形面积; ai , bi , ci

(i = 7,8,9)为常数,取决于点 7, 8和 9的坐标,可表示

为

a7 = x8y9 − x9y8, b7 = y8 − y9, c7 = −x8 + x9

a8 = x9y7 − x7y9, b8 = y9 − y7, c8 = −x9 + x7

a9 = x7y8 − x8y7, b9 = y7 − y8, c9 = −x7 + x8


(6)

设三角形边 78长为 a,垂线 9P长为 b,则 7, 8

和 9点在 xy面内的坐标可表示为 7(0, 0), 8 (a, 0), 9

(na,b),则有

a1 = ab, b1 = −b, c1 = −a + na

a2 = 0, b2 = b, c2 = −na

a3 = 0, b3 = 0, c3 = a


(7)

根据弹性理论的几何方程, 三角形的应变可表

示为

ε = Lu = LNae = [B7 B8 B9]ae (8)

其中

Bi =
1

2A



bi 0

0 ci

ci bi


(i = 7, 8, 9) (9)

联立式 (2)，式 (7)∼(9)可得

∆εxx =
∆uxx

a
, ∆εyy =

∆uyy

b
, γxy =

∆uxy

a
+

∆uyx

b
(10)

对上式进行分析可知,三角形区域的应变即等于 7, 8

和 9点间的弹簧变形除以弹簧特征长度.同理,三棱

柱单元厚度方向的应变同样可按该方式获得. 因此,

整个弹簧系统中各弹簧的应变增量可表示为

∆εxi =
∆uxi

a
, ∆εyi =

∆uyi

b
, ∆εzi =

∆uzi

c
(11)

式中, i = x, y, z; c为边 MN的长度.

由线弹性应力--应变关系,可以求得弹簧系统的

应力增量为

∆σi j = λ∆εvδi j + 2µ∆εi j (12)

式中, ∆εv为体应变增量; λ, µ分别为拉梅常数和剪切

模量; δi j 为克罗内克 (Kronecker)符号.应力增量 ∆σi j

叠加到上一步的总量形成新的应力全量 σi j .

在局部坐标系下, 弹簧系统应力应变即可表征

单元的应力应变. 通过弹簧应力乘以特征面积可求

得弹簧系统中法向和切向弹簧力

Fxi =
bc
2
σxi , Fyi =

ac
2
σyi, Fzi =

ab
2
σzi (13)

式中, i = x, y, z;bc/2,ac/2,ab/2分别为 3个基本弹簧

的特征面积.

块体单元的节点力由弹簧力插值求得

F i
1 = −Fxi

2
− mFyi

2
− Fzi

3

F i
2 =

Fxi

2
− nFyi

2
− Fzi

3

F i
3 =

Fyi

2
− Fzi

3

F i
4 = −Fxi

2
− mFyi

2
+

Fzi

3

F i
5 =

Fxi

2
− nFyi

2
+

Fzi

3

F i
6 =

Fyi

2
+

Fzi

3



(14)

式中, i = x, y, z; F i
j ( j = 1,2, · · · ,6)为单元节点力.

上述内容包含了弹簧元方法的推导过程, 实际

计算步骤则非常简便,可概括为:
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(1)每个迭代步由单元节点位移增量,求得弹簧

变形增量 ∆ui j (i, j = x, y,z);

(2)由弹簧变形增量 ∆ui j 及弹簧特征长度求得单

元应变增量 ∆εi j 和应力增量 ∆σi j ;

(3)由应力全量 σi j 及弹簧特征面积求得弹簧力

Fi j (i, j = x, y,z),通过坐标变换, 插值求得单元节点

力;

(4) 根据节点动力平衡方程, 求得新的节点位

移、速度,如此迭代求解直至收敛.

连续问题计算时, 采用罚函数方法在块体单元

之间建立数学弹簧作为连接, 以满足单元间的变形

协调条件. 将上述方法的计算结果与有限元进行对

比,验证其连续计算的正确性. 如图 2所示的三点弯

曲梁,长度 l = 0.6 m,高度 b = 0.15 m,厚度 t = 0.01 m.

数值模拟的材料参数为:弹性模量 E = 36.5 GPa,泊

松比 ν = 0.1.模型底部的两端端点 y向约束,中心点

(l/2, b/2)处 x向约束,前后面法向约束,顶部中心节

点处施加 y向荷载 −4.8 kN.

图 3所示为两种方法计算的 y向位移的云图对

比,数值上完全相同.因云图无法精确显示,可进一

l 
b 

x 

y 

图 2 三点弯曲梁模型

Fig. 2 Numerical model of three-point beam

图 3 有限元 (a)和弹簧元 (b)计算的 y向位移云图 (单位: m)

Fig. 3 Displacement-contour of three-point beam in y-direction by (a)

FEM and (b) SEM (unit: m)

步在模型中选取节点数据进行对比. 在模型底部等

间距选取节点,获取节点 y向和 x向位移值,两种方

法的计算结果对比如图 4, 其中横轴为节点的 x 坐

标.另在模型底部等间距选取单元,单元 x向应力值

的计算结果对比如图 5,横轴为单元中心的 x坐标.

综上,由位移曲线、应力曲线以及位移云图的对比可

知,两种计算方法的计算结果一致,由此说明弹簧元

模型在连续计算时的正确性.
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图 4 两种数值方法计算的节点位移

Fig. 4 Node displacement of two numerical methods
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图 5 两种数值方法计算的单元应力

Fig. 5 Element stress of two numerical methods

对于包含大位移和大转动问题的计算, 本文所

述方法需在每个迭代步更新单元节点坐标, 从而更

新单元局部坐标系以及弹簧系统中弹簧长度和面积.

对于图 6所示的三棱柱模型,长 0.1 m,高 0.1 m,厚度

为 0.05 m.材料参数为:弹性模量 E = 36.5 GPa,泊松

比 ν = 0.1.模型底部左则两个节点固定约束,给初始

角速度 ω = 3 rad/s,无阻尼情况下单元上任意点 y向

位移的理论表达式为

y = −r sin(wt) (15)
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式中, r 为该点的转动半径. 对于模型中的监测点 A,

数值计算与理论解的对比如图 7所示, 二者结果一

致,说明所述方法在大位移、大转动计算时的正确性.

A
x 

y 

z 
ω/rad/s

图 6 转动计算模型

Fig. 6 Numerical model of rotation
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图 7 转动计算的数值结果和理论解对比

Fig. 7 Comparison between numerical result and theory resolution of

rotation

2 单元内裂纹的形成与扩展

连续--非连续单元法在连续计算上,继承有限元

的优势,同时可计算块体大位移、大转动问题.为进

一步实现连续向非连续的转变, 需要实现裂纹的萌

生与扩展,首先必须确定合理的起裂准则,进而确定

裂纹的开裂位置和开裂路径.

2.1 单元的破裂

在宏观裂纹起裂、裂纹稳定和失稳扩展的研究

方面,断裂力学模型得到广泛应用.但在实际工程中,

经常面临的是多条复杂裂纹同时扩展、岩石碎裂性

破坏等断裂力学较难处理的情况.因此,本文在连续

计算的基础上,应用最大拉应力和莫尔--库伦复合准

则判断单元破坏状态和破裂方向.

在主应力空间对单元破裂进行判断, 以压应力

为正,如图 8所示,假设单元抗拉强度为 σt,若满足

式

−σ3 > σt (16)

则单元发生拉伸破坏,裂纹方向与最小主应力 σ3垂

直.若 −σ3 < σt,则考虑剪切破坏,假设单元内某一斜

面的法向与 σ1 间的夹角为 θ,则该斜面上的法向应

力可表示为

σn =
1
2

(σ1 + σ3) +
1
2

(σ1 − σ3) cos 2θ (17)

剪切应力可表示为

τ =
1
2

(σ1 − σ3) sin 2θ (18)

根据莫尔库伦准则,斜面上的剪切强度为

s = c + σn tanϕ (19)

式中, c, ϕ分别为单元的黏聚力和内摩擦角. 发生剪

切破坏的条件为

−σ3 < σt, R6 r (20)

R 

r 

σ

ϕ 2θ

σ1σ3T0

τ

o

图 8 块体破裂的莫尔--库伦准则

Fig. 8 The Mohr–Coulomb criterion for the block

对应的应力判据为

σ1 > σ3 tan2(π/4 + ϕ/2) + 2ctan(π/4+ ϕ/2) (21)

裂纹方向与 σ3夹角为 (π/4 + ϕ/2).

按照上述强度准则, 对计算区域内的所有块体

进行强度判断, 可获得破裂块体的裂纹方向. 然而

仅由破裂方向, 块体内的裂纹位置仍无法确定. 此

时若在块体内部任意位置出现裂纹, 则会形成不规

则单元, 出现奇异性网格, 这会使得计算精度大为

降低, 甚至会导致求解上的失败. 对于图 9 所示的
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三棱柱单元,本文假定裂纹仅在单元内部面 α1AD4,

α2BE5, α3CF6, βABED,βBCFE, βCADF和单元边界

面 γ1254,γ2365和 γ3146上形成. 当块体发生破裂

时,在 6个内部面和 3个边界面中,选取与理论判断

的裂纹方向最为接近的面作为最终裂纹面.

  

 

 

 

 

C 

A B F 

D E 

  

 

 

 

 

C 

A B 
F 

D E 

(a) α face

(b) β face

图 9 三棱柱单元内部破裂示意图

Fig. 9 Internal failure modes of triangular prism element

采用该方法后, 虽然裂纹无法精确的按照理论

计算方向进行扩展,但是裂纹位置得以确定,同时网

格质量也得到较好的控制.此外,相比与界面的断裂

方式 (图 10(a)),该方法为裂纹的扩展提供了更多可

选择的路径 (图 10(b)、图10(c)),裂纹扩展方向更为

k 

i j 
j 

k 

i 

m 

j 
i 

k 

m n 

(a) (b)

(c)

图 10 节点处裂纹扩展的三种方式

Fig. 10 Three modes of crack propagation on node

准确.

2.2 裂缝的力学描述

上述准则中的式 (16)和 (21),仅用于判断单元

的起裂,进而获得确定的裂缝面. 在此之后,裂缝面

的力学特征描述则是重点关心的问题. 内聚力模型

通过定义缝面上的应力与裂缝张开度间的软化关系,

描述复合拉剪和压剪模式下损伤微裂材料的弱化力

学行为 [20],可表述如下.

(1) 假定起裂时裂缝面的法向应力为 σt, 即式

(16)中的单元抗拉强度. 采用文献 [21] 建议的线性

软化曲线 (图 11),最大裂缝张开度

wf = 2Gf/σt (22)

裂缝面上法向应力 σn和张开度 w关系为

σn =


σt(1− w/wf ) , 0 6 w 6 wf

0, w > wf

(23)

式中, Gf 为断裂能, w为法向张开度.

σn

σt

wf/Gf/σt

Gf

wf wo

图 11 内聚力模型线性软化曲线 [21]

Fig. 11 Linear softening curve of cohesive model[21]

(2)根据文献 [22]假定,定义裂缝面切向刚度按

法向张开度进行折减,折减系数为 β,裂缝面黏聚力

c与裂缝面抗拉强度具有相同软化模式,则有

β = σn/σt, c′ = βc (24)

τ =


βksus (|τ| 6 −σn tanϕ + c′)

sign(u̇s)σn tanϕ (|τ| > −σn tanϕ + c′)
(25)

式中 ks为裂缝面的切向刚度.

综上,拉剪或压剪复合模式下,裂缝面上的应力

与张开度、切向位移的关系建立完成. 这里需要注

意,式 (16)和式 (21)仅用于判断单元起裂,而确定裂

缝面后,则通过式 (22)∼(25)描述裂缝的力学特征,裂

缝面参数 σt, c, ϕ与单元材料一致,两者间不存在矛
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盾. 另外,如果裂缝面的断裂能 Gf 取值为零,裂缝即

表现为脆性断裂特征.

裂缝在块体内部形成后, 原先的完整单元将分

裂为两个子单元, 同时裂缝面两侧将增加新的计算

节点,子单元在裂缝面两侧可发生分离和滑动,如图

12所示.

(a) α face

(b) β face

图 12 裂缝面两侧的子块体发生分离或滑动

Fig. 12 Sub-blocks separate or slide along the crack face

对于图 12(b)中的三棱柱单元破裂形式,破裂后

的两个子块体形状分别为三棱柱和六面体. 对于六

面体单元,按照式 (10)计算应变时,可以采用一种离

散方式,将其拆分为两个三棱柱单元. 如图 13所示,

若裂纹沿着 AC方向进行扩展,则六面体 1CA34FD6

可以拆分为三棱柱 1CA4FD和三棱柱 1A34D6进行

计算.

图 13 子六面体单元的离散方式

Fig. 13 Discrete mode of the Sub-hexahedral element

2.3 裂纹扩展方式

在计算区域内, 单元破裂伴随着初始裂纹的形

成, 那么接下来的过程则是裂纹的扩展. 如图 14所

示,将三棱柱投影到二维平面,假设 MNQ为破裂单

元,初始裂纹为 PQ,下面将在尖端 P和 Q分析裂纹

的扩展路径.

P 

Q 

M 

N 

图 14 单元内部的初始裂纹

Fig. 14 Initial crack in element

如图 15所示,对于尖端 P,裂纹扩展路径可以为

单元内部面 PP1–PP3. 在尖端 Q处, 裂纹扩展路径

可以为单元边界面 QA1–QA4, 也可以为单元内部面

QQ1–QQ5.

实际判断裂纹扩展方向时, 通过尖端节点应力

值,按照强度准则 (16)和 (21)进行计算.节点 P和 Q

的应力可通过周围单元的应力平均求得

σ̄i j =
1
N

N∑

k=1

σk
i j (26)

式中, N 为裂纹尖端节点所连接的单元总数; σk
i j 为

相应连接单元的应力张量. 此时,若拉伸破坏式 (16)

满足, 裂纹方向则与最小主应力 σ3 垂直; 若剪切破

坏式 (21)满足,裂纹方向则与最小主应力 σ3夹角为

π/4+ ϕ/2.因此,可以在所有的边界面、内部面中,选

择与理论裂纹方向最为接近的作为最终裂纹面.

Q 

P Q 
P 

P1

P3 P2

Q5

Q4

Q3

Q2

Q1

A4

A3

A2A1

图 15 裂纹尖端的扩展路径

Fig. 15 Propagation path on the crack tip

结合上述建立的破裂机制, 下面通过一个简单

示意, 来说明本文方法在裂纹扩展问题中的实现方

式. 如图 16所示,初始网格由节点 1∼10及相应的单
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元组成,曲线 mn假设为一条已知裂纹. 假定问题为:

在该网格条件下构建破裂路径,实现对裂纹mn的模

拟.基于本文所述的方法,裂纹可以按照如下方式扩

展:

(1)根据破裂准则, 判断单元 123沿路径 1—11

开裂,同时在裂纹尖端处建立新节点 11;

(2)通过尖端节点 11的应力值,按强度准则获得

裂纹扩展方向,进而确定开裂路径为 11—12;

(3)在节点 12处判断,按此方式,可以依次建立

开裂路径 12—13和 13—14等;

 
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 
 

    
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n 

图 16 裂纹扩展方式示意

Fig. 16 A diagram of crack propagation mode

综上, 本文所述的方法可以更为准确地实现对

裂纹mn扩展过程的模拟.相比于一般离散元的裂纹

在界面上扩展方式, 本文的模型建立了单元边界和

内部的联合破裂机制, 从而为裂纹的扩展提供了更

多可选取的路径,裂纹扩展方向更为准确.

3 数值验证及结果分析

连续 --非连续单元法建立了单元边界、单元内

部的联合破裂机制, 实现了裂纹萌生和扩展过程的

模拟.为验证该方法的有效性,本节将通过几个典型

数值算例,模拟拉伸、拉剪以及压剪等各种荷载条件

下的裂纹扩展问题.

3.1 三点弯曲梁试验模拟

如图 2所示的三点弯曲梁, 文献 [23] 采用有限

元节点松弛技术, 系统研究试样中的裂纹扩展过程,

并引入脆性系数 SE 表述裂纹扩展过程中的力学特

征,其表达式为

SE =
Gf

σtb
(27)

式中, Gf 为断裂能, σt 为抗拉强度, b为梁高. 试样

尺寸: l = 0.6 m, b = 0.15 m, t = 0.01 m,其中 t 为梁

的厚度.材料参数为:杨氏模量 E = 36.5 GPa,泊松比

ν = 0.1,抗拉强度 σt = 3.19 MPa.边界条件为底部两

端节点 y向约束，(l/2,b/2)处 x向约束,顶部中心处

施加 y向增量位移荷载,速率为 3× 10−7 mm/s.

数值模拟过程中,断裂能 Gf 取值为 100 N/m和

200 N/m两种情况进行计算,对应的系数 SE 的值分

别为 2.09×10−4和 4.18×10−4.图 17给出了两种情况

下的加载点荷载 --位移关系曲线.通过荷载 --位移曲

线的对比可知,连续--非连续单元法的数值结果与文

献 [23]的结果一致.数值结果也表明: SE取值越小,

图 17 三点弯曲梁试样的无量纲荷载--位移曲线

Fig. 17 Non-dimensional load–deflection curves for the three-point

bending

图 18 不同加载点位移下的试样 x向位移云图

Fig. 18 Displacement-contour of three-point bending specimen in

x-direction
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裂纹扩展时表现的脆性特征越明显. 图 18为 SE 等

于 2.09×10−4情况下,不同加载点位移时梁的 x向位

移云图. 由图可以分析,裂纹在单元内部萌生,扩展

时穿过单元,两侧单元发生分离,模拟出裂纹显示的

张开和扩展过程.

3.2 拉伸平板中的裂纹扩展

对于图 19所示的平板 [24],中部存在一条初始切

口,模型宽度 w = 50 mm,高度 h = 100 mm,切口长度

为 a = 12 mm.为模拟拉伸条件下平板中初始裂纹的

扩展,在平板两端施加常速率的位移荷载,加载速率

为 1 × 10−6 mm/s.这是典型的 I 型裂纹扩展问题,理

论情况下初始裂纹将沿着水平方向扩展. 数值计算

的材料参数为:弹性模量 E = 80 GPa,泊松比 ν = 0.3,

抗拉强度 σt = 5.0 MPa,断裂能 Gf = 50 N/m.数值网

格划分如图 19,节点数为 4 412,单元数为 4 226.对图

中所示的初始网格进行分析, 可以发现其中并没有

与理论结果相一致的水平路径用于裂纹的扩展.

a

h

w

图 19 几何模型和网格划分

Fig. 19 Geometric model and mesh configuration

采用连续--非连续单元法的计算结果如图 20所

示,分别为不同切口张开位移 w时,拉伸平板的 y向

位移云图.由于是显示裂纹,此处可以直接通过位移

的变化显示裂纹的形成和扩展过程. 图 21所示为加

载前后,裂纹附近网格的放大情况,可知该方法在裂

纹扩展模拟中, 通过切割单元增加了更多的扩展路

径,在裂纹的扩展方向上更为精确.

3.3 双切口试样中的裂纹扩展模拟

对于图 22所示含双切口试样,文献 [25]最先通

过试验研究不同加载形式下, 试样中的裂纹扩展过

程.为了获得复合应力状态下的裂纹扩展模式,该试

验分为两个阶段加载: (1)在水平方向进行力加载,达

到给定值后保持恒定; (2)在试样顶端进行竖向位移

加载.在此基础上,文献 [26-27]等通过数值模拟方式

对该试验中的裂纹扩展模式进行研究.

采用本文所述方法对该试验进行模拟, 材料参

数为:杨氏模量 E = 32 GPa,泊松比 ν = 0.2,抗拉强

度 σt = 2.6 MPa,断裂能 Gf = 110 N/m. 边界条件如

图 22所示,模型底部及右侧下半部分固定约束,
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图 20 不同切口张开位移时平板 y向位移云图

Fig. 20 Displacement-contours ofy-direction in different CMOD
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(a) Before loading            (b) After loading

图 21 加载前后网格变化局部放大图

Fig. 21 Amplification of local mesh before and after loading

δv

Ph

. cm



 cm

 cm

图 22 双切口试样几何模型和网格划分

Fig. 22 Geometric model and mesh configuration of double-notched

specimen

左侧水平方向荷载 Ph = 5 kN,竖向位移加载速率为

3× 10−7 mm/s.

数值计算结果如图 23所示,分别为不同的竖向

加载位移 δv 时试样中裂纹扩展情况,通过图中 y向

位移云图可观察裂纹两侧的位移不连续.图 24(a)所
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图 23 双切口试样加载过程的裂纹扩展情况

Fig. 23 The crack propagation of the double-notched specimen

at different vertical displacement

(a) Splitting elements method

  

(b) Lagrange multiplier method[27]

图 24 双切口试样裂纹模式的两种数值方法对比

Fig. 24 The crack pattern of double edge-notch specimen; a for

continuous discontinuous element method; b for Lagrange

multiplier method

示为单元破裂后的网格变化情况, 从中可以看出裂

纹的扩展路径,与文献 [27]中的计算结果一致,说明

了本文的连续 --非连续单元法在拉剪复合应力条件

下模拟裂纹扩展问题的有效性.

3.4 单轴压缩试验模拟

压缩破坏是岩石的一种重要破坏模式, 破坏过

程伴随着拉伸破裂、剪切破裂及接触摩擦.针对岩石

压缩特性的实验研究已开展得比较深入, 但是对其

破坏机制,包括裂纹萌生、扩展贯穿以及轴向开裂、

剪切破坏等过程,并未完全认识清楚.本节将利用连

续 -非连续单元法,对岩石单轴压缩的裂纹形成和破

裂过程进行分析.

对于图 25所示岩石单轴压缩试样,模型尺寸为:

w = 50 mm,h = 100 mm.材料力学参数为:弹性模量

E = 30 GPa,泊松比 ν = 0.22,黏聚力 c = 3 MPa,内摩

擦角 ϕ = 30◦,抗拉强度 σt = 3 MPa.该算例中设断

裂能取值为 0,从而裂缝表现为完全脆性的断裂特征.

模型底面 xyz向约束,顶面 xz向约束,前后面法向约

束,采用常位移速率加载控制方式进行加载,速率为

2× 10−7 mm/s.数值计算模型的网格尺寸为 1 mm,节

点数为 11 788,单元数为 11 486.

单轴压缩过程中试样的变形、开裂和裂缝演化

模式如图 26,选取的是加载过程中的几个典型阶段,

图中所示为竖向位移云图, σc 为峰值应力. 由图可
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以观察岩石破裂的发展过程: 首先,内部裂缝缓慢发

展直至优势裂缝形成,随后局部化带逐渐成型,材料

破坏集中到局部化带的破裂演化上, 试样沿着几条

主裂缝发生明显错动,进而出现整体性破坏.分析图

26(f)可知, 试样发生错动的几条主裂缝法向与最大

主应力法向夹角约为 59.3◦,这与莫尔库伦准则的理

论解 60◦几乎一致,同时可发现试样呈 X状共轭斜面

的剪切破坏特征,这是试验中常见的一种破坏形式.

h

w

图 25 几何模型和网格划分

Fig. 25 Geometric model and mesh configuration

加载过程中试样的轴向应力 --应变曲线如图 27

所示,曲线中的 a点至 f 点分别与图 26的各个破坏

阶段相对应.对比分析可知,随着岩石变形和破裂的

演化,应力 --应变曲线经历了明显的线性、非线性和

软化过程: 非线性段 (a点至 c点) 表现为试样中微

裂缝的萌生,同时向优势裂缝发展;软化段 (c点至 f

点)对应局部化带的形成,试样沿着主要裂缝发生剪

切错动.

将试样加载过程中的声发射速率与应力 --应变

曲线同绘于图 27中进行对比, 可得如下特征: 试样

在非线性段开始出现微裂缝,即破裂发生,对应声发

射开始出现且速率增加;达到峰值点后,声发射速率

达到最大值,试样中大量破裂发生,对应局部化带演

化,形成主裂缝,直至整体破坏.图 28所示为加载过

程中,试样网格的变化情况,可以明显看出裂纹的形

成和扩展过程.综上,对于单轴压缩试验破坏过程的

模拟,连续 --非连续单元法在裂纹扩展模式、声发射

规律、应力--应变曲线特征上能够与试验以及已有数

值结果较好吻合,说明该方法在模拟岩石破坏问题中

的有效性.

图 26 单轴压缩试样加载过程的裂纹扩展情况

Fig. 26 The crack propagation of the uniaxial compression specimen

at different stage
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图 27 试样轴向应力--应变曲线和声发射特征

Fig. 27 The axial stress–strain curve and AE rate feature of the uniaxial

compression specimen
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图 28 单轴压缩试样加载过程中数值网格变化图

Fig. 28 The change of mesh during loading process of uniaxial

compression specimen

4 结 论

(1) 将块体单元离散为具有物理意义的弹簧系

统,在局部坐标系下求解单元的变形和应力,连续问

题计算结果与有限元一致,引入最大拉应力与莫尔 -

-库伦复合准则确定单元破坏状态和破裂方向,采用

局部切割块体的方式实现单元内部开裂, 形成初始

裂纹,进而引入内聚力模型描述裂缝特征,扩展路径

可穿过单元内部和边界, 可以显示模拟裂纹的形成

和扩展过程.

(2)通过单切口平板拉伸、三点弯曲梁、双切口

试样等典型岩石裂纹扩展试验对所提方法进行验证

分析,结果表明: 该方法可较好地解决拉伸、拉剪以

及压剪复合等应力状态下的裂纹形成和扩展问题,裂

纹扩展模式能够与试验以及已有数值方法吻合.

(3)通过单轴压缩试验,对岩石的破坏过程进行

分析,数值模拟结果获得了裂纹形成、声发射与应力

--应变曲线各阶段之间的对应关系:弹性阶段后微裂

纹开始萌生,声发射速率增加,表现为曲线的非线性

段; 峰值点后,局部带不断演化,开始出现宏观裂缝,

声发射速率达到最大值,应力--应变曲线表现为软化

段,数值模拟揭示的破坏机理与试验一致,说明所提

方法模拟岩石裂纹扩展以及破坏问题的有效性.

(4)本文的连续 --非连续单元法是在三棱柱单元

上实现,裂纹扩展分析均局限于拟三维情形,后续工

作中,可进一步对真三维状态进行研究.

5 讨 论

岩石裂纹扩展研究是岩石力学领域的热点问题

之一.传统离散元方法通过界面破裂形式,实现了裂

纹沿着单元边界扩展,但是裂纹扩展路径受网格密度

的限制较大.本文作为变形体离散元方法的发展和延

续,通过单元破裂方式,有效改善单元大小和网格密

度对裂纹扩展问题的影响.对于定量性的网格尺寸对

数值结果的误差分析,由于涉及到断裂尺度和断裂能

量等非连续问题,将在后续工作中进行重点研究.
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SIMULA TION OF CRACK PROPAGATION OF ROCK BASED ON SPLITTING

ELEMENTS 1)

Wang Jie∗ Li Sihai∗,2) Zhang Qingbo∗,†
∗(Institute of Mechanics, Chinese Academy of Sciences, Beijing100190, China)

†(The Third Railway Survey and Design Institute Group Corporarion, Tianjin300142, China)

Abstract In conventional discrete element methods, fracture is judged by criterion of interface and cracks can only

propagate along the boundary of elements. However, criterion of interface can only be used rationally on the condition

that macro or micro fractures exist in physical problems. The path and direction of crack will be limited severely by the

initial mesh when crack propagates along the boundary. Given these two limitations, a continuous-discontinuous element

method is proposed and applied to simulate the progressing cracking problem of rocks. Specifically, criterion is applied

on element and intra-element fracture will form. In continuous calculation, element is denoted by a discrete spring system

which has specific physical meaning and its deformation and stress are calculated by the characteristic length and area

of springs in local coordinate system. The continuous calculation results demonstrate a satisfactory agreement with the

traditional finite element method. By updating spring information and local coordinate system, large displacement and

rotation of elements can be calculated directly. In addition, Mohr-Coulomb criterion is implemented into the new model

to specify the failure state and fracture direction, and intact element will be divided into two elements by means of cutting

block. In this way, fracture may be inserted along the boundary of elements or within intact element. A cohesive zone

model is employed to simulate the fracture and the elements on two sides of the crack are set to two different nodes at the

same time, causing the displacement to be discontinuous. Finally, from numerical results of several intense examples with

crack propagation, this method can satisfactorily simulate the progressing cracking problems under tensile, compressive

and shear conditions, and its rationality is approved. The continuous-discontinuous element method has been shown to be

insensitive to quality of mesh and thus has the potential to simulate crack initiation and propagation.

Key words continuous-discontinuous, element fracture, crack propagation, rock failure
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