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磁场中简支矩形薄板的非线性稳态随机振动
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摘 要: 根据电动力学理论、板壳磁弹性理论和结构随机振动理论，导出电磁场中矩形薄板的磁弹性非线性随机
振动方程，然后利用伽辽金法对四边简支矩形薄板的非线性随机振动方程进行整理，得到伊藤型状态方程;在外界激励是

平稳高斯白噪声的条件下，利用稳态的 FPK方程法求解得到薄板的稳态随机振动位移和速度响应的多个数字特征;通过
具体数值算例分析，讨论了电磁参数对各数字特征的影响。
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Nonlinear stationary random vibration of a rectangular thin plate in a magnetic field
TU Jian-xin1，WANG Zhi-ren1，WANG Ping2，3
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3． State Key Laboratory of Nonlinear Continuum Mechanics，Institute of Mechanics，Chinese Academy of Sciences，Beijing 100080，China)

Abstract: According to the theory of electrodynamics，the magneto-elastic theory of plates and shells，and the
theory of structure's random vibration，the magneto-elastic nonlinear random vibration equation of a plate simply supported
in an electromagnetic field was derived． And then，the nonlinear random vibration equation was changed into an ITO
equation using Galerkin method． The statistical characteristics of the displacement and velocity responses of the plate's
stationary random vibration were obtained by using FPK equations method when the external excitation was stationary
Gauss white noise． The influences of the parameters of the electromagnetic field on the statistical characteristics were
discussed with numerical examples．
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随着科学技术的不断发展，在工程实际中存在很

多电磁场与机械场耦合的非线性振动问题，近年来，一

些学者在磁弹性振动问题方面的研究做了许多有价值

的工 作，也 取 得 了 一 些 有 意 义 的 成 果。例 如，
Mol'chenko等［1］给出了磁弹性壳体的非线性方程，并且
建立了求解变厚度轴对称弹性锥壳方程的方法。
Mol'chenko［2］以电磁场中轴对称载流环形弹性薄板为
例，考虑到几何非线性的影响，对载流板、壳的应力应
变状态进行了研究。周又和、郑晓静［3］在电磁固体力
学理论模型、非线性耦合等方面取得了一些新的研究

成果。胡宇达［4］给出了薄板薄壳的磁弹性非线性振动
基本方程。王平等［5 － 6］得到了在磁场中通有随机电流
的导电梁、薄板的磁弹性随机振动方程，并对梁、薄板
的随机振动响应进行了分析。Yang 等［7］总结了磁弹
性板壳结构的精细的研究理论。Hasanyan 等［8］研究了
处于横向磁场中有限导电、几何非线性、各向同性的弹
性板带振动行为。Moon 等［9］给出了一种在随机激励
下对复杂非线性系统随机振动进行分析的方法。
Chang等［10］应用等价线性法和有限元法对几何非线性
壳结构的随机振动进行分析。
目前，关于磁弹性非线性随机振动问题的研究还

比较少。本文主要研究了磁场中矩形薄板的磁弹性非
线性随机振动问题。利用伽辽金原理和 FPK方程法得
到薄板随机振动位移和速度响应的多个数字特征，并

讨论了电磁参数对各数字特征的影响。



1 磁场中矩形薄板的非线性随机振动

如图 1所示，建立直角坐标系 oxyz。薄板处于横向磁
场B0( 0，0，B0z )中。对薄板施以横向随机荷载 Pz ( x，y，t)。

图 1 磁场中矩形薄板
Fig． 1 A rectangular plate in magnetic field

根据板壳磁弹性理论和结构随机振动理论，可得

到电磁场中矩形薄板的磁弹性非线性随机振动方

程［11］为
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式中，DM = Eh3

12 1 － ν( )2 为板的抗弯刚度，DN = Eh
1 － ν2
为板

的抗拉刚度，E 为板材料的弹性模量，ν 为板材料的泊
松比，ρ为板材料的密度，σ为板材料的电导率，w 为板
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方程( 1) 满足边界条件的一阶主振型解可设为

w( x，y，t) = sin πxa ·sin πyb ·T( t) ( 3)

将式( 3) 代入方程( 1) ，并利用伽辽金法对所得式
积分化简后为
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2 矩形薄板的稳态随机振动响应

以白噪声激励为例，设横向激励为 Pz ( x，y，t) =

Q( x，y) p( t) ( 其中，Q( x，y) 为某一确定函数，p( t) 为谱
密度 S0 的正态白噪声) 。
将 Pz ( x，y，t) = Q ( x，y) p ( t) 代入式 ( 4 ) 、式 ( 5 )

中，得:
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G = 4
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Q( x，y) sin πxa sin πyb dxdy ( 7)

非线性随机振动方程( 6 ) 可化成伊藤型状态微分
方程［12］:
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式( 8) 相应的稳态 FPK方程为:
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式中，ps 为状态变量 Y( t) 的概率密度函数。求解 Ps 可

通过求解如下方程组:
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在外干扰是平稳高斯白躁声条件下［12］，可设

Ps ( y1，y2 ) = ps1 ( y1 ) Ps2 ( y2 ) ，将此式代入式( 10) 经计算
可得
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利用 概 率 密 度 函 数 的 规 范 性 可 得: C2 =
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由式( 12) 可得: T
·
( t) 是平稳正态过程，均值为零、
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由式( 11) 可得:如果忽略方程( 6 ) 中的非线性项，
T( t) 是平稳正态过程，均值为零、方差为
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考虑到方程( 6 ) 中的非线性项，则 T( t) 不是正态

平稳过程。将式( 11) 写为如下形式:
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由式( 15) 可得: T( t) 的均值为零，方差为
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再根据式( 3) ，得到: 矩形薄板速度响应的均值为
零，方差为
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矩形薄板位移响应的均值为零，方差为
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3 数值算例

以中碳钢矩形薄板为例。给定参数: a = 0． 6 m，b
= 1 m，h = 0． 003 m、0． 004 m，密度 ρ = 7． 8 × 103 kg /m3，

泊松比 v = 0． 25，电导率 σ = 6． 3 × 106 ( Ω × m) － 1，弹性
模量 E = 210 GPa，谱密度 S0 = 10 dBm /Hz，Q( x，y) =

Asin πxa sin πyb ，A = 5 000 N /m2。

3． 1 位移响应和速度响应的概率密度

以 x = a
2 ，y = b

2 为例，将以上参数代入式 ( 3 ) 、式

( 15) 、式( 12) ，可得矩形薄板中心的位移响应、速度响
应的概率密度函数，如图 2、图 3 所示。

图 2 位移响应在不同情况下的概率密度
Fig． 2 The probability density of displacement

response in different magnetic field

图 3 速度响应在不同情况下的概率密度
Fig． 3 The probability density of velocity

response in different magnetic field

83 振 动 与 冲 击 2015 年第 34 卷



由图 2 可知，位移响应的概率密度具有对称性; 在
同一板厚下，随着磁场增大，位移响应的概率密度越集

中、峰值越高，发生较大位移的概率越小，说明磁场对
薄板随机振动的位移响应起到阻碍作用; 板厚对薄板

的随机振动位移影响较大，在磁场不变的情况下，随着

板厚的增加，发生较大位移的概率减小。磁场和板厚
对薄板随机振动的位移响应都起到阻碍作用。
由图 3 可知，速度的概率密度服从正态分布，随着

磁场的增大，图形的峰值越大，且概率分布越来越集

中，这说明随着磁场的增大，速度的较大响应发生的概

率越来越小;当磁场不变时，随着板厚的增加，速度的

较大响应发生的概率也越来越小。磁场和板厚对薄板
随机振动的速度响应都起到阻碍作用。
3． 2 位移响应和速度响应的方差
将以上参数代入式( 3 ) 、式( 18 ) 、式 ( 17 ) ，可得矩

形薄板中心的位移响应、速度响应的方差，如图 4、图 5
所示。

图 4 位移响应在不同情况下的位移方差
Fig． 4 The variance diagram of displacement

response in different magnetic field

由图 4 可知: 位移响应的方差随激励强度的增大
而迅速增加; 位移响应的方差在相同的激励强度下随

磁场的增加而迅速减小，当磁场强度达到一定数值后，

位移方差近似趋于零; 位移响应方差随板厚的增大而

迅速减小。

图 5 速度响应在不同情况下的速度方差
Fig． 5 The variance diagram of velocity
response in different magnetic field

由图 5 可知: 速度响应的方差也是随激励强度的
增大而迅速增大，速度响应的方差在相同的激励强度

下随磁场的增大而迅速减小，且当磁场强度达到一定

数值后，速度方差也是近似于零; 速度方差随板厚的增

加而迅速减小。

4 结 论

针对四边简支矩形薄板，在外干扰是平稳高斯白

躁声条件下，利用稳态 FPK 方程法研究了薄板的磁弹
性非线性稳态随机振动问题，解出了薄板随机振动位

移响应和速度响应的概率密度函数，分析了外加磁场

和薄板厚度等参数的变化对各统计量的影响，主要结

论如下:

( 1) 根据磁弹性基本理论和连续体的随机振动理
论，得到了磁场环境中简支矩形薄板的非线性随机振

动方程;对薄板的非线性随机振动方程化简并进行求

解，得到了薄板的稳态随机振动的位移响应和速度响

应的概率密度、方差的解析表达式;
( 2) 通过数值算例，得到了薄板的随机振动位移

响应和速度响应的概率密度、方差分布，并对比分析了
它们随不同参数的变化，得到了相应规律。
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