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专题论文

基于混合方法的二维水力压裂数值模拟
1)

王理想 唐德泓 李世海 2) 王 杰 冯 春

(中国科学院力学研究所,北京 100190)

摘要 水力压裂在页岩气开采中被广泛使用,采用数值方法研究压裂机理具有重要意义.基于连续--非连续单元

法 (CDEM)和中心型有限体积法 (FVM),提出解决水力压裂流固耦合问题的二维混合数值计算模型. 该混合模

型中,使用 CDEM求解应力场和裂缝扩展过程,使用 FVM 求解裂隙渗流场.应力场、裂缝扩展和渗流场均使用

显式迭代求解,并通过相互之间数据交换实现流固耦合.通过与 KGD理论模型进行对比,验证数值模型的正确

性. 通过与颗粒离散元数值结果进行对比,验证数值模型的有效性. 通过计算复杂缝网压裂模型,研究水力压裂

机理,并说明该数值模型在水力压裂模拟中具有很好的前景.
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引 言

水力压裂在工程领域具有十分重要的研究价值.

自上世纪中期以来, 水力压裂技术被石油公司广泛

用于石油开采.水力压裂不仅能增加油井产量,还能

提高油井净现值,实现经济效益.近期,水力压裂技术

成功应用于页岩气的开采 [1] .尤其在美国,水力压裂

实现了一次页岩气革命.

在页岩气开采中, 将压裂液通过高压泵注入井

筒,当压力达到地层破裂压力时,将地层压开 (图 1).

此时, 继续保持压力并将压裂支撑剂注入到新形成

的裂缝中, 以防止裂缝闭合. 此后, 页岩气将通过裂

图 1 水力压裂示意图 [2]

Fig.1 Schematic diagram of hydraulic fracturing[2]

缝和井筒释放出来用以收集.

水力压裂技术在其他领域也有应用. 比如在地

热工程 [3] 中, 向地层注入低温水, 通过天然地层加

热,再抽出高温水给人们供暖.水力压裂也可能带来

不良后果, 如地下水的作用可能导致大坝出现裂缝

并崩塌 [4] .又如在地球物理中,岩浆在地壳中的流动

可能会导致岩体开裂并喷发出来 [5] , 从而造成大规

模的自然灾难.

因此, 研究水力压裂问题不仅可使人类从中受

益,而且还能避免灾难发生. 目前,水力压裂研究方

法包括理论法、数值法和试验法三类. 自 20世纪 50

年代以来,各国学者纷纷提出不同的理论模型,包括

PKN模型 [6-7]、KGD模型 [8]、P3D模型 [9] 和 PL3D

模型 [10] 等,被广泛应用于油藏压裂模拟中. 这些模

型通常事先假定扩展路径, 这种假设让模型计算不

够准确. 因此,自 20世纪 80年代以来,各种更为准

确的数值方法纷纷被用来模拟水力压裂问题.

早期模拟水力压裂流行的方法当属位移不连续

法 (displacement discontinuity method, DDM),它属于

边界元法 (boundary element method, BEM)的一种 [11].

Lecampion和 Detournay[12]使用位移不连续法模拟了
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水力压裂过程.之后 Lecampion[13]又使用扩展有限元

法 (extended finite element method, XFEM)模拟了裂纹

尖端在任意给定时刻的发展过程. Dahi-Taleghani[14]

使用扩展有限元法研究了有交叉裂缝的压裂过程.

Hunsweck等 [15] 使用有限元法 (finite element method,

FEM) 模拟了有流体滞后效应的压裂过程. 近年来

的热门数值方法包括: 基于有限元的内聚力模型法

(cohesive zone model)[16−17]、损伤模型法 [18]、裂缝

化单元法 (fractured element method)[19−20], 基于边

界元的非常规裂缝法 (unconventional fracture method,

UFM) [21]和基于颗粒的方法 [22-24]等.

以上数值模型可分为两类: 一类是基于连续介

质力学的方法, 另一类是基于非连续介质力学的方

法.两类方法各具特色:连续介质方法求解应力场准

确, 非连续方法求解任意裂纹扩展更有优势. 因此,

本文使用有限元和离散元的混合方法 (CDEM) [25-28]

来模拟水力压裂问题. CDEM是连续--非连续单元法

(continuous-discontinuous element method)的简称, 是

近期发展起来的一种数值计算方法. 计算时, 求解

区域被离散为块体单元, 每个块体单元可以是一个

有限单元,也可以分为多个有限单元.根据有限单元

刚度矩阵,可写出任意块体的刚度矩阵,而块体之间

不组成总体刚度矩阵. 然后采用动态松弛技术来求

解各个块体单元的位移、应变和应力等变量. 此外,

裂缝内渗流场由有限体积法进行求解 (finite volume

method, FVM)[29-30]. 该耦合方法可集成各个数值方

法的优势,并提高计算效率.

1 固体计算模型

1.1 应力场计算

对于计算域内的每一个块体或单元, 应满足应

力平衡方程

ρü + αu̇ = ∇ · σ + ρb + f (1)

式中，ρ为固体密度, u为位移, α为阻尼系数,σ为应

力张量, b为体力, f 为裂隙中的流体对固体的作用

力.

应力--应变关系为

σ = D : ε (2)

式中, D为弹性矩阵.

几何关系为

ε =
1
2

(u∇ + ∇u) (3)

通过变分法,将式 (1)化为单元矩阵形式

Müe + Cu̇e + Kue = Fe (4)

式中，M 为集中质量矩阵, C为阻尼矩阵, K 为单元

刚度矩阵, ue为单元位移列阵, Fe为单元外力列阵.

Fe包括固体体力项和流体压力项.

在时间域内,采用显式差分进行迭代求解,迭代

格式为

u̇n+1 = u̇n + ün∆t

un+1 = un + u̇n+1∆t


(5)

式中，n为迭代步数，∆t为时间步长.

1.2 裂缝扩展准则

相邻块体之间依靠接触连接 (图 2),每一个接触

由一个法向弹簧和一个切向弹簧组成 (图 3).采用的

破坏准则为最大拉应力准则或摩尔--库伦准则.相邻

块体接触点的相对位移与弹簧力之间满足胡克定律

∆un =
Fn

Kn
=

(σn1 + σn2)A
2Kn

(6)

∆ut =
Ft

Kt
=

(σt1 + σt2)A
2Kt

(7)

式中，∆un, ∆ut分别为法向位移和切向位移; Fn, Ft分

别为法向力和切向力; σn1和 σn2为相邻接触点的法

向应力; Kn和 Kt分别为弹簧的法向刚度和切向刚度;

图 2 单元通过接触连接 [31]

Fig.2 Elements connected by contacts[31]

图 3 一个二维接触由两个弹簧组成

Fig.3 A 2D contact consists of two springs
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A为接触点所代表的面积; σt1 和 σt2 为相邻接触点

的切向应力.

由连续的单元边界面转化为非连续断裂面的计

算方法如下所述.计算单元界面两侧单元应力,并计

算出在单元边界上的法向和切向应力, 如果其中一

个单元的应力满足下列破坏条件,则单元界面断裂,

产生水力裂缝

σn > T (8)

σt > c + σn tanϕ (9)

式中，σn为法向应力; T为岩石的抗拉强度; σt为切

向应力; c和 ϕ分别为黏聚力和内摩擦角.

若弹簧满足最大拉应力准则 (8),则弹簧发生拉

伸破坏,此时弹簧力需要修正为

Fn = 0 (10)

若断裂面上的受力状态,满足摩尔--库伦剪切破

坏条件 (9),则弹簧力需要修正为

Ft = Fn tanϕ (11)

弹簧断裂之后，裂缝开度可通过弹簧所连接两

端的节点位移差求得

w = |(u1 − u2) · n12| (12)

式中，u1, u2为弹簧连接的两端节点位移, n12为接触

面的单位法向量.

2 渗流计算模型

裂缝中的渗流满足方程

1
Kf

∂p
∂t
− ∇ ·

(
w2

12µ
∇p

)
= q (13)

式中，Kf 为流体体积模量, p为流体压力, t为时间, w

为裂缝开度, µ为流体动力黏度, q为比体积流速.

采用中心型有限体积法 [29-30]对式 (13)进行数

值求解,计算原理如图 4所示.

图 4 FVM 计算原理图

Fig. 4 Principle diagram of the FVM

根据文献 [29-30]可得相邻两个单元之间的流量

与两个单元压力差之间的关系为

Qi j = Ti j (pi − p j) (14)

式中，Ti j 为等效传递系数, 对于两条裂缝相交的情

况可写为

Ti j =
2κiκ j

κiL j + κ jLi
(15)

式中，L为裂缝长度, i 和 j 为裂缝序号, κ 表征裂缝

渗透性能,可表示为

κi =
w3

i

12µ
(16)

式中，wi 为 i单元裂缝开度,设所有裂缝开度具有初

始值为 w0 = 0.2mm.

对式 (13)在时间域上进行离散,可得

pi = Kf

(
1− Vi

Qi

)
(17)

式中，pi 为 i 单元压力,如果 pi < 0,那么将其置零.

Vi 为 i单元当前时刻体积. Qi 为当前时刻 i单元的总

流量,可表示为单元流入流量 Qext与流出流量之差

Qi = Qext −
∑

j

Qi j (18)

3 水力压裂计算流程

水力压裂计算流程如图 5所示, 整个计算流程

大体可分为 3个部分:

(1) FEM计算应力场

包括计算节点加速度、节点速度、节点位移与节

点力等.

(2) DEM计算裂缝网络

包括计算弹簧力, 调用断裂准则判断是否断裂,

更新裂缝网络,计算裂缝开度等.

(3) FVM计算渗流场

包括计算流量、压力等.

以上三场分别通过 3个求解器进行求解, 彼此

之间相互独立.它们通过数据传递进行联系,实现显

式求解过程.数据交换表明它们之间的耦合关系.
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图 5 水力压裂计算流程

Fig.5 Flow chart for hydraulic fracturing simulation

4 数值模型验证

4.1 与 KGD 理论解对比

采用 KGD 模型 (如图 6 所示) 进行数值验证,

KGD 模型假设: (1)缝高是固定的; (2)符合平面应

变假设; (3)缝内流体流动符合光滑平板流假设.

图 6 KGD模型示意图

Fig. 6 Schematic diagram of the KGD model

由此, Geertsma和 de Klerk[8]导出KGD模型中缝

长 L、井口处缝宽 w0随时间 t演化关系.此外, Dahi-

Taleghani[14], Valko和 Economides[32]及 Fu等 [33]也给

出这两个公式

L(t) = 2× 0.539


E′q3

0

µ


1/6

t2/3 (19)

w0(t) = 2.36


µq3

0

E′


1/6

t1/3 (20)

式中, E′ 为平面应变弹性模量, E′ = E/(1− ν2); q0为

流体注入流速; µ为流体动力黏度.

采用 100m × 100 m的计算区域,如图 7所示,计

算网格数分别为细网格 7 378个,粗网格 5 620个.假

定裂缝从两个不同颜色的交界面产生. 这两个不同

颜色的区域具有相同的计算参数,参数见表 1.

(a)细网格 (b)粗网格

(a)Fine mesh (b) Coarse mesh

图 7 KGD模型计算网格

Fig. 7 Mesh for simulation of the KGD model

表 1 KGD模型数值模拟参数

Table 1 Parameters for simulation of the KGD model

Media Parameter Symbol Value

rock
Young’s modulus E/GPa 20

Poisson’s ratio ν 0.19

tension T/kPa 1.0

fluid
bulk modulus Kf /MPa 10

dynamic viscosity µ/(mPa·s) 1.0

flow rate q0/(m2·s−1) 1.0×10−3

KGD模型中,只有一条拉伸裂缝,不发生剪切破

坏,因此计算中 c和 ϕ均取一个较大的数. 使用细网

格计算得到的裂缝形状如图 8所示.

计算数值解与 KGD 理论解的对比如图 9和图

10所示. 图 9为裂缝长度随时间的变化,图 10为裂

缝宽度随时间的变化. 由图 9和图 10可以看出,不

管是粗细网格, 使用本文提出的混合方法所计算出

的数值解与 KGD模型的理论解均基本相符,从而验

证本文数值方法的正确性. 但是从两张图中也可以

看出,数值解与理论解之间尚存在微小的差异.
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图 8 t = 50s时 y方向位移

Fig. 8 y-displacement att = 50 s

图 9 半缝长数值解与理论解对比

Fig.9 Comparison between numerical and analytical results in terms of

half fracture length

图 10 井口处缝宽数值解与理论解对比

Fig.10 Comparison between numerical and analytical results in terms

of fracture width at wellbore

图 9中采用粗网格 (coarse)计算裂缝长度具有

跳动性,而不像解析解那样光滑. 图 10中采用粗网

格计算裂缝宽度在开始时比理论解小,后期较大.采

用细网格 (fine)计算后, 图 9和图 10中的数值解与

理论解符合更好.这说明: 数值计算具有网格尺寸效

应,越加密的网格,计算结果就会越接近理论解.

值得一提的是, 涉及到流固耦合问题的计算是

非常耗时的,该算例中细网格数目为 7 378个,在CPU

i7 3770上的计算时间达到 10 h.

4.2 与数值计算结果对比

采用图 11所示计算模型进行数值计算,计算区

域为 200 mm× 200 mm,中间压裂孔直径为 20 mm.

采用 Gmsh[34] 划分网格,网格数量为 3 952个.计算

区域受到两向压应力作用, 分别为 σx = −10.0 MPa,

σy = −5.0 MPa.该模型中模拟的是花岗岩的水力压

裂过程,其计算参数如表 2所示.

(a)几何区域 (b)计算网格

(a)Area (b) Mesh

图 11 数值计算模型

Fig. 11 Numerical simulation model

表 2 花岗岩水力压裂计算参数

Table 2 Simulation parameters of fracturing simulation

of granite

Media Parameter Symbol Value

rock

Young’s modulus E/GPa 70

Poisson’s ratio ν 0.25

tension T/MPa 10

cohesion c/MPa 25

friction angle ϕ/(◦) 40

stress difference ∆σ/MPa 5.0

fluid
bulk modulus Kf /MPa 50

dynamic viscosity µ/(mPa·s) 1.0

flow rate per wellbore q0/(mm2·s−1) 1.0×10−3

为节省计算时间, 假设初始时刻压裂孔内充满

流体,且裂隙内具有初始压力 p0 = 8 MPa.计算得到

井口处 (坐标 x = −10 mm,y = 0 mm)压力随时间变

化曲线,如图 12所示. 压力曲线呈现先上升,然后波

动的趋势,曲线最高点即为岩体的破裂时刻.

从图 12中的原始数据可知,所计算岩体的破裂

压力为 15.7 MPa,相同参数下 Shimizu等 [22] 通过颗

粒离散元法模拟结果 (文中Case B3–low)为 17.3 MPa.

两者相差 −9%,说明模拟结果较准确.
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图 12 井口处压力时间曲线

Fig.12 Pressure versus time at wellbore

最终的压裂裂缝形态如图 13所示. 图 13(a)中,

井筒在初始时受到水压作用,产生圆环状破裂.随着

流体进一步注入,裂缝沿着平行于最大压应力的方向

向两侧扩展.裂纹扩展位置和方向,与 Shimizu等 [22]

给出的颗粒离散元计算结果相近,如图 13(b).不同之

处在于: Shimizu等 [22] 的结果中井筒附近岩体较完

整,而远离井筒的地方出现了若干小的分支裂缝；本

(a)本文数值方法模拟结果

(a)Results from the presented method

(b)颗粒离散元模拟结果 [22]

(b) Results from the distinct element method[22]

图 13 最终压裂裂缝对比

Fig. 13 Comparison of ultimate hydraulic fractures

文模拟结果中井筒附近产生破裂, 而远离井筒的地

方裂缝单一.

5 复杂缝网水力压裂机理研究

计算模型采用图 14中含天然裂缝水平井分段

压裂模型. 该模型中含有一组天然裂缝, 平均缝长

为 10 m,裂缝与水平方向倾角平均值为 6◦, 裂缝之

间的竖向间距平均为 15 m,相邻水平裂缝间距约为

10 m.计算时采用水平井分段同步压裂技术, 1, 2, 3为

3个同步压裂射孔位置,射孔间距为 20 m.整个模型

的尺寸为 80 m× 120 m.使用Gmsh[34]划分网格,网格

(a)几何区域

(a)Area

(b)计算网格

(b) Mesh

图 14 含天然裂缝分段压裂模型

Fig. 14 Staged fracturing model with natural fractures



第 6 期 王理想等：基于混合方法的二维水力压裂数值模拟 979

尺寸为 2m,网格数量为 6 801个.计算边界条件为水

平地应力 σh 和竖向地应力 σv 约束,以及 3个射孔

的流量边界 q0.由于计算采用线弹性本构模型,符合

叠加原理. 故计算模型取 σh = 0, σv = ∆σ为两向地

应力之差.其他计算参数如表 3所示.

表 3 分段压裂数值模拟参数

Table 3 Parameters for simulation of staged fracturing

Media Parameter Symbol Value

rock

Young’s modulus E/GPa 26

Poisson’s ratio ν 0.22

tension T/MPa 1.5

cohesion c/MPa 12

friction angle ϕ/(◦) 30

stress difference ∆σ/MPa 4.0

fluid
bulk modulus Kf /MPa 50

dynamic viscosity µ/(mPa·s) 1.0

flow rate per wellbore q0/(m2·s−1) 1.0×10−3

通过数值模拟可以获得各种测井信息,如井口处

压力曲线,如图 15所示.从曲线中可看出井口压力具

有很大的波动,这是由于裂缝的动态扩展导致的.当

裂缝内压力不足以导致裂缝扩展时, 流体压力上升,

当发生断裂时,流体迅速流出,导致压力下降. 这个

压力动态波动过程一定程度可以反映裂缝扩展情况.

图 15 3个井口处压力曲线

Fig.15 Pressure at the three wellbores

为了更清晰地显示裂缝压力和开度云图, 将模

型拉伸为准三维模型,拉伸方向为 z方向,拉伸深度

为 30 m.拉伸后的裂缝压力云图以及裂缝宽度云图

分别如图 16和图 17所示.

从图 16和图 17中可以看出, 3个射孔点 1, 2, 3

分别压裂出 3条主裂缝,我们分别称之为 HF1, HF2

和 HF3. 3条裂缝扩展并非齐头并进,而是有快有慢.

刚开始时 (图 16(a)和图 17(a),对应于 t = 20 s之

前) HF2的扩展受到周围两条裂缝的影响,扩展速度

较慢. 这是由于 HF1和 HF3扩展后,水压力作用于

裂隙面上,使得 HF1和 HF3之间区域的压应力变大,

(a) t = 20s

(b) t = 40s

(c) t = 60s

图 16 裂缝内净压力云图

Fig. 16 Contour of net pressure in fracture
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(d) t = 85s

图 16 裂缝内净压力云图 (续)

Fig. 16 Contour of net pressure in fracture (continued)

(a) t = 20s

(b) t = 40s

(c) t = 60s

(d) t = 85s

图 17 裂缝开度云图

Fig. 17 Contour of fracture width

因此 HF2扩展变得相对困难. 然后 (图 16(b)和图

17(b), t = 20 s之后), HF3率先与天然裂缝贯通, 导

致部分流体流量分配给天然裂缝, 这时应力场释放,

HF2扩展速度变快,形成 3条裂缝并驾齐驱的态势.

再到后来 (图 16(c)和图 17(c), t = 40 s之后) 3条裂

缝均与天然裂缝贯穿, 应力场进一步改变. 最后 (图

16(d)和图 17(d),t = 85 s之前),中间裂缝 HF2继续向

前发展,但 HF1由于计算区域边界效应扩展出分支

缝.

通过对比观察图 15∼图 17进一步发现,图 15中

井口 1在 60 s之后压力出现快速下降趋势.这是由于

裂缝 HF1此时与两侧天然裂缝均产生贯通,导致大

量流体流走,从而使得井口压力迅速下降. 井口 2的

压力整体上一直处于上升趋势, 这是由于周围两口

井的压力导致的. 与上述过程中 HF2裂缝在 t = 20 s
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后出现缓慢增长有相同的原因.井口 3在 75s后压力

迅速下降,这是由于裂缝 HF3与 3条天然裂缝贯穿

所导致的.

通过观察以上压力曲线、压力云图、开度云图等

可以发现裂缝扩展机理,了解整个水力压裂过程的进

程. 此外,还可以通过观察二维云图,来分析水力裂

缝的扩展,包括 2个方向的位移云图、3个方向的应

变云图以及 3个方向的应力云图. 图 18所示为不同

时刻的 x方向位移云图. 通过该图可看出,在两向应

力差 ∆σ的影响下,水力裂缝基本沿着垂直于最小压

应力的方向扩展.由于网格的随机性,水力裂缝产生

了细小的弯曲. 此外,由于应力场的变化,也导致裂

缝发生一定转向.图 18(d)中可看出,裂缝 HF1以及

裂缝HF3的上下两端均发生明显的向外侧弯曲现象.

这也符合 Kresse等 [21] 在非常规裂缝模型中的模拟

结果.图 19所示为不同时刻的 y方向位移云图,一定

程度上反映裂缝两侧剪切位移情况. 从该图可以看

出 y方向位移比 x方向位移小,说明图示裂缝主要以

拉伸缝为主.

(a) t = 20s (b) t = 40 s

(c) t = 60s (d) t = 85 s

图 18 不同时刻 x方向位移云图

Fig. 18 Contour ofx-displacement at different time

(a) t = 20s (b) t = 40 s

(c) t = 60s (d) t = 85 s

图 19 不同时刻 y方向位移云图

Fig.19 Contour ofy-displacement at different time

6 结 论

本文基于连续--非连续单元法 (CDEM)和中心型

有限体积法 (FVM),提出解决水力压裂流固耦合的二

维混合数值计算模型. 该混合模型使用 CDEM求解

应力场和裂缝扩展过程,使用 FVM求解裂隙渗流场.

应力场、裂缝扩展和渗流场均使用显式迭代求解,并

通过彼此之间数据交换实现流固耦合.此外,还给出

整个水力压裂的计算流程, 实现了复杂裂隙网络的

水力压裂数值模拟.

通过与 KGD水力裂缝扩展理论解对比,裂缝扩

展长度与宽度均符合较好, 从而验证本文数值模型

正确性. 并通过比较粗、细网格上的数值计算结果,

说明网格尺寸效应.然后通过与相同参数下 Shimizu

等的颗粒离散元计算结果进行对比, 破裂压力与裂

缝形态整体相符,但存在微小差异,仍可验证本文数

值方法的有效性.

初步计算一个含有天然裂缝网络的水平井多段

水力压裂案例,阐述了整个压裂过程中的现象,并研

究其压裂机理.研究表明:裂缝扩展受整个应力场改

变影响很大, 会因应力场改变而发生很明显的路径

改变,如图 18中裂缝的转弯;此外,压裂井口的压力

一定程度可以反映裂缝扩展情况. 该案例说明本文
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数值模型在水力压裂方面具有光明的前景.

本文数值模型的优点是计算准确, 并充分发挥

有限元法、离散元法和有限体积法的优势,适用于水

力压裂机理研究.该模型的缺点是计算量大,计算时

间较长,有望通过并行化提高计算效率,从而实现工

程级别应用.
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NUMERICAL SIMULATION OF HYDRAULIC FRACTURING BY A MIXED METHOD

IN TWO DIMENSIONS 1)

Wang Lixiang Tang Dehong Li Shihai2) Wang Jie Feng Chun
(Institute of Mechanics，Chinese Academy of Sciences，Beijing100190，China)

Abstract Hydraulic fracturing is widely used in exploitation of shale gas nowadays. It is of great significance to study

the mechanism of fracturing process by numerical simulations. We present a mixed numerical model to solve hydraulic

fracturing problems based on Continuous-Discontinuous Element Method (CDEM) and Finite Volume Method (FVM). In

the mixed model, the CDEM is used for analysis of stress field and fracture propagation, and the FVM is used for analysis

of pressure field in fracture. The three fields are all solved by explicit schemes and the coupling of them is implemented

through data exchange. The model is verified against the classic KGD analytical solutions. Thereafter, it is validated by

the results from a distinct element simulation. Finally, a hydraulic fracturing example related to complex fracture network

is studied on the mechanism of fracturing process. The example shows bright future of the mixed numerical model for

simulation and mechanism study of hydrauling fracturing.

Key words hydraulic fracturing (HF), numerical simulation, continuous-discontinuous element method (CDEM), finite

volume method (FVM), shale gas exploitation, complex fracture network
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