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摘要    本文从连续介质假设的角度出发, 推导出了不同于分子运动论的体积黏性系数公式. 新理论首次从宏

观上揭示了可压缩流体体积黏性的具体物理涵义, 即体积黏性系数是体积模量与弛豫时间的乘积. 以氮气为例,

分别对转动模态和振动模态下的体积黏性进行了计算和分析, 结果表明: 连续介质理论的结果略高于分子运动

论的结果, 但二者的预测趋势相同; 在振动激发态下, 弛豫时间、分子碰撞数和体积黏性要比转动激发态下的高

出几个数量级.  
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1  引言 

流体力学的基本理论是人们广为熟知的 Navier- 

Stokes方程组, 它是由Stokes[1]于1845年建立起来的, 

该理论首次引入了描述一般牛顿流体的两个重要参

数, 即剪切或动力黏性系数  和体积黏性系数 . 对

于实际的流体运动, 剪切黏性是导致附面层摩阻、流

动失稳并趋于湍流等的主要原因 , 并以 1904 年

Prandtl 建立的边界层理论为标志[2], 黏性流体力学在

航海、水利工程、航空航天等领域得到广泛的研究和

应用. 而关于流体体积黏性的研究是在 20 世纪 50 年

代才逐渐被重视起来, 体积黏性的物理特征要比剪

切黏性复杂得多, 理论研究也相对较难. 从流体力学

的基本方程组建立 170 年以来, 关于体积黏性系数等

于零的争议就一直存在, 即  

 
2

,
3

     (1) 

等于零, 这就是所谓的 Stokes 假设. 

然而, 近几十年来分子运动论和实验表明: 除了

理想的单原子气体外, 在高频和较高温条件下体积

黏性是不能被忽略的, 即 Stokes 假设一般是不成立

的[3–5]. 在理论方面, 由热力学第二定律可以证明 

和  均为非负数 [6,7]. 体积黏性效应是一种弛豫现  

象 [8], 当物质状态迅速变化或内部有缓慢的自由度

(转动能、振动能和化学能等)激发时, 需要用体积黏

性去描述系统热力学平衡的偏离[9]. Tisza[10]首次将体
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积黏性引入 Navier-Stokes 方程中去解释声波实验中

的多余吸收部分, 并由经典声波理论得到了多原子

气体的体积黏性系数公式. Wang 和 Uhlenbenck[11]利

用 Chapman-Enskog 方法从 Boltzmann 方程严格推导

出了单组分多原子气体体积黏性的理论公式, 这从

分子运动论得到的结果与 Tisza 的结果是等价的 . 

Monchick 等人[12]将 Wang 的理论推广到多组分多原

子气体的体积黏性; 而 Meador 等人[13]认为体积黏性

可以描述声波吸收但不能描述声波色散 , 又将

Monchick和Wang的结果推广至适用高频的情形. 由

于粗糙球的分子模型不能确切地表达实际的气体行

为, Curtiss 等人[14–16]采用球-柱的分子模型推导了包

括体积黏性在内的各个输运系数的一般表达式 . 

Truesdell[17]指出二氧化碳在 293 K 下的黏性比

1000   , 并对体积黏性的争议进行了分析和阐

述[18]. Emanuel[19]认为体积黏性效应会对行星大气再

入时的摩阻和热流产生很大影响, 也强调体积黏性

作为热力学的状态函数需要满足局部热力学平衡条

件[5,20]. 最近 Rajagopal[21]从理性力学的角度对 Stokes 

假设不成立的原因做了解释, 并发展了流体力学的

隐式本构方程. Graves 等人[22]从理论和实验方面对完

全气体和稠密流体的体积黏性进行了较为全面的总

结, 指出体积黏性的实验数据还很缺乏, 声波吸收实

验误差和不确定性较大, 它对高速空气流动的实验

测量还存在困难. 

在实验方面, Vincenti 等人[3]指出中等温度下氮

气的黏性比 0.8   . Prangsma 等人[23]利用声波吸

收实验测得氖气(Ne)在 77 K 下 0  , 从而证明了单

原子气体体积黏性等于零的理论预测, 并实验测得

N2, CO, CH4, CD4 在 293 K 下  分别为 0.73, 0.55, 

1.33, 1.17. Zuckerwar 等人[24,25]利用声波吸收实验测

量了空气 (温度和湿度范围分别为 284–323 K 和

6%–91%)的   变化为 2000–20000, 并得出体积黏

性效应是由分子弛豫过程导致的结论. 另一种实验

手段是通过测量激波厚度导出体积黏性系数 [26], 

Sherman[27]利用这种方法在低密度风洞中测得氩气

和纯净空气的激波厚度, 并由此近似得出它们的体

积黏性系数分别为 0 和 2/3. Dukhin 等人[28]最近也给

出了一种利用声谱测量体积黏性的新方法. 近年来, 

关于体积黏性效应的应用研究也逐渐得到关注, 如

可压缩边界层[29,30]和可压缩 Couette 流动[31], 非平衡

湍流[32], 激波/氢气泡相互作用[33], 氢气/甲烷预混火

焰[34,35], 激波/边界层相互作用[36]和高超声速钝体绕

流[37]等. 

虽然分子运动论从微观角度导出了体积黏性的

理论结果 [11,12], 并给出气体内能中各种激发模态的

贡献大小, 但是关于体积黏性的宏观物理涵义, 仍缺

乏足够的理解和认识. 本文主要通过连续介质假设

的观点从理论上导出了体积黏性的一个新结论. 与

分子运动论的结果相比, 新理论从宏观上简明地揭

示了体积黏性系数仅与体积弹性模量和弛豫时间两

个参数相关, 这有助于人们对可压缩流体体积黏性

的深入理解. 同时, 新旧理论的结果本质上是一致的, 

仅相差一个系数, 二者是宏观和微观不同角度下的

相同表述. 最后以氮气为例, 对两种理论在转动温度

和振动温度下的预测进行了详细比较和分析.  

2  体积黏性的新理论  

2.1  流体力学的基本方程组 

根据质量守恒、动量守恒和能量守恒定律, 守恒

型 Navier-Stokes 方程组的张量形式如下: 
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 (2) 

其中的 , , , , ,i i i iju E f q  分别为密度、速度、单位质量

的总能、外部质量力、热流和应力张量, 加上气体状

态方程和本构方程后共有 6 个未知数和 6 个方程, 原

方程组封闭可解. 流体的本构方程(即广义牛顿黏性

定律)为 

 1
32 ( )ij ij ij kk ij kk ijp e e e          , (3) 

ije 为应变率张量. 沿法向取平均, 缩并得 

  ,p p    V  (4) 

其中的矢量V 为速度, 标量 p 称为静压, 对可压缩流

体即为平衡压力[3]或热力学压强[38], 指流体微团内部

系统处于平衡时所具有的压力. p 称为平均法向应

力或动力学压强[38], 是由分子运动论定义的压力[3], 

指流体微团表面受到外部邻近微团挤压而产生的表
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面力. 由等式(4), 通常情况下热力学压强和动力学

压强是不相等的, 除了两种特殊的流体: 不可压缩流

体( 0 V )和 Stokes 流体( 0  ). 

2.2  体积黏性的理论推导 

对可压缩流体来说 , 等式(2)–(4)的基本方程组

是基于连续介质假设下的 Euler 描述法推导而来, 为

了从等式(4)中导出体积黏性系数的表达式, 这里采

用 Lagrange 描述法进行阐述. 在 Lagrange 坐标系中, 

流体微团的空间位置是随时间变化的, 流动物理量

表示为流体微团和时间的函数. 设初始时刻为 0t , 某

流体微团位于 0 0 0 0( )x , y ,zr , 并约定其作为该流体微

团的标志, 则流体微团在任何时刻 t 的位置矢量和物

理量分别为 

 0 0 0 0( , ),   ( , ),   ( , ),   ( , )t p p t t t    r r r r r V V r . 

不失一般性, 以压缩情形为例, 如图 1 所示, 0p , 

0p 和 ep , ep 分别是初始时刻 0t 和平衡时刻 et 的动力

学压强和热力学压强. 某一流体微团在 0t 时刻 0r 位

置因受到外界挤压而失去热力学平衡, 此时 0p 大于

0p , 仍满足等式(4)的关系. 一段时间后, 该流体微

团在 et 时刻 er 位置重新调整到新的热力学平衡态, 此

时有 e ep p . 从热力学非平衡态到平衡态的耗散过

程中, 热力学压强 p 是微团内部的分子热运动经过

弛豫时间建立的平衡压力, 而动力学压强 p 是相邻

微团通过表面力作用于该微团的结果, 其随着流动

时间的推移而发生相应的变化. 当微团的流动特征

时间远大于热力学非平衡过程的弛豫时间时, 偏离

热平衡态的输运性质可看为局部热力学的状态函数,  
 

 

图 1  流体微团压力变化和弛豫时间的示意图(压缩情形) 
Figure 1  Schematic diagram of pressure variation and relaxation time 
in fluid particle (compression case). 

即满足局部热力学平衡的假设条件, 此时的体积黏

性作为耗散输运系数是有效的[5,20,22]. 因此, 基于局

部热平衡的条件, 流体微团从 0t 时刻的非平衡初态

到 et 时刻的平衡终态的弛豫过程中, 动力学压强 p

基本保持不变或其改变量 p 相对于热力学压强的改

变量 p 非常小, 可忽略不计. 于是有 
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(5)

 

由于速度散度等于流体微团的相对体积膨胀率 [38], 

对时间进行一阶近似展开 
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(6)

 

其中的 V 和 v 分别是该流体微团的体积和比容 , 

0et t   为弛豫时间, 指平衡态系统受外界扰动后

重新恢复到新的平衡态所经历的时间. 联立等式(4) 

–(6), 可得 

 0 0 0

0 0 0

,
( ) ( )

e

e

p p p p

v v v
 

 
  

  V
 (7a) 

并注意 0t 的任意性, 则 

 .
p

v v
 
 


 (7b) 

体积(弹性)模量是指在绝热条件下使物体产生

单位值的体积相对变化所需施加的额外压强[5,38–40], 

它的数学表达式为 

 
0

lim .
p

p
K

v v 

 
   

 (8) 

于是, 由等式(7)–(8)可得一般表达式 
 ,K   (9) 

即体积黏性系数等于体积模量与弛豫时间的乘积 . 

气体的等熵体积模量为[5,38–40] 

 = .s
s s

p p
K v

v



           

 (10) 

由于声波的低频传播是等熵过程, 则流体中声速的

一般形式为[5,40]  
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s T

K p p
c 

  
    

         
 (11a) 

完全气体的声速为 

 .
p

c RT 


   (11b) 

因此, 若仅考虑低频情况, 联立等式(9)–(11), 可得完

全气体的体积黏性系数表达式 

 2 ,K c p         (12) 

等式(9)和(12)是由连续介质的观点推导而来, 可以看

出体积黏性系数 与 p 成正比.  

2.3  体积黏性新旧理论的比较 

单位质量的气体内能是温度的函数, 包含了各

种激发模态的能量, 一般表达式为 

 tr
1

( ) ,
N

n
n

e e T e e


    (13a) 

 
d
d, , ( ) ,n

v n v n

e
c c T

T
   (13b) 

其中 tre 为分子平动能, ne 为与体积黏性有关的能量, 

包括转动能、振动能、离解能和电子能等, ,v nc 为第 n

种内能激发态下的定容比热容. 分子运动论导出了

不同情形下的体积黏性系数公式, 如下: 

单组分单一模态(转动能)的体积黏性为[3,10,11] 

 rot
rot rot rot2

( 1) ,
vv

cpR
c p

cc
       (14a) 

单组分多模态的体积黏性为[10,11] 
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 
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多组分多模态的体积黏性为[12] 
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其中的平均弛豫时间有两种形式[12,33,35] 
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或 

 
,
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,
m
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


 (14e) 

等式(14d)和(14e)分别为 m 的算数平均(或加权平均)

和几何平均形式, 本文认为选取算数平均更为合理, 

其理由是它能够使等式(14c)退化为等式(14b), 也能

使等式(14b)退化为等式(14a). 其中的 mX 为组分m占

总混合组分的百分比, m
vc 为组分 m 的定容比热容, 

,
m
v nc 为组分m在第n种激发态下的定容比热容, ,

m
v n 为

组分 m 在第 n 种激发态下对应的弛豫时间. 

由等式(14)可知, 分子运动论的结果给出了不同

能量模态对体积黏性的贡献大小及相应的弛豫时间. 

对于单原子气体, 只有平动能 tre 而所有的 ,v nc 为零, 

因此  等于零 , 这与分子运动论预测是吻合的 [3,5]. 

另外, 体积黏性系数同热力学压强与弛豫时间的乘

积成正比[20], 即 

 ( ),i
i

p   (15) 

这与本文导出的理论结果等式(12)是一致的.  

然而, 本文通过连续介质观点给出的等式(9)和

(12), 在推导过程中并没有涉及流体微团内部的组分

成分、激发模态, 以及化学反应, 因此更具一般的物

理意义, 即体积黏性效应是由流体微团体积模量和

热力学非平衡态过程所需的弛豫时间共同决定的 . 

等式(12)中的弛豫时间 实际是指整个热力学系统的

平均弛豫时间, 由等式(14)可知, 多组分多模态的总

平均弛豫时间为 

 total
,

,
1 1

.
mM N
v n m

m v n
m n v

c
X

c
 

 

   (16) 

因此, 分子运动论和目前理论的结果分别为 

 kin
,

,
1 1

( 1) ,
mM N
v n m

m v n
m n v

c
p X

c
  

 

    (17) 

 con total total
,

,
1 1

,
mM N
v n m

m v n
m n v

c
K p p X

c
     

 

     (18) 

其中的 kin 和 con 表示分子运动论和连续介质理论的

体积黏性系数, total 为总平均弛豫时间. 比较易知, 

从新旧理论的结果仅相差一个含  的系数, 前者是

后者的 ( 1)   倍. 

2.4  剪切黏性和体积黏性的物理涵义 

剪切黏性表征了流体微团的剪切效应. 当两平

行平板存在同向的速度差时, 充满其间的流体便受

到一个沿自身切向方向的内摩擦力 xy , 其大小为 
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 .xy

u

y
  




 (19) 

它与流速 u (x方向)在 y方向的速度梯度成正比, 比例

大小为剪切黏性系数  . 

体积黏性表征了流体微团的膨胀或压缩效应 . 

当管道内气体受到压缩时, 后面的压缩波会追赶前

面的压缩波, 若流体微团的绝对速度超过声波传播

速度时便会出现激波间断面, 这时流体微团受到一

个沿自身法向方向的表面应力 p , 其大小满足 

 ,p p    V   

它同热力学压强的差值与体积相对变化率成正比 , 

比例大小为体积黏性系数 .  

由此可见, 剪切黏性和体积黏性分别是流体微

团所受切向应力和法向应力的大小的度量, 二者是

可压缩流体固有的物理属性. 

3  体积黏性的理论计算 

这里以双原子的氮气为例, 采用两种理论对不

同温度下的体积黏性系数进行预测和评估. 考虑转

动能和振动能, 理想气体的定容比热容为 

 

 
vib

vib

tr rot vib

vib
2

2

3 e
,

2 e 1

v

T T

T T

c c c c

T
R R R

T

  

     
  

 
(20)

 

其中的 trc , rotc 和 vibc 分别是平动、转动和振动模激发

态下的定容比热容, 且比热比为 

 ( ) 1 .
v

R
T

c
    (21) 

3.1  量热完全气体 

对于量热完全气体, 仅有平动能和转动能, 分子

碰撞数 rotZ 和转动弛豫时间 rot 采用 Parker[41]的结果, 

剪切黏性系数采用 Sutherland 公式[8], 即 

 rot rot
rot 0.51.5 * 2 *

,

1
2 4

c

Z
Z

T T
T T






 
    

      
   

 (22a) 

 ,
4c p

 
  (22b) 

 rot rot rot ,4cZ Z
p

  
   (22c) 

 
1.5

0

0 0

,s

s

T TT

T T T




  
    

 (22d) 

其中 c 为分子连续碰撞两次的平均时间, rot 15.7Z   , 

K K K*
080 ,  273.16 ,  104 ,sT T T       标准条件下的

剪切黏性系数为 6
0 16.6 10  Pa s.    将等式(18)分

别代入等式(17)和(18), 得 

 rot rot
kin rot( 1) ,

4 v

c
Z

c
  

   (23a) 

和 

 rot rot
con rot ,

4 v

c
Z

c
  

  (23b) 

其中 rot
kin 和 rot

con 分别表示转动模态下分子运动论和连

续介质理论的体积黏性系数.  

在 600 K温度以下, 氮气分子只具有平动能和转

动能, 图 2 给出了 273–1000 K 范围内氮气的转动弛

豫时间 rot 和碰撞次数 rotZ . 在 300 K (293–307 K)附

近, 理论计算的弛豫时间和碰撞次数与实验数据[23]

吻合得很好, 该温度下 N2 分子只需要几次碰撞就能

达到平衡, 约 1010 s, 不过即使在 600 K 以上, 氮气

分子的碰撞次数和弛豫时间并没有明显增加, 说明

转动弛豫过程对温度不敏感. 

图 3 的(a)和(b)分别是氮气体积黏性系数和黏性 
 

 

图 2  (网络版彩图)氮气分子的转动弛豫时间和碰撞数 
Figure 2  (Color online) Rotation relaxation time and collision 
numbers of Nitrogen molecule. 
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图 3  (网络版彩图)转动激发态的氮气分子: (a) 分子运动论

和连续介质理论的体积黏性系数; (b) 分子运动论和连续介

质理论的黏性系数之比  
Figure 3  (Color online) Nitrogen molecules in rotational mode: (a) 
The bulk viscosity coefficient  in the kinetic and continuum theories; 
(b) the viscosity ratio / in the kinetic and continuum theories. 

比在两种理论下的计算结果. 从图 3(a)中可以看出, 

连续介质理论计算的体积黏性(长虚线所示)要高于

分子运动论计算的结果(实线所示), 在 300 K 附近后

者的理论预测更接近声波实验数据. 表 1 给出了两种

理论与实验的结果比较: 对于体积黏性系数 , 分子

运动论的结果与低温段的实验数据吻合得很好, 而

连续介质理论的结果略比高温段的实验数据, 是分

子运动论结果的 3.5 倍; 而黏性比  也有类似的结 

表 1  体积黏性的理论和实验[23]比较 (293–307 K) 
Table 1  Comparison of the theoretical value and experimental data 
[23] for the bulk viscosity from 293 to 307 K 

理论和实验 ×106 (Pa s) / 

分子运动论 8.76–9.26 0.50–0.51 

连续介质理论 30.66–32.41 1.75–1.78 

实验数据 7.50–15.20 0.43–0.85 

 
论. 需指出的是, 实验测量的体积黏性存在 10%的误

差[23]. 从实验和两种理论可以看出, 在 300 K 附近氮

气的体积黏性和剪切黏性基本为同一数量, 这与其

他文献[3,5]指出的结果一致. 

3.2  热完全气体 

对于热完全气体, 除了平动能和转动能外, 还有

振动能. 转动弛豫时间、分子碰撞时间和碰撞数的表

达式与 3.1节相同, 振动弛豫时间[3]
vib 和振动分子碰

撞数的表达式分别为 

 
 

vib

1 3

1 2exp
,

C C T

p


 
   (24a) 

 
 

vib
vib

1 3

1 2exp4
,

c

C C T
Z


 

 
  


 (24b) 

其中氮气的振动特征温度为 vib 3400T  K, 常系数

9
1 7.12 10  atm sC   , 6

2 1.91 10C   K. 联立等式(20)

和(24)分别代入等式(17)和(18), 分别得 

  
 

vib
kin

rot vib
rot

1 3

1 2( 1) exp ,
4 v v

c c
Z C C T

c c



 
        

 
(25a)

 

 
 

vib
con

rot vib
rot

1 3

1 2exp ,
4 v v

c c
Z C C T

c c



 
       

 
(25b)

 

其中的 vib
kin 和 vib

con 分别表示振动模态下分子运动论和

连续介质理论的体积黏性系数.  

当温度超过 600 K 后, 氮气分子具有平动能、转

动能和振动能. 图 4 给出了 600–6000 K 范围内氮气

的振动弛豫时间vib(红色实线)、碰撞次数 Zvib(绿色虚

线)和相应的实验数据[42]. 可以看出, 分子振动激发

与转动激发的物理特征大不相同: 随着温度的增加, 

振动弛豫时间和碰撞数呈指数下降趋势. 在 1000 K

附近vib 约为 310  s, 高出转动弛豫时间rot 约 6 个数 
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图 4  (网络版彩图)氮气分子的振动弛豫时间和碰撞数 
Figure 4  (Color online) Vibration relaxation time and collision 
numbers of Nitrogen molecule. 

量级, Zvib 约为 610 , 即振动弛豫过程需要几十万次的

分子碰撞才能完成[9].  

图 5(a)和(b)分别是氮气在振动模态下的体积黏

性系数和黏性比的预测结果. 从图 5(a)中可以看出, 

连续介质理论计算的体积黏性系数 (绿色长虚线所

示)虽然略高于分子运动论计算的结果(红色实线所

示), 但二者的变化趋势基本完全一样, 图 5(b)中的

黏性比  也有类似的变化趋势. 比较图 5 和图 3, 

在 1000 K 附近, 振动激发态下的 和  要比转动

激发态下的结果高出 5–6 个数量级, 这表明振动弛豫

过程对温度变化更为敏感, 并且随着温度的增加而

逐渐减小. 在 1000 K 温度下, 连续介质理论的结果

是分子运动论的 3.94 倍.  

4  结论 

从连续介质假设的观点出发, 导出了体积黏性

系数的理论表达式. 该结果与分子运动论的结果相

比: 它从宏观上明确阐释了流体体积黏性的物理涵

义, 即可压缩流体的体积黏性效应是由体积模量与

弛豫时间之乘积来度量的; 两种理论的结果是一致

的, 仅相差一个含  的系数. 

以双原子的氮气为例, 考察了量热完全气体的 

 

图 5  (网络版彩图)振动激发态的氮气分子: (a) 分子运动论

和连续介质理论的体积黏性系数; (b) 分子运动论和连续介

质理论的黏性系数之比  
Figure 5  (Color online) Nitrogen molecule in vibrational mode: (a) 
The bulk viscosity coefficient  in the kinetic and continuum theories; 
(b) the viscosity ratio / in the kinetic and continuum theories. 

转动弛豫过程, 目前的理论结果略高于分子运动论

的预测结果, 更接近于高温段的实验数据. 对于热完

全气体的振动弛豫过程, 两种理论对体积黏性系数

和黏性比的预测趋势基本相同, 随着温度增加均呈

指数下降变化. 在振动激发态下, 氮气分子的弛豫时

间、分子碰撞数和体积黏性要比转动激发态下的高出

几个数量级. 
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The continuum theory of bulk viscosity in compressible fluids 

LI XinDong, HU ZongMin & JIANG ZongLin* 

Institute of Mechanics, Chinese Academy of Sciences, Beijing 100190, China 

A new theoretical formula of bulk viscosity in compressible fluids is derived by the continuum medium assumption, 
which first indicates a macroscopic physical interpretation that the bulk viscosity coefficient is equal to the product of 
bulk modulus and relaxation time. For nitrogen in the rotational and vibrational energy modes, the bulk viscosity of 
the present continuum theory shows slightly higher results than that of the kinetic theory, but the theories provide a 
same predicted trend. In the vibrational relaxation process, the relaxation time, collision number and the bulk 
viscosity coefficient are several orders of magnitude larger than that in the rotational mode.  

compressible fluids, Stokes assumption, bulk viscosity, relaxation time, rotational mode, vibrational mode 

PACS: 47.10.ad, 51.10.+y, 51.20.+d, 51.35.+a 

doi: 10.1360/SSPMA2015-00411 


