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摘  要：传统热传导的分析基于连续模型，无法刻画热量在两个接触体之间的传递。该文提出了一种非连续介质

中热传导过程的数值计算方法，并编制了相应的 C++计算程序。该方法首先将计算域离散为一系列的块体，块体

内部划分若干连续介质单元，块体边界设定为潜在接触界面，并利用半弹簧-半棱联合接触模型进行接触对的快速

检索及标记。每个块体内部的热传导采用传统连续模型进行计算(该文采用有限体积法)，每个接触界面采用点面

接触型及棱棱接触型热传导模型进行描述。通过调整接触界面热传导系数中的刚度因子，可以实现接触界面对热

传导过程不同的抵抗效应。数值算例表明，该文所述方法可以较为准确地模拟热量在非连续介质中的传递过程；

接触界面上的刚度因子越大，界面对热传导过程的抵抗效应越小；当刚度因子大于 100，界面抵抗效应基本消失，

非连续介质的计算结果与连续介质的计算结果完全一致；此外，接触界面上的刚度因子仅影响热传导的瞬态过程，

而不影响其稳态解。 
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Abstract:  Conventional heat conduction analysis is based on continuous model, so it cannot describe heat 

transport between two bodies with contact. A numerical simulation method for heat conduction in discontinuous 

media is proposed, and a C++ computing code is developed. When simulating such problems, the domain is 

discretized as a series of blocks, and then each block is divided into several continuous elements. The boundaries 

of blocks are considered as potential contact interfaces, and the contact pairs are detected and marked efficiently 

according to the semi-spring & semi-edge combined contact model. In this method, a traditional continuous model 

is adopted for heat conduction inside each block (the Finite Volume Method is used in this paper), and a 

point-face type, edge-edge type heat conduction model is introduced for each contact interface. By modifying the 

stiffness factor of thermal conductivity for each contact interface, different heat transfer resistance effects can be 

realized. Numerical cases show that the method proposed in this paper can simulate heat conduction effects in 

discontinuous media well; the larger the stiffness factor on the contact interface, the smaller the heat conducting 

resistance effect of the contact interface; when the stiffness factor is larger than 100, interface resistance effects 
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mostly disappear, and the results of discontinuous media and continuous media are more or less the same; finally, 

the interface stiffness factor only affects the transient process of heat conduction, but has no influence on steady 

state solution. 

Key words:  discontinuous media; granular media; contact; heat conduction; stiffness factor 

 

地质体及松散堆积体是两类典型的非连续介

质。地质体被大量的断层、节理等分割为岩块及结

构面两个部分，岩块表征地质体的连续特性，结构

面表征非连续特性。松散堆积体(如矿石堆积体、谷

物堆积体等)同样可以划分为表征连续特性的块体

及表征非连续特征的接触面等两个部分。 

热传导过程在非连续介质中普遍存在，并直接

或间接地影响着非连续介质的力学特性。如冷热交

替对岩体力学性能的影响，冻结法施工对井壁强度

的影响，矿石等松散堆积体内部热量的积聚及传递

等[1－3]。 

为了进行非连续介质中热传导过程的数值分

析，要求数值算法能够准确描述块体内部及块体间

的热量传递过程。传统的数值方法基于连续介质力

学，如有限元法、有限体积法及边界元法等[4－6]，

只能分析块体内部的热传导过程，无法刻画接触界

面对热量传递的影响。颗粒离散元法是一种描述颗

粒状非连续体力学行为的数值方法，该方法假设颗

粒是刚性介质，变形及应力等力学特征依靠颗粒间

的接触传递。在利用上述方法进行热传导分析时，

每个颗粒被假设为储热器，而颗粒间的接触被假设

为一维热传导管道[7－8]。颗粒离散元法中的热传导

模型可以较为准确地表征接触界面对热传导过程

的影响，但无法准确描述颗粒内部的热传导过程。

块体离散元法是描述块体状非连续体力学行为的

数值方法[9－12]。利用该方法进行热传导模拟时，由

于每个块体可以离散为若干个连续介质单元，因此

可以准确反映热量在每个块体内的传递过程；此

外，通过在块体间的接触对上引入界面热传导模

型，即可表述两个块体间的热量传递过程。目前，

关于块体间接触界面的热传导模型研究较少，商用

软件 UDEC[13]通过对接触界面附近的单元进行分

割，实现接触边界两侧单元的共节点连接，从而实

现两个块体间温度的传递；UDEC 中接触界面热传

导过程的处理方法，不考虑界面对热传递的抵抗效

应，假设热量通过接触界面是瞬时完成的；此外，

UDEC 中的热传导处理方法只适用于棱-棱接触(2D)

或面-面接触(3D)等两种情况。 

本文基于块体离散元的基本算法，提出了一种

适用于表征非连续介质中热传导过程的数值方法，

并编制了相应的 C++程序。 

1  计算方法 

1.1  主要思路 

一般而言，非连续介质由若干块体及块体间的

接触边界组成(图 1)。块体由一个或若干个单元组成

(二维模型中的单元为三角形或四边形，三维模型中

的单元为四面体、五面体或六面体)，每个块体均表

征一个独立的连续体。接触边界根据接触类型的不

同可以分为不同的类型，二维情况下包含点-点接

触、点-棱接触及棱-棱接触等三类，三维情况下包

括点-点接触、点-棱接触、点-面接触、棱-棱接触、

棱-面接触及面-面接触等六类。 

 
图 1  二维非连续介质系统 

Fig.1  2D discontinuous media system 

图 1 表示的二维非连续介质系统共包含 5 个块

体，块体 1 由 5 个单元组成，块体 2 由 4 个单元组

成，块体 3 及块体 4 由 2 个单元组成，块体 5 由 1

个单元组成。块体 1、块体 2 之间，块体 3、块体 4

之间为棱-棱接触；块体 5、块体 1 之间，块体 5、

块体 2 之间及块体 3、块体 2 之间为点-棱接触；块

体 2、块体 4 之间为点-点接触。 

非连续介质中的热传导包含块体内部的热传

导及块体间的热传导两部分。块体内部的热传导采

用经典的连续介质热传导模型进行描述(本文采用

有限体积法进行求解)。块体间的热传导包括块体间

接触边界的热传导、块体间通过气相或液相进行的

热传导等。考虑到热量传递的效率及速度等问题，

本文主要关注块体接触边界上的热传导，即重点关
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注块体-接触面-块体的热传导模式。接触边界上的

热传导采用一维热传导模型进行描述，并通过调整

接触界面的刚度因子实现接触界面对热传导的不

同抵抗效应。为了快速建立非连续介质系统内复杂

的接触关系，本文采用半弹簧-半棱耦合模型进行接

触对的描述及标记。 

1.2  热传导方程描述 

介质中的热传导过程需要满足能量守恒方程

(式(1))及输运方程(式(2))。 
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其中： iq /(W/m2)为热流速矢量； vq /(W/m3)为单位

体积热源强度；T/(℃)为温度；  /(kg/m3)为介质的

密度；C/(J/kg/℃)为比热容；t/s 为热传导时间；

k/(W/m/℃)为热传导系数； ix 为空间坐标。 

将式(2)代入式(1)，即可获得热传导方程的经典

表述，为： 
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数值计算时，为了求解某一空间区域温度场的

演化，需要知道该区域的初始温度场(初值条件)，

及边界温度或边界热流量(边值条件)。 

1.3  块体内部的热传导计算 

采用有限体积法求解块体内部的热传导过程。

由于每个块体由若干个单元组成，首先根据节点的

温度计算单元热流速 iq ，为： 
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其中：N 为某单元包含的面个数(三角形单元中

N=3，四面体单元中 N=4)； jS 为第 j 个面的面积；
j

in 为面 j 的单位外法向量在 i 方向的分量；T 为温

度在第 j 个面上的平均值。 

根据单元热流速计算流经每个节点的热流量

q ，为： 
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其中：M 表示单元中与某节点相关的面个数(三角形

中 M=2，四面体中 M=3)； jN 为第 j 个面的节点数；

j 为面号。 

当有多个单元时，需对公共节点处的流量进行

叠加，并与外加热流量及接触边界热流量累加获得

节点总热流量 Qt，为： 
c
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其中：Nc为与某节点相关的单元数；Qapp 为外加热

流量边界； cnQ 为接触边界处获得的热流量。 

根据总热流量 Qt 计算温度改变量 T ，为： 

t
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其中： t 为计算时步； nV 为节点体积。 

根据本时步的温度该变量计算下计算步的温

度，为： 

( ) ( )T t t T t T               (8) 

对于四边形单元、五面体单元及六面体单元的

热传导计算，可采用混合离散的方式，分别拆成 4

个三角形单元、6个四面体单元及10个四面体单元。 

1.4  块体间接触关系的确定 

为了进行块体间热量的传递计算，需要建立块

体间的接触拓扑关系。本文采用半弹簧-半棱联合接

触模型[14－15]进行接触对的检索及标记。 

半弹簧由单元顶点缩进至各棱(二维)或各面

(三维)内形成；半棱仅在三维情况下起作用，由各

面面内相邻的半弹簧连接而成(图 2)。图 2 的二维三

角形中共包含 6 个半弹簧，三维四面体中共包含 12

个半弹簧及 12 个半棱。半弹簧形成时，缩进距离

一般取顶点到各棱或各面中心距离的 1%~5%(本文

取 5%)。 

顶点

半弹簧

顶点

棱

半棱

半弹簧

二维三角形 三维四面体  
图 2  半弹簧-半棱示意 

Fig.2  Description of semi-springs and semi-edges 

由于半弹簧及半棱找到对应的目标面及目标

棱后，方能构建出完整的接触，因此称之为“半”

弹簧及“半”棱(图 3)。 

      

(a) 半弹簧-目标面接触      (b) 半棱-目标棱接触 

图 3  两类接触对 

Fig.3  Two contact pairs 
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对于传统的接触检测方法，除面-面接触外均无

法准确计算出两个块体的接触面积。而本文采用的

半弹簧-半棱接触模型，由于半弹簧、半棱均位于各

棱(二维)或各面(三维)内，因此均具有各自的特征面

积(二维情况下取单位厚度)，为： 

SS f v/A A N                   (9) 

SE SS SSi jA A A               (10) 

其中： SSA 、 SEA 是半弹簧、半棱的特征面积； fA 为

半弹簧、半棱所在母面的面积； vN 表示所在母面

的顶点数； SS iA  、 SS jA  为组成半棱的两根半弹簧

的面积。 

利用上述方法构建接触对时，包含初步检测及

精确检测等两个步骤。初步检测用于筛选出当前时

步与半弹簧或半棱可能接触的单元，并形成相应的

单元集合；为了加速搜索计算，本文采用了子空间

法。精确检测时，分别循环每个单元的每个面及每

条棱，判断半弹簧是否存在目标面(棱)，半棱是否

存在目标棱(仅三维情况下实施)。 

半弹簧-半棱联合接触模型将二维情况下的三

类接触关系转化为半弹簧-目标棱的关系(即广义的

点-面接触关系)，将三维情况下的六类接触关系转

化为半弹簧-目标面及半棱-目标棱等两类关系(即

广义的点-面、棱-棱接触关系)，从而简化了计算，

提升了接触检索效率。 

上述接触模型的基本算法、检索步骤、计算精

度及计算效率已在文献[14－15]中详细论述，此处

不再赘述。 

1.5  接触边界上的热传导计算 

基于 1.4 节构建出的半弹簧-目标面(棱)接触对

及半棱-目标棱接触对，形成点面接触型热传导模型

及棱棱接触型热传导模型(图 4)。图中， cQ 为流经

接触面的热流量， 1T 、 2T 分别表示接触点处块体 1

及块体 2 的插值温度， 1N 、 2N 、 3N 、 4N 为块体 

 

(a) 点-面接触型热传导   (b) 棱-棱接触型热传导 

图 4  接触界面上的两类热传导模型 

Fig.4  Two heat conduction models on the interface 

 

节点编号。 

接触界面上的一维热传导方程为： 

1 2
c b

T T
Q k A

L
 

 


           (11) 

其中： L 为接触边界的特征厚度(本文取半弹簧或

半棱所在母单元的特征长度)；A为半弹簧或半棱的

特征面积； bk 为接触界面两侧块体的平均热传导系

数；  为刚度因子(一般取 0.1~100)。 

令接触界面上的热传导系数 bik k 。则当

0  时，接触面热传导系数为 0，表明热量无法在

两个接触块体间进行传递；当   时，接触界面

热传导系数为 ，表明热量在两个接触块体间瞬

时完成传递(等价于连续介质模型)。 

因此， 表示的是接触界面热传导系数与连续

介质热传导系数的比值。数值计算时，可以通过调

整刚度因子  ，获得不同的接触界面热传导系数。 

利用式(11)计算获得接触面热流量 cQ 后，需将

cQ 按照形函数插值的方式返回至块体节点，并进行

节点热流量累积。以二维点-面接触类型为例，如图

4(a)中，对于块体 1，直接将 cQ 累加至 1N ；对于块

体 2，需将 cQ 按照权系数分配给 2N 及 3N (式(12))。

以三维棱-棱接触类型为例，如图 4(b)中，对于块体

1， cQ 将通过权系数分配给 1N 及 4N ；对于块体 2，

cQ 将按权系数分配给 2N 及 3N (式(13))。 
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其中：
1 4

~N NQ Q 为节点 1~节点 4 上分配的热流量；

 、 1 为权系数。 

2  算例 

2.1  块体内部热传导过程的验证 

建立长 1 m，宽 0.02 m 的连续介质二维数值模

型，采用398个三角形单元进行离散(代表1个块体，

图 5)。该介质的热传导系数 1.6 W/m/℃，比热容

0.2 J/kg/℃，密度 1000 kg/m3，初始温度 0℃。模型

左、右两侧施加常温度边界，分别为 100℃及 0℃。 



 工    程    力    学 29 

 
图 5  一维热传导模型 

Fig.5  1D heat conduction model 

上述热传导过程存在级数解，为： 
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其中： ( , )T z t 为某一时刻某一位置处的温度； 1T 、

2T 为左右两侧的温度；L为模型长度， /( )k C  。 

距模型左侧 0.2 m、0.5 m 及 0.8 m 处温度随着

时间的变化曲线如图 6 所示。由图可得，数值计算

结果与理论解完全一致，表明了本文所述方法在求

解连续介质热传导过程中的精度。 
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图 6  测点温度随时间的变化 

Fig.6  Temperature vs time 

2.2  刚度系数对块体间热传导过程的影响 

建立内径为 2 m，外径为 5 m 的圆环热传导模

型，并用 960 个三角形单元进行离散(如图 7)。该介

质的热传导系数 4.2 W/m/℃，比热容 880.0 J/kg/℃，

密度 2000 kg/m3，初始温度 0℃。模型内、外两侧施

加常温度边界，分别为 100℃及 0℃。对模型中所有 

2 m
5 m

To=0℃

Ti=100℃

 
图 7  圆环热传导模型 

Fig.7  Annual conduction model 

的公共棱及公共节点进行分离，建立半弹簧-目标棱

接触对，构建点面接触型热传导网络。进行上述分

离后，模型共包含 960 个块体(每个块体含 1 个单元)

及 5760 个接触对。 

不同接触边界热传导的刚度因子下，半径

3.97 m 处的温度随时间的变化规律如图 8 所示，热

传导达到稳定状态时温度随半径的变化规律如图 9

所示。 
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图 8  半径 3.97 m 处温度随时间的变化规律 

Fig.8  Temperature vs time at radius 3.97 m 

 
图 9  稳态时温度随半径的变化规律 

Fig.9  Temperature vs radius at steady state 

由图 8 可得，刚度因子越大，热传导越早达到

稳态；刚度因子大于 100 后，非连续模型和传统连

续介质的计算规律基本一致。由此表明，只要刚度

因子足够大，非连续热传导模型可以获得与连续热

传导模型相同的结果。 

由图 9 可得，当热传导达到稳态后，不同刚度

因子下温度随半径的变化规律基本一致，表明刚度

因子并不影响稳态的计算结果。 

2.3  非对齐网格下的二维热传导 

地质体中存在大量的断层、节理等非连续面，

网格剖分时，非连续面两侧的网格往往不共节点(即

非对齐网格)。建立长 2 m、宽 2 m 的数值模型(图
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10)，该模型被两条正交的节理分割成 4 个块体(共

1196 个三角形单元)，编号分布为 A、B、C、D，4

个块体网格的平均尺寸分别为 0.3 m、0.2 m、0.1 m、

0.05 m。从图 10 可以看出，交界面附近的网格并不

彼此连续，呈现典型的非对齐特征。 

2 m

A

BC

D

1 m

i

 
图 10  非对齐网格数值模型 

Fig.10  Numerical model of non-alignment grid 

该数值模型的热传导系数 4.2 W/m/℃，比热容

880.0 J/kg/℃，密度 2000 kg/m3，初始温度 0℃，接

触边界热传导刚度因子为 10。模型四周施加常温度

边界条件，温度值为 0℃；在 B 块体靠近模型中心

处的节点 i 上施加常温度条件(图 10)，温度值为

100℃。热传导达到稳态后的温度场分布如图 11 所 

100

0

50

25

75

温度: ℃

 
图 11  稳态时的温度场 

Fig.11  Temperature contour at steady state 

示，由图可得，利用本文所述方法，可以计算非对

齐网格间的热传导问题，从而为不连续体间的热量

传递分析提供了有效手段。 

2.4  散体介质中的三维热传导 

首先利用文献[14－15]中所述的半弹簧-半棱接

触模型产生松散堆积体。建立长 2 m、宽 2 m、厚 5 cm

的堆积平台，在平台中心上方距平台 0.3 m 处设置直

径为 0.4 m 的球体，在球体正上方设置边长为 0.4 m

的立方体，模型总共包含 7552 个块体，每个块体一

个单元(图 12(a))；在重力作用下，球体及正方体逐

渐下落，并形成稳定的堆积体(图 12(b))。 

 

(a) 初始状态 

 
(b) 最终状态 

图 12  松散堆积体的形成 

Fig.12  Formation of loose accumulation 

设上述松散堆积体及底部平台的热传导参数一

致。其中，热传导系数3.1 W/m/℃，比热容 880.0 J/kg/℃，

密度 2500 kg/m3，初始温度 25℃，接触边界热传导

刚度因子为 10。在底部平台施加 100℃的温度边界

条件，观察松散体中温度随时间的变化规律(图 13)。

由图可得，随着时间的增加，热量逐渐向松散体顶

部传递，松散体温度逐渐升高；热传导 0.14 h 后，

松散体底部附近区域的温度已经有了明显的变化；

热传导 7.78 h 后，绝大部分松散体的温度均发生了

显著变化，且越靠近底部平台，温度越高。 

松散堆积体中心距底部平台不同距离处的温 

(a) 0.14 h (b) 3.19 h (c) 7.78 h

Temperature：℃

25 10062.543.75 81.25

 
图 13  松散堆积体中的热传导过程 

Fig.13  Heat conduction in loose accumulation 

温度/(℃)

25.00 43.75 62.50 81.25 100.00

(a) 0.14 h (b) 3.19 h (c) 7.78 h 

温度/(℃) 
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度随热传导时间的变化曲线如图 14 所示。由图可

得，随着热传导时间的增加，不同位置处的温度逐

渐上升，且距离底部平台越近，温升速度越快。12 h

后，距平台底部 0.11 m 处的温度已达 95℃，而距

平台底部 0.49 m 处的温度也已达 50℃。 

 
图 14  散体中心典型位置的温度随时间的变化 

Fig.14  Temperature vs time at different positions 

图 13、图 14 给出的计算结果表明了本文所述

方法可以较为准确地分析松散堆积体中的热传导

过程。 

3  结论 

文章提出了一种计算非连续介质中热传导过

程的数值模拟方法。该方法将计算模型离散为块体

及接触边界等两部分；块体由一个或多个单元构

成，采用有限体积法进行热传导过程的求解；接触

边界由半弹簧-半棱联合接触模型构建，采用点面接

触型及棱棱接触型热传导模型进行两个接触块体

间热量传递过程的计算，并利用刚度因子表征接触

界面对热传导过程的抵抗效应。 

4 个数值算例表明，本文所述方法可以较为准

确地模拟热量在非连续介质及散体间的传递过程；

接触界面上的刚度因子越大，界面对热传导过程的

抵抗效应越小；此外，刚度因子仅影响热传导的瞬

态过程，而不影响其稳态解；当上述刚度因子在 100

及以上时，非连续介质的计算结果与连续介质的计

算结果完全一致，表明了本文所述方法可以退化到

经典的连续介质模型。 

接触界面上热传导系数中刚度因子的获取，不

同接触类型对热传导过程的影响，非连续介质中气-

固界面及液-固界面的热传递描述，非连续介质温

度、应力、渗流等多场耦合计算，热传导引起的接

触界面断裂滑移等将是今后的研究重点。 
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