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带电胶体粒子弹性有效电荷测量的理论改进∗
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( 2016年 11月 22日收到; 2016年 12月 17日收到修改稿 )

对于带高电荷的胶体粒子形成的胶体晶体, 用现有的剪切模量与粒子间相互作用的理论模型去计算剪切
模量时, 得到的结果要比实验测量值大很多, 而根据此理论模型由剪切模量测量值拟合得到的粒子表面有效
电荷也比实验测量的表面有效电荷小很多. 这个问题一直没有合理的解释. 分析认为这是由于理论模型基于
理想晶体, 并没有考虑到实际晶体中存在孔隙等缺陷会造成材料机械性能的下降. 针对该因素, 本文对已有
的理论模型进行了修正, 引入了孔隙造成的影响, 同时使用 Sogami-Ise相互作用势代替原来常用的Yukawa
作用势. 研究中用扭转共振法测量了带电粒子胶体晶体的剪切模量, 比较了分别根据修正前后的关系模型由
所测剪切模量拟合的有效电荷 (弹性有效电荷), 证实修正后的理论模型更合理, 与使用Alexander等的方法
得到的归一化电荷相比, 一致性有了明显提高.

关键词: 有效电荷, 剪切模量, 孔隙, 胶体晶体
PACS: 61.46.Bc, 64.70.pv, 82.70.Dd, 47.57.–s DOI: 10.7498/aps.66.066102

1 引 言

胶体粒子的水溶液分散体系在化工领域有着

广泛的应用. 当分散在水或者其他极性溶液中时,
胶体粒子表面的反离子常发生溶解从而使胶体粒

子带电 [1,2]. 胶体粒子的带电特性影响了胶体体系
的很多性质, 如电泳、粒子间相互作用、胶体体系稳
定性等 [3−5]. 此外, 带电粒子胶体体系还可以在一
定条件下形成某种结构, 如有序的胶体晶体等, 而
粒子的带电情况会直接影响形成的胶体晶体的弹

性等宏观性质 [6−8].
虽然胶体粒子表面的固有电荷 (intrinsic

charge, 键合在粒子表面的离子化基团的总数)
很容易用化学方法 (如电导滴定法)直接测得, 但
实际上胶体粒子表面带电的情况相当复杂, 在很

多情况下, 固有电荷并不能和体系的相关性质直
接联系起来. 这是因为在带电胶体粒子表面形
成一种胶体 -反离子的复杂结构, 即反离子聚集
(counterion association) 现象. 这一现象屏蔽了粒
子的固有电荷Z, 使得粒子好像表现出了一个小于
固有电荷的表观电荷, 叫做有效电荷Z∗ (effective
charge) [3,9,10]. 目前有效电荷的测量方法有很多,
不同方法得到的有效电荷有着不同的称谓, 分别
如下: 1)通过电导滴定法得到的叫做滴定有效电
荷Z∗

t ; 2)通过电导率 -数密度法得到的叫做迁移有
效电荷Z∗

σ; 3)通过扭转共振法 (针对胶体晶体体
系)得到的叫做弹性有效电荷Z∗

G(effective elastic-
ity charge); 4)通过Alexander的平均场归一法得
到的叫做平均场归一电荷Z∗

PBC.
国际上关于粒子表面有效电荷已有很多的

研究, 其中最早定量分析胶体晶体中胶体粒子
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电荷归一化方法的是Alexander等, 其在Wigner-
Seitz (WS)球形胞格模型中数值求解Poisson-
Boltzmann (PB)方程, 再在胞格边界处将PB方
程的Debye-Hückl线性近似式中的静电势能与非
线性PB方程结果相匹配. 这种利用固有电荷Z求

得粒子有效电荷的方法叫作平均场归一法 (mean
field renormalization) [3,11,12], 所得有效电荷叫作
平均场归一电荷Z∗

PBC. 周宏伟等 [2] 的研究结果

表明用电导滴定法得到的滴定有效电荷Z∗
t 和电导

率 -数密度法得到的迁移有效电荷Z∗
σ 相一致, 差

值在 7%以内. 而Wette等 [11,13]的研究表明电导

率 -数密度法得到的迁移有效电荷值Z∗
σ并不适用

于估算带电粒子胶体晶体剪切模量的理论模型,
因为迁移有效电荷比根据此模型拟合的弹性有效

电荷Z∗
G大40%左右. Shapran等 [12]的研究结果表

明, 由扭转共振法反推得到弹性有效电荷Z∗
G和由

平均场归一法得到的平均场归一化电荷Z∗
PBC之

间相差较小, 在 20%以内. 考虑到平均场归一电荷
Z∗

PBC与粒子间的相互作用相关
[3], 而弹性有效电

荷Z∗
G也是通过剪切模量反推得到, 其使用的理论

公式也与粒子间相互作用有关 [14,15], 因而这两种
方式得到的电荷差别较小是符合理论预期的.

然而, 最近的研究显示由高电荷粒子形成的胶
体晶体中往往有孔隙等缺陷存在, 缺陷无疑会降低
胶体晶体的机械性能 [7,8,16,17]. 而目前弹性有效电
荷的测量所使用的理论模型都以没有缺陷的理想

晶体为前提, 没有考虑到孔隙的影响, 因而不能正
确描述有孔隙存在时的胶体晶体体系的性能. 针对
这一问题, 本文旨在修正用以拟合弹性有效电荷所
使用的剪切模量 -相互作用势关系式模型, 在其中
引入孔隙的影响, 并和其他方法得到的有效电荷结
果进行比较, 验证我们改进的弹性有效电荷测量方
法的有效性.

2 理论模型的改进

之前用于拟合弹性有效电荷的剪切模量 -相互
作用势关系模型是针对没有孔隙的理想的胶体晶

体, 其对于体心立方 (bcc)和面心立方 (fcc)结构的
表达式分别为 [11,15,18]

Gbcc(dbcc) = fA
3
√
3

4d3bcc

(
4

9
d2bcc

∂2V (r)

∂r2

∣∣∣∣
r=dbcc

+
8

9
dbcc

∂V (r)

∂r

∣∣∣∣
r=dbcc

)
(1)

和

Gfcc(dfcc) = fA

√
2

d3fcc

(
1

2
d2fcc

∂2V (r)

∂r2

∣∣∣∣
r=dfcc

+
3

2
dfcc

∂V (r)

∂r

∣∣∣∣
r=dfcc

)
, (2)

式中 dbcc和 dfcc分别为bcc和 fcc结构的最近邻粒
子间距; V (r)表示间距为 r的两个粒子间的相互作

用势; 而 fA是一个数值因子, 用于表示在平均情况
下朝向随机的晶粒具有的不同的边界条件, 它的理
论极限值分别是应变均匀分布时的 fA = 0.4和应

力均匀分布时的 fA = 0.6, 对于多晶样品, 在大多
数情况下 [19,20]fA = 0.5.

然而, 已有研究表明, 表面带有高电荷的胶体
粒子形成的胶体晶体内部存在有孔隙, 这些孔隙会
降低晶体的剪切模量. 本文在拟合弹性有效电荷
时, 将采用考虑了孔隙影响的修正后的剪切模量 -
相互作用势关系模型. 胶体晶体的孔隙与多孔固
体材料的孔隙相类似 [21,22]. 描述多孔固体材料结
构特征的最重要的参数是相对密度 (ρ/ρ0), 其中ρ

是考虑孔隙体积时的整体平均密度, ρ0是组成多孔
固体的固体材料的密度 [23]. 已有的Gibson-Ashby
模型 [24]显示多孔固体的杨氏模量大小与相对密度

的平方成正比, 而与泊松比无关, 即剪切模量也与
相对密度的平方成正比. 于是将此模型类比到同
样带有孔隙的胶体晶体中. 为此, 需要有一个和相
对密度 (ρ/ρ0)等价的参数. 我们这样考虑, 当形成
的胶体晶体不存在孔隙时, 胶体粒子会布满整个
胶体样品空间, 这时最近邻粒子间距为duni, 其值
可以由其中的胶体粒子数密度及形成的晶体类型

推算得到. 当胶体晶体中有孔隙存在时, 孔隙会占
据一部分空间, 实际胶体晶体所占空间就会比整
个样品体积小, 即相当于胶体晶体本身所占空间
被压缩, 但总粒子数没有变化, 因此最近邻粒子间
距将会变小, 其值 dexp是由实际测量的反射光谱

的波峰位置计算得到的. 所以有dexp < duni. 如
果样品空间被晶体充满, 不存在孔隙 (当粒子表面
电荷低时就是这种情况), dexp和duni两者是相等

的. 对此问题的描述, 可以进一步参考相关的文
献 [8, 25]. 于是可以得到在胶体晶体中与相对密度
(ρ/ρ0) 等价的参数为 (dexp/duni)

3, 而孔隙率的大
小则为1− (dexp/duni)

3.
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于是, 为了考虑孔隙的影响, 可以在剪切模
量 -相互作用势模型中引入因数 (dexp/duni)

6, 则带
有孔隙的胶体晶体整体的剪切模量表达式修正为

Gbcc(dbcc) =fA
3
√
3

4d3bcc

(
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duni

)6(
4

9
d2bcc

∂2V (r)

∂r2

∣∣∣∣
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+
8

9
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∂V (r)

∂r

∣∣∣∣
r=dbcc

)
(3)

和

Gfcc(dfcc) =fA

√
2

d3fcc

(
dexp
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)6(
1

2
d2fcc

∂2V (r)

∂r2

∣∣∣∣
r=dfcc

+
3

2
dfcc

∂V (r)

∂r

∣∣∣∣
r=dfcc

)
. (4)

由于上述公式中的dexp/duni以六次方的形式

出现, 即使dexp/duni十分靠近 1时, 孔隙的影响也
不能忽略. 另外, 我们将使用Sogami-Ise(SI)相互
作用势代替Yukawa相互作用势, SI作用势中考虑
了 “以反离子为媒介的引力”, 承认了胶体晶体内
有孔隙存在 [25]. Yukawa [26,27]和SI相互作用势 [28]

的表达式分别如下:

VYukawa(r) =
Z2

ee
2

4πε0εr

[
exp(κa)
1 + κa

]2 exp(−κr)

r
, (5)

VSI(r) =
Z2

ee
2

4πε0εr

[
sinh(κa)

κa

]2(
A

r
− κ

2

)
× exp(−κr), (6)

这里Z e是粒子有效电荷数, e是基本电荷, r是粒
子间距, a是粒子的半径, A = 1 + (κa)coth (κa).
参数κ是反Debye屏蔽长度,

κ2 =
e2

ε0εrkBT
(nZ e + nsalt), (7)

其中n是胶体悬浮液中粒子的数密度, ε0εr是悬浮

液的介电常数, kBT是热力学能, 而背景电解质盐
离子数密度nsalt = 2NAc, NA是Avogadro常数, c
是其他盐离子的摩尔浓度.

3 材料与实验方法

3.1 聚苯乙烯乳胶粒子与参数测量

本文实验中用到的五种单分散聚苯乙烯乳

胶 (PSL)粒子是使用乳液聚合法 [29]合成而得的,
并且通过多次离心和过滤, 确保了粒子的单分散
性 [30,31]. 粒子的平均直径 (2a)和多分散度 (PDI)
由动态光散射仪 (BI-200SM, Brookhaven, USA)测

得 [2,32], 电迁移率µp由激光多普勒测速仪 (Zeta-
Plus, Brookhaven, USA)测得 [33], 结果列于表 1 .

表 1 胶体粒子的属性

Table 1. Parameters of colloidal particles.

粒子
直径

2a/nm
PDI

µp

/10−8 m2·V−1·s−1
dexp/duni

PSL-1 80.9 0.022 4.31 0.93

PSL-2 82.0 0.049 5.05 0.95

PSL-3 85.8 0.047 5.07 0.89

PSL-4 82.5 0.017 4.25 0.88

PSL-5 90.1 0.053 2.99 0.96

由于有孔隙的存在, 用反射光谱法测得的胶
体晶体最近邻粒子间距dexp往往小于根据粒子数

密度计算而得的平均最近邻粒子间距duni. 已有研
究 [8,34]表明,同种粒子形成的胶体晶粒的dexp/duni

值一定, 并不随着胶体晶体中粒子数密度的改变而
改变. 本文中所使用的胶体粒子形成的胶体晶体的
dexp/duni值见表 1 .

3.2 平均场归一法

使用平均场归一法得到归一化有效电荷需要

知道粒子的固有电荷, 因此, 我们首先使用电导滴
定法测量胶体粒子的固有电荷Z. 电导滴定法的实
验装置 [2]包括储液池、离子交换树脂管、电导电极、

电导率测量仪、蠕动泵、恒温水浴和磁力搅拌器. 用
软管将储液池和离子交换树脂管连接起来, 通过蠕
动泵驱动可以将储液池中的溶液去离子化.

测量实验在恒温水浴为 25 ℃时进行. 电
导滴定时, 首先配制含PSL粒子的质量分数在
0.01—0.02之间的胶体悬浮液, 然后用移液器逐
次加入 20—40 µL的浓度为 0.01 mol/L的NaOH
标准溶液, 用磁力搅拌器混合均匀后记录溶液的电
导率σ. 溶液的电导率先下降后上升, 当稳定上升
后停止加入NaOH溶液.

分析电导滴定图 1 , 以PSL-4为例, 分别线性
拟合电导率σ下降阶段与上升阶段的数据点, 两
条拟合直线的交点所对应的NaOH溶液的体积
为Ve,NaOH, 可以认为加入体积为Ve,NaOH的标准

NaOH溶液时为中和反应的终点, 此时胶体粒子表
面电离出的H+离子完全被Na+离子所置换. 计算
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粒子固有电荷的方程为 [2,9]

Z =
CNaOHNAVe,NaOH

nPSLVPSL
, (8)

其中, CNaOH为NaOH标准溶液的摩尔浓度, NA

为阿伏加德罗常数, Ve,NaOH为中和反应终点时需

要的NaOH溶液体积, nPSL为胶体悬浮液中PSL
粒子的数密度, VPSL为胶体悬浮液的体积.



σ
/
m
S
Sc
m
-
1

   

VNaOH⊳mL

Ve,NaOH

  

35

30

25

20

15

10

5

0

图 1 PSL-4胶体粒子的电导滴定曲线

Fig. 1. Conductometric titration curve of PSL-4.

在测定了固有电荷Z之后, 再使用平均场归
一法利用数值方法确定粒子的平均场归一电荷

Z∗
PBC. Alexander 等 [3] 在WS球形胞格模型的基
础上, 把带电粒子之间及与小离子之间的复杂相互
作用的多粒子问题简化为单粒子问题. 假设每个胞
格内的总电荷为零, 其大小R = a/η1/3, 其中a为

胶体粒子半径, η为胶体晶体中胶体粒子的体积分
数. 由于WS胞格的球对称性, 可以通过对PB方
程及边界条件 [35]

∇2ϕ(r) = κ2
res sinhϕ(r) (a < r < R),

n · ∇ϕ(r) =
ZλB
a2

(r = a),

n · ∇ϕ(r) = 0 (r = R) (9)

进行数值求解, 得到静电平均场势能ϕ(r). 这
里κres为反屏蔽长度, λB为Bjerrum长度. 这样
可以得到WS胞格边界处的反屏蔽常数κ2

PB =

κ2
res coshϕ(R). 确定线性化的PB方程

ϕ =
[A exp(−κPBr) +B exp(κPBr)]

r

+D (10)

中的系数A, B和D, 其边界ϕ值与原PB方程结果
在WS边界处直到二阶相等. 再根据电荷浓度分

布n±(r) = cs e∓ϕ(r) (cs为平均盐浓度)求WS胞格
内半径从a到R的总电荷, 就可以确定有效电荷
Z∗

PBC的值.

3.3 电导率 -数密度法

使用电导率 -数密度法可以确定胶体粒子的迁
移有效电荷, 作为得到有效电荷最简单的方法, 其
结果可以与弹性有效电荷之间进行参照对比. 电导
率 -数密度法的实验装置与电导滴定法的一样. 首
先在储液池中加入一定体积的去离子水, 然后启动
蠕动泵使水通过去离子树脂管进一步去离子. 当水
的电导率不再变化时, 向储液池中逐次加入固定体
积的PSL原溶液, 每加入一次后, 使用磁力搅拌器
将溶液混合均匀, 同时启动蠕动泵进一步将溶液去
离子, 待电导率测量仪读数稳定后进行记录.

分析图 2所示的电导率 -数密度关系, 以PSL-4
为例, 使用电导模型 [9,36]

σ = nPSLeZ
∗
σ(µPSL + µH+) + σB (11)

对其中的数据点进行线性拟合, 便可得出迁移有
效电荷Z∗

σ的值. 电导模型中, σ表示溶液的电导

率, nPSL是PSL粒子在溶液中的数密度, e是基本
电荷, µPSL和µH+分别表示PSL粒子和H+离子的

电迁移率, σB表示背景电导率 (源于水的电离和其
他盐离子).

 ⊲ ⊲ ⊲

Experiments
Fitting curve

⊲

n⊳19 m-3

⊲ ⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

σ
/
S
Sm

-
1

图 2 PSL-4粒子的电导率 -数密度关系
Fig. 2. Relationship between electric conductance and
number density of particles for PSL-4.

3.4 扭转共振法测量剪切模量

粒子的弹性有效电荷需通过测量不同浓度下

胶体晶体的剪切模量, 再通过理论公式拟合反推得
到, 因此实验中需要测量剪切模量. 我们利用扭转
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共振法对胶体晶体的剪切模量进行测量, 由样品单
元和测量单元两部分组成 [34]. 在样品单元中, 用软
管将样品管、储液池、离子交换树脂管连接起来, 并
用蠕动泵驱动组成一个去离子循环装置. 测量单
元包含扭转共振谱仪和反射光谱仪 (Avaspec-2048,
Avantes, Netherland), 反射光谱仪用于测量样品管
中胶体晶体的最近邻粒子间距. 在扭转共振谱仪工
作时, 将激光入射到样品管中的胶体晶体上, 在满
足布拉格衍射条件的位置形成光斑, 样品管围绕着
中心轴做低幅度的不同频率的旋转振动时, 带动光
斑发生周期性的振动, 位敏传感器将光斑运动时产
生的驻波信号传入锁相放大器中. 可以观测到的胶
体晶体剪切模量为G时的共振频率大小为 [14,18,37]

f2
jm =

G[µ2
j + (m+ 1)2π2α2]

(2π)2ρR2
, (12)

这里 j和m是共振阶数 (the indices of the order of
the resonances), α是样品管内径R与胶体晶体填

充高度H的比值, ρ是胶体晶体的质量密度, µj为

一阶贝塞尔函数J1的零点.

4 结果与讨论

本文先使用扭转共振法测得不同粒子数密度

时胶体晶体的剪切模量值, 再分别使用修正前和
修正后的剪切模量 -相互作用势关系模型来拟合
有效电荷. 拟合过程中, 将有效电荷Z e和盐浓度

nsalt作为自由拟合参数. 拟合曲线以粒子PSL-4为
例, 如图 3所示, 五种不同PSL粒子的弹性有效电
荷的拟合结果见表 2 , 其中Z∗

G是使用修正前的剪

切模量 -相互作用势关系模型得到的弹性有效电荷
值, Z∗

G
′是使用修正之后的剪切模量 -相互作用势

关系模型得到的弹性有效电荷值, Z∗
G
′′是仍然使用

Yukawa作用势但使用修正之后的模型表达式拟合
得到表面有效电荷. 若以平均场归一法计算得到的
平均场归一电荷Z∗

PBC作为参照值, 可以从表中看
出, 使用修正模型得到的弹性有效电荷值Z∗

G
′比使

用修正前模型得到的弹性有效电荷值Z∗
G大很多,

且与参照值平均场归一电荷Z∗
PBC更为接近, 误差

在25%以内, 与文献 [12]中由没有孔隙存在的胶体
晶体中得出的弹性有效电荷的对比情况一致. 另
外, 我们还发现Z∗

G
′′的值介于Z∗

G与Z∗
G
′之间, 且

Z∗
G
′′与Z∗

G
′的差异较小, 可以推断使用修正的剪切

模量 -相互作用势关系模型带来的影响效果远大于
用SI 作用势代替Yukawa作用势的影响.

我们再使用电导率 -数密度法确定这五种粒子
的迁移有效电荷Z∗

σ, 结果也列在表 2中. 当与迁
移有效电荷Z∗

σ进行比较时, Z∗
G
′普遍比Z∗

σ小 40%

Experiments
Fitting curve

Experiments
Fitting curve

Experiments
Fitting curve

G
⊳
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⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲

8

7

6

5

4

3

2

1

G
⊳
P
a

8

7

6

5

4

3

2

1

G
⊳
P
a

8

7

6

5

4

3

2

1

(a)

(b)

(c)

图 3 使用修正前及修正后的剪切模量 -相互作用势模型
的参数拟合 (a) PSL-4, 没有考虑孔隙; (b) PSL-4, 考
虑了孔隙, 并使用了 SI作用势; (c) PSL-4, 考虑了孔隙但
使用了Yukawa作用势
Fig. 3. Parameter fitting using shear modulus-
interaction potential before and after modification:
(a) PSL-4, not considered voids; (b) PSL-4, consid-
ered voids and using SI potential; (c) PSL-4, consid-
ered voids and using Yukawa potential.
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表 2 胶体粒子的固有电荷和有效电荷

Table 2. Intrinsic and effective charge of colloidal par-
ticles.

粒子 Z Z∗
σ Z∗

G Z∗
G

′′ Z∗
G

′ Z∗
PBC

PSL-1 9173 668 277 368 372 487

PSL-2 11514 650 302 380 412 495

PSL-3 10289 705 299 370 416 517

PSL-4 14296 736 300 459 529 499

PSL-5 12622 672 380 466 572 544

至 60%, 也与文献 [11]中的结果一致. 所以当胶体
晶体中存在孔隙时, 由已知有效电荷计算粒子间相
互作用势时, 或者由实验测量的剪切模量拟合粒子
表面的有效电荷时, 使用修正理论模型考虑孔隙的
影响是很有必要的.

5 结 论

本文针对五种带电粒子形成的存在孔隙的胶

体晶体体系, 利用扭转共振法测量了其不同体积分
数时的剪切模量, 并通过拟合反推得到了粒子的弹
性有效电荷, 并将测量结果与迁移有效电荷及平均
场归一化有效电荷进行了对比. 在反推过程中, 我
们改进了已有的理论公式, 考虑了胶体晶体中孔隙
的影响, 在拟合使用的关系模型中引入了孔隙影响
系数, 并使用了SI相互作用势来代替Yukawa作用
势. 通过实验结果的对比发现, 使用修正的关系模
型得到的弹性有效电荷的值与平均场归一化有效

电荷的结果也更为接近, 而采用原有的理论模型得
到的值则与平均场归一化电荷差别很大, 从而也有
效验证了理论改进的合理性, 在一定程度上解释了
以前不能用迁移有效电荷或平均场归一化有效电

荷估算剪切弹性模量的原因. 此外, 比较了不同形
式有效电荷之间的大小关系, 其结果可以为人们进
一步了解和使用胶体粒子的有效电荷提供参考.
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Abstract
According to the existing shear modulus-pair potential relationship model for colloidal crystal comprised of highly

charged colloidal particles, the calculated shear moduli of colloidal crystals are much larger than the measured values
by the torsional resonance spectroscopy (TRS). Moreover, by using the relationship model, the effective surface charge
of colloidal particles, obtained by fitting values of shear moduli measured by TRS (effective elasticity charge), is smaller
than that obtained through the experimental method of conductivity-number density relationship (effectively transported
charge). So far there has been no practical explanation to this discrepancy. Our analysis shows that this discrepancy is
because the existing relationship model is for the perfect crystals and does not include the defects such as voids which
can result in the decrease of mechanical properties of materials. The existing shear modulus-pair potential model will
be improved by introducing the effect of voids, which is inspired from the Gibson-Ashby model in the study of cellular
solid. The Yukawa potential, which considers Coulomb repulsions between colloidal particles and is usually used in
the model expressions, will be substituted by Sogami-Ise potential, which considers a long-range attraction in addition
to that Coulomb repulsions and accepts the existence of voids inside the colloidal crystals. For five different kinds of
highly charged colloidal particles, the shear moduli with different volume fractions are measured by TRS. Then the
fitted effective surface charges using the original and improved model respectively are compared with each other. It can
be concluded that the effective elastic charge obtained by the improved model is more suitable and much closer to the
renormalized charge obtained from Alexander’s method. It is also clear that neither the effectively transported charge
nor the Alexander’s renormalized charge can be used to evaluate the shear moduli of colloidal crystals with voids inside.
These results can also let us further understand and use the effective surface charge in the colloid studies.
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