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摘要 根据板壳力学与磁弹性力学理论，建立了在横向磁场与机械载荷共同作用下的四边简支载流矩形薄板的非

线性随机振动模型，利用 Galerkin 变分法将其化简为非线性微分动力学方程。其次使用拟不可积 Hamilton 系统的随机

平均理论将方程等价为一个一维的 It 随机微分方程，并通过计算该系统的最大 Lyapunov 指数来判断该系统的局部稳

定性，同时利用奇异边界理论判断其系统的全局稳定性。最后通过稳态概率密度函数的变化研究了系统参数对发生的

随机 Hopf 分岔的影响。并采用数值模拟对理论分析进行了验证。
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Abstract A nonlinear random vibration model of a current carrying thin rectangular plate simply supported at each edge

was established when the plate was applied mechanical load in a magnetic field． The model was proposed based on the theories of
plates and shells and the magnetic elastic mechanics． It was simplified as a nonlinear dynamics differential equation by using
Galerkin variation method． Then the equation was equivalent to be a one-dimensional It stochastic differential equation by
applying the stochastic average theory of a quasi non-integrable Hamilton system． The local stochastic stability of the system was
judged using the maximum Lyapunov index． Its global stability of the system was also judged using the singular boundary theory．
Finally the influences of the system parameters on the stochastic Hopf bifurcation were researched through the steady probability
density function． The numerical simulation results were shown in the paper．
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引言

随着非线性动力学的发展，板壳中蕴含的一些复

杂的动力学行为逐渐为人们所认识和了解。近年来，

薄板非线性系统的随机分岔问题受到了人们的极大关

注，也 取 得 了 一 些 有 意 义 的 成 果。例 如，Krzysztof

Marynowski［1］应用粘弹性理论研究了轴向运动两对边

简支两对边自由板的动力响应问题。Liu Z H 和 Zhu
W Q［2］研究了多时间弛豫哈密顿系统在宽带躁声激励

下的反馈控制中随机 Hope 分岔问题。刘先斌等［3］研

究了机械场中的非线性系统的随机分岔，并讨论了非

线性随机系统的稳定性问题。田海勇等［4］对随机干
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扰下碰撞振动系统的动力学性能进行了分析; 张伟

等［5-6］研究了四边简支矩形薄板在参数激励和外激励

共同作用下薄板的全局动力学特性; 葛根等［7-8］研究了

矩形薄板在面内随机参数激励下的随机稳定性与分

岔; 杨志安等［9-10］分析了非线性弹性地基上矩形薄板

的振动与奇异性; 李世其等［11］对两参数冲击载荷面内

压缩作用下初曲矩形薄板的非线性动力屈曲问题进行

了理论 研 究; 郝 颖 等［12］ 研 究 了 三 稳 态 Van der Pol-
Duffing 振子的随机 P 分岔，该方法也可用于其它系统

的随机 P 分岔分析; 朱位秋［13-15］研究了强非线性振子

在随机宽带激励下的响应和稳定性问题，提出了一种

新的研究拟不可积 Hamilton 系统随机 Hopf 分岔的方

法。近年来，朱位秋等［16］又总结了近十几年来拟哈密

顿系统非线性随机最优控制的理论方法及其应用的研

究成果。对于薄板的磁弹性随机振动，王平等［17］研究

了四边固支矩形薄板通入非平稳随机电流的磁弹性随

机振动，并讨论了磁场强度及洛仑兹力耦合项对非平

稳随机电流下的随机位移响应的影响。
综上所述，目前对于载流薄板在机械场与电磁场

耦合作用下的随机分岔问题的研究尚未见到相关文

献。本文首先建立了四边简支矩形薄板在机械场和电

磁场耦合作用下的磁弹性非线性随机振动方程，并利

用拟不可积 Hamilton 系统随机平均法将振动系统表

示为一维的 It 扩散过程。然后通过分析参数的变化

对薄板振动时的稳定性进行了研究，得到了系统所含

参数对系统的随机局部、全局稳定性及分岔的影响。

图 1 矩形薄板振动模型及坐标

Fig． 1 The model of a rectangular thin plate and

the coordinate system

1 载流薄板的磁弹性随机振动方程的建立

如图所示，建立笛卡尔坐标系 xyz，其中 x，y 位于

中面内，z 为法向坐标，薄板的长为 a，宽为 b，厚度为

h，设 u，v，w 分别为 x，y，z 方向的位移，薄板处于横向

磁场 ( 0，0，Boz ) 中，Boz 为垂直于薄板中面的磁感应强

度，通侧向电流 ( 0，Jcly，0) ，Jcly 为从 y 方向通入的侧向

电流。在 x = 0 处受面内随机激励 Px = P0 － P1ζ( t) ，

其中，P0 为均布载荷，ζ( t) 为 0 均值，强度为 2D 的高

斯白噪声，P1 为噪声的幅值。不考虑感应电场，在横

向磁场作用下，考虑机械场与磁场的相互耦合作用，将

洛伦兹力作为载荷加到板的运动方程中，并考虑洛伦

兹力矩，可得到载流薄板的非线性磁弹性动力方程［18］
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式中，Nx，Ny，Nxy 为板单元单位长度上的内力，Mx，

My，Mxy 为板单元单位长度上的内力矩，PX，PY，PZ 为

外加机械载荷，Qx，Qy 为板单元单位长度上的剪力，

ρfx，ρfy，ρfz 为洛伦兹力，mx，my 为电磁力矩，ρ 为材料

密度，t 为时间变量。
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其中，υ 为泊松比

将式( 2) 代入式( 1) 式整理可得
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由电流条件 ( 0，Jcly，0) 和磁场条件 ( 0，0，Boz ) 可

得洛伦兹力

ρfx = JclyhBoz ; ρfy = ρfz = 0
洛伦兹力矩为
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其中，σ 为电导率;

Nx = ∫
x
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由于 uw，vw，忽略位移 u，v 引起的惯性力及

惯性转动力项，方程( 3) 最终可化简为
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四边简支矩形薄板的边界条件为

x = 0，a ∶ w = 
2w
x2

= 0; y = 0，b ∶ w = 
2w
y2

= 0

设满足边界条件的板的一阶模态为

w = f( t) sin πxa sin πyb
代入式( 5) 中可得
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根据 Galerkin 变分法，可求得薄板的常微分形式

的模态方程为

f̈( t) + μ f
·

( t) + Kf( t) + αf3 ( t) － βf( t) ζ( t) = 0
( 7)
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令 q = f，p = f·可把式( 7) 写成一维常微分方程组

的形式

q· = p

p· = － μp － Kq － αq3 + βqζ( t{
)

( 8)

为研究系统( 8 ) 的能量变化，并忽略高阶小量的

影响，可设系统的 Hamilton 函数为

H( p，q) = 1
2 ( p2 + Kq2 ) ( 9)

由拟不可积 Hamilton 系统的定义及性质可知系

统( 8) 依概率收敛到一维 It 扩散过程

dH = m( H) dt + σ( H) dB( t) ( 10)

其中，B( t) 是标准 Weiner 过程，m( H) 和 σ( H) 分别

是 It 随机过程的漂移系数和扩散系数，使用拟不可

积 Hamilton 系统的随即平均法，得到

m( H) = 1
T( H) ∫Δ［－ μp － αq3 + 1

2 ( 2Dβ2q2 / p) ］dq =

( Dβ
2

K － μ) H － 2α
πK3 /2H

2 ( 11)

σ2 ( H) = 1
T( H) ∫Δ ( 2Dβ2q2p) dq = Dβ2

K H2 ( 12)

其中，Δ 为积分区域范围，满足 Δ = { q |H( q，0) ≤H}

T( H) = ∫
Δ

1
P dq = π

2 槡K
( 13)

2 随机稳定性研究

2. 1 局部稳定性

研究系统的稳定性最常用的方法就是计算系统的

最大 Lyapunov 指数。最大的 Lyapunov 指数定义为

λ = lim
t→∞

1
t ln‖X( t，x0 ) ‖
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由 Oseledec 乘性遍历定理知: 系统( 10) 的平凡解

以概率 1 渐近稳定的充要条件是系统的最大 Lyapunov
指数 λ ＜ 0，显然方程( 10) 只有一个平凡解( 0，0) ，将

式( 10) 在 H = 0 处线性化，得到线性化的 It 微分方

程

dH = m'( 0) Hdt + σ'( 0) HdB( t) ( 14)

解得

H( t) = H( 0) {exp ∫
t

0
［m'( 0) － 1

2 ( σ'( 0) ) 2］ds +

∫
t

0
σ'( 0) dB( s }) ( 15)

于是可得系统的最大 Lyapunov 指数为

λ = m'( 0) － ［σ'( 0) ］2 /2
2 = 1

2 ( Dβ
2

2K － μ) ( 16)

当 λ ＜ 0，K ＞ Dβ2

2μ 时，该线性 It 随机微分方程的

平凡解以概率 1 渐近稳定，此时系统的振动能量会稳

定在一个固定值; 当 λ ＞ 0 时，该线性 It 随机微分方

程的平凡解以概率 1 不稳定，也就是说薄板振动的能

量在随机扰动下会出现失稳; 当 λ = 0 时，该系统将出

现随机分岔现象。
2. 2 全局稳定性

基于 Oseledec 乘性遍历定理的最大 Lyapunov 指

数只能用于判定系统的局部稳定性，它无法判定全局

稳定性，在这里我们采用奇异边界理论来判定系统的

全局稳定性。
一维扩散过程的概率渐近稳定性由该过程在奇异

边界上的性态确定，因此，下面主要分析扩散过程的两

个奇异边界性态，左边界 H→ 0 和右边界 H→ ∞。
当 H→ 0 时，使 σ2 ( H) = 0，m( H) = 0 属于第一

类奇异边界，H→ 0 为套点，有

m( H) = ( Dβ
2

K － μ) H + O( H)

σ2 ( H) = Dβ2

K H2 + O( H2 )

得到左边界的漂移指数、扩散指数、特征标值分别

为

αl = 2，βl = 1，cl = 2( 1 － μK
Dβ2 ) ( 17)

右边界 H→ ∞ 时，m( H) 无界，故为第二类无穷

远处奇异边界，有

m( H) = － 2α
πK3 /2H

2 + O( H2 )

σ2 ( H) = Dβ2

K H2 + O( H2 )

可得到右边界的漂移指数、扩散指数、特征标值分

别为

αr = 2， βr = 2， cr = － 4α
Dβ2πK1 /2 ( 18)

当 cl = 2( 1 － μK
Dβ2 ) ＞ 1 时，左边界 H→ 0 是排斥

自然边界，当 cl = 2( 1 － μK
Dβ2 ) ＜ 1 时，左边界是吸引自

然边界; 右边界 H→ ∞ 是进入边界如图 2。

图 2 特征标值变化对系统全局稳定性的影响示意图

Fig． 2 The global stability conditions with the changing

of the character value

当系统全局稳定时，cl = 2( 1 － μK
Dβ2 ) ＜ 1 即满足

K ＞ Dβ2

2μ
，可知系统( 11 ) 全局稳定条件和局部稳定条

件一致; 相反 cl ＞ 1 时，系统具体的稳态位置需要求解

系统的 FPK 方程。

3 系统的随机分岔

当特征标值 cl ＞ 1 时，系统在某能量值处会出现

最大的概率密度，对应的物理意义为系统在受随机参

数激励时最有可能的能量大小，当参数变化时，系统能

量的最大概率密度可能出现 Hopf 分岔，对应的是系统

出现极限环，振荡变激烈，可能导致破坏。因此有必要

通过研究系统的 FPK 方程来得到出现 Hopf 分岔的条

件。
系统( 10) 对应的 FPK 方程为

f
t

= － 
H

［m( H) f］+ 1
2
2［σ2 ( H) f］

H2 ( 19)

其中，f 为稳态概率密度函数。
求解方程( 19) ，得到稳态概率密度

f = Aexp( － ∫
H

0
［dσ2 ( t)

dt － 2m( t) ］/σ2 ( t{ }) dt)

( 20)

其中，A 为归一化常数。
把式( 11) 、式( 12) 代入式( 20) 可得

f( H) = AHηexp( － εH) ( 21)

式中，η = － 2μK
Dβ2 ，ε = 4α

Dβ2K1 /2π
当 H 趋于零时，有

m( H) = O( Hβl ) ，βl = 1

σ2 ( H) = O( Hαl ) ，αl = 2

cl = lim
H→0 +

2m( H) Hαl －βl

σ2 ( H)
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当 H 趋于零时，式( 21) 可表示为

f( H) {= O H－αlexp［cl∫
H

0
x ( βl －αl) dx }］

当 βl － αl = － 1，H→ 0 时，f( H) = O( Hη ) ，其中

η = cl － αl = － 2μK
Dβ2。

当 η ＜ － 1 时，f( H) 是一个 δ 函数; 当 － 1 ＜ η ＜
0 时，f( H) 是一个减函数且在原点处取得最大值; 当

η ＞ 0 时 f( H) 在远离原点处有峰值。所以，在 η = － 1
时发生随机 D － 分岔，在 η = 0 时会发生随机 P － 分

岔，这两次分岔构成了随机 Hopf 分岔。
下面讨论 P － 分岔，选择合适的参数得到稳态概

率密度随参数的变化情况。本文选取对控制系统全局

稳定性有重要意义的电流 Jcly 为分岔控制参数。假设

薄板为铝质材料，取

E = 71 × 109 Pa，ρ = 2. 67 × 103 kg /m3，h = 0. 5
mm，υ = 0. 34，σ = 3. 67 × 107 ( Ω × m) －1，a = 1 m，

b = 1. 5 m，D = 0. 4 dB，P0 = 10 N /m，P1 = 10 N /m，

B = 100 T
根据取值可知，当 Jcly ＜ 943. 928 A 时，η ＜ － 1;

当943． 928A ＜ Jcly ＜ 1 088． 811 A 时，－ 1 ＜ η ＜ 0，当

Jcly ＞ 1 088. 811 A 时 η ＞ 0。

图 3 Jcly = 1 050 A 时稳态概率密度图

Fig． 3 The stationary probability density with Jcly = 1 050 A

图 4 Jcly = 1 155 A 时稳态概率密度图

Fig． 4 The stationary probability density with Jcly = 1 155 A

从图中可知，当电流增大时，系统的稳态概率密度

图 5 Jcly = 1 200 A 时稳态概率密度图

Fig． 5 The stationary probability density with Jcly = 1 200 A

函数的图形发生变化。稳态概率密度函数的峰值所对

应的横坐标值对应系统发生分岔后系统的广义能量

值，而峰值的纵坐标对应系统处于该能量处的概率密

度大小。尤其在电流取值在使 η ＞ 0 后，根据图 4 和

图 5 的比较可以看出系统发生分岔的能量不在 H = 0
处，而且随着电流的增大，η 变大，系统发生分岔的概

率最大所对应的能量值 H 也变大，对应的峰值降低。

4 结 论

本文首先建立了四边简支载流矩形薄板在磁场中

的随机振动模型，然后利用拟不可积 Hamilton 系统随

即平均法将表示系统能量的变化过程简化为一个一维

扩散过程。最后利用奇异边界理论和随机分岔理论研

究了系统的稳定性和分岔情况。得出如下结论:

1) 由系统的奇异边界理论得出，当电流小于一个

定值时，左边界是吸引自然边界，右边界是进入边界，

所以系统一定以概率 1 渐进稳定; 当通入的随机电流

大于某一个定值时，左边界排斥右边界进入，系统将出

现失稳情况。
2) 通过求解系统的稳态概率密度函数，得出系统

发生随机分岔的条件，并通过数值模拟了系统发生随

机 P － 分岔的条件与现象，利用所得结果可以调节分

岔参数值使其远离分岔值进而降低发生分岔的概率，

降低板被破坏的可能性。
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