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水波在软淤泥底床上的衰减 

1＼，}矗 
(中国科学院力学研究所，北京100080) 7弓／’ 

摘要 本文研究了二层流体系统中波浪的衰减。上层为理想流体，下层为粘弹性Voigt体。导 · 

出了色散关系．计算了波浪衰减系数。对于粘性或弹性报大或很小的情况，导出了各种水深情况 

下近似的显式的衰减系数表示式。与精确的数值结果比较，近似程度很好。可供工程设计者参 

考、使用。 ． 
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1 引 言 

在流体无粘、底产固结、无孔隙的假设下，经典的水波理论可以应于离岸深水工程设计 

中。在沿岸工程中．由于渗透、粘性和底部摩擦引起能量耗散，从而使波浪衰减，其中尤以淤 

泥质底床对波浪的衰减最为显著。 

淤泥质底床对波浪的衰减效果可以从下述报道中得到证实。Turbman和suhayda[1 发 

现：由淤泥运动引起的表面波浪的能量损失比渗透或摩擦引起的损失要大很多。Gade 报 

道，在墨西哥湾有一个。泥洞 ，在风暴期间可以当作渔船的避风港，因为那里的淤泥海床使 

波浪迅速衰减。在我国黄河入海口附近也有这种“泥洞 。Macpherson“ 报道，印度的 

Kerale在西南季风季节里，入射到淤泥海滩上的台风浪只需4～8个波长的距离就可完全被 

衰减掉。这些都说明：只考虑底部摩擦是不够的，需要探索在淤泥底床上波浪衰减的机理。 

早在 5O年代，Gader 就开始了这种机理的探索。他用煤油和糖水两层液体在水槽中做 ． 

波浪衰减的实验 ，并导出了长波近似下波浪的色散关系，从而研究波浪衰减。Dalrymple和 

Liu[6 研究了两层粘性流体中波浪的衰减，并在粘性较小时，用三个边界层和两层理想流体 

的模型来替换较复杂的两层粘性模型，导出了波浪衰减系数的显式。不久，Hsiao口 和 ， 

Macpherson~ 分别研究了上层为理想流体、下层为粘弹性流体的两层流体系统中波浪的衰 

减。在Hsiao的论文中，在两层流体界面上，用压力连续代替了正确的边界条件应力连续，从 

而会引起误差。Macpherson引进了势函数和流函数，把整个流场看作为理想流和粘性旋涡 

两部份的迭加，着重研究了下层流体为无限深的情况，导出了近似的波浪衰减系数，并与数 

值结果进行了比较 

粘性模型描述浮泥的运动是比较合适的。但对于淤泥来说，粘弹性模型似乎更接近于实 
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际淤泥的本构方程 Migniot口 在实验室测量中证实：波浪诱导的轨道运动在淤泥中确实存 

在 ．软淤泥层显示出类似于流体的性质。所 以软淤泥滩上波浪衰减问题可以简化为两层流体 

中的波浪问题 

本文基于小振幅波理论，研究两层流体中表面波的衰减。上层作为理想流体 ，下层则为 

粘弹性流体。在第二节．中讨论Voigt流体的基本方程和边界条件．得出正确的色散关系。对 

于粘性和弹性很大或很小的情况．我们在第三节导出显式的波浪衰减系数 ，而且可以适用于 

各种不同的上下层深度的情况。最后在第四节我们用正确的数值结果来检验这些显式表示 

的波浪衰减系数的精确程度，把两者的结果加以比较。 

2 色散关系的导出 

坐标系及符号如图 1所示。波沿z轴正 

向传播，上层是深度为 h 的理想流体．下层 

是深度为 的粘弹性流体。为满足稳定条 

件，密度 >P 。自由面位移记作 ( ，f) 

=4e， ，流体之间的界 面记作 }( ，f) 
= be“ ，上下层流体都是均匀的。下层流 

体为voigt体，其应力应变关系为 

r= G ∈ + ∈ (1) 

／ ＼ 
＼ ／ (1) ＼  

＼ I —＼  ，——、 

、r— f 一  ’ 
(2) 

l 

图 1 坐标系统 

其中r为剪应力，G为剪切模量． 为动力粘 

性，∈为剪应变，∈为剪应变率。我们假定流体是不可压的．G、 为常数，忽略二阶的对流项， 

则下层流体的运动方程可以表示为0 

一

G ： 0 u
一  

(2) 

P = G ” + 一 (3] 

其中“、”分别为水平和垂直速度分量，P为压力，v— ／ 为运动粘性系数。 

引进流函数 

“= = 一 (4) 

因为我们考虑线波浪运动，所以可以假设 

一 S )e’‘ (5) 

代入(2]、(3)式，消击P，可得 s( )应满足的四阶常微分方程 

d,s + (
-- 2k。+ )嚣+ 一 )s—o (6] 

其中 

+ (7) 

为等效粘性。它是一个复数，其实都为粘性，虚部则是弹性大小的量度。 
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方程(6)的解为 

( )一 Aeh + Be—h + Ce眦 + De一胛 ． 

其中 ，̂ 、B、c、D为常数，由边界条件确定 

：  一  

．  

假定上层流体是不可压的，运动是无旋的。引进势函数 ，可得 

= 0 

= B ’ =  

现在考虑边界条件。自由面上有两个边界条件 

声一 0 在 z= 7／(x， )上 

l—a ／at 在 = V(x， )上 

在底部固壁上有两个条件 

“= = 0 

在界面上有四个边界条件 

在 =一(hl+h2)上 

(8) 

(9) 

(1O) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

● 

法向应力连续： = z 在 一--h +} ， )上 (15) 

切向应力为零 ： =0 在 一--h +} ， )上 (16) 

法向速度连续且等于界面法向速度： =毗 =￡ 在 一--h +} ， )上 (17) 

这里，下标 1、2分别表示上层和下层 边界条件(15)与Hsiao的压力连续条件不同。后者只 

是 I I很小时的一种近似。由此引起的误差多大，文献[7]没有说明，其它的文章也没有提 

及，所以，我们应该用正确的应力连续条件，结果也就与文献[7]不同。 ， 

满足方程(1O)、边界条件(12)、(13)的上层流体的解为 

一

警[chk +轰shk (18) 
边界条件(15)可写为 

一 hi)+挚一 一hi)+碧{一2M等一 箬出 (19) 
把边界条件(14)～(17)用 中、1及 (8)式的 ^、B、C、D表示，并在平衡位置上满足，可得 

kAe一̂< l+̂2)一 kBe ～ { + Cme一 l })一 Dine ‘ I 2 = 0 

在 z=一 (̂l+ h2)上 (2 0) ． 

Ae一̂( 】+̂2 + Be 】+ 2 + Ce一 1 2 + De  】 一 0 

在 z=一 ( + h2)上 (21) 

E(p )gb+ p ga(ch 一 sh Ae-~l(m M ’ 

一 Be (m + 五 )五+ 2Ce一 lm矗 一 2De  ～m五 在 一一 hl上 (22) 

2五 (Ae—n】+ 君e“ )+ (m +矗 )(Ce—raAt+De ·)一0 在 z=一 h】上 (23) 

--  

ga Esh五̂ 一轰chM1]一Ae一“，+Ben】+Ce一 +De 一詈6 口 ‘ 肚 一 
在 z=一 上 (24) 
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由(2O)、(21)、(23)、(24)式可解出A、B、C、D，代入(22)式可得色散关系 

(1_ r)(k gt 
一

1)一y(1一嚣t )]一t 一聂 (25) 
其中 

n一{ (，，l。一  ̂) [4kchkh2shmh2—4mchmh2shkh2] (26a) 

A 一 4k(m +  ̂) (kshmh2shkh2一 mehkh2chmh2)+ 16k‘m(mshkh2shmh2 

一 kchmh2chkh2)+ 16k m(m。+ 。̂) (26b) 

r— Pl／P2 (26c) 

下面，我们对色散关系(25)式进行一些讨论。 

当下层流体很薄郎  ̂一0时，由(26a)知f卜 0，因此，色散关系(25)变为 

一 thkhl (27) 

此式正是上层水波色散关系。 

当下层流体密度很大时，y—O，(25)式变为 

(thkh 一轰)(1一擎 一0 
色散关系与上层水波的色散关系一致。这与物理直观符合，因为此时下层流体可以看作为固 

壁。 

若下层流体很硬、很粘 ，与刚体相差无几时，l l一。。，于是 ，，l一 ，̂0--~0．色散关 系(25) 

式叉变成了上层流体色散关系。 

若下层流体的粘性和弹性都很小，则下层流体也可看作为理想流体，于是 m一一。。， 

n—t ：̂，色散关系(25)变为 

(P2cthkh2cthkhl+ P1)一 o2p2(ethkh2+ cthkh1)gk+ ( — P1) 点 一 0 (28) 

此式正是二层理想流体的色散关系 。 

利用(9)式 ，可证明色散关系(25)式与文献[4]的色散关系一致。 

由(24)式可知界面渡振幅与表面波振幅之比为 

要=ehkhl一譬shkhl (29) 4 ‘ 一 

还值得一提的是当 —O时即只有弹性的情况。由(9)式知， 或者是实数或者是纯虚数。由 

(26a)式知n一定为实数，所以(25)式决定的^为实数。这就是说，在纯弹性的情况下波浪 

不衰减。这与 Mallard和 Dalrymple 的结论是一致的。 

3 波浪衰减系数的显式表示 

色散关系(25)须用数值计算才能求出根 =̂ ，+ik， 为了给出各个因素对波浪衰减的影 

响，为了给工程设计部门提供简单的工程计算公式，也为了给数值解提供一个可靠性的检 

验方法，我们有必要把(25)式简化，以求得显式的比较简单的波浪衰减系敷。 
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在下层流体无限深、波浪为长波且 很大或很小的假定下，文献[4]曾求得波浪衰减的 

显式。这里我们将把头二个假设去掉，把显式的应用范围拓宽。由于一般情况下，渡浪衰减 
系数q~fl,，所以我们夸 

= + I= 0+ + ik． (30) 

其中 o为实数， 为 的复修正量，且Ik。／k。l《1，那么e- 即为波浪衰减因子， ．为波浪衰 

减系数。 

3·1 = +等一。或 1 l／oK<I 
由(9)式知 

／，，l l= 8I l／o《 1 (31) 

，，l = √ (一1+ )(1+丢 端 ／ (32) 
其中I I表示复数的模。把(25)式按小量k／m展开，可得 

n=th从2E1一，，lIt th，，l̂
2(cthM2一thkh2)一 (th。mh~seeh。越 

+4—4seehkh2seehmh2)]+O(k ／，，l ) (33) 

3-1．1 h2÷O， koh2《 l，，lÎ2《 1 

n=÷M2(mh2)。 (34) 

代入(25)式，并把(25)式按小量 。展开，有 

口。= gkthkh1 (35) 

D - 3 ， 

无量纲衰减系数 D=0(嬲嘲)《1 

3．1．2 koh2《1，kohI《1，l，，lIh2》1 

(33)式的n取头二项，且第一项是主项。把色散关系(25)展开．可得 
=  {(̂1+ hO (37) 

E(I-y) + + t ：] (38) 

上式只有第三项有虚部，且 

：  
， + 一J√ ·管( 一号警) 《G／ (39) 

【历 (f一1) 》G 

Lc訾 ，一 1 ． z ㈨ 一 玎 ‘4oJ 
利用Jmh J》1，即得 

● 

● 
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D ：孚 (hJh：){· 1．(1+̂1 ／ v G／m (4la) 

D = 

th(专学 r— r一 )一{ sin(2√ 害̂ )sec (等√ 笞 ) 

E：os' ¨ c等雁  sinz 1 
壶( ：){(1 ( ·笞 <<G／pa (41b) 

着lm̂zl》 则(41 )变为 

D= 1(̂ ／̂ +̂ ／h ) 笞) 。 <<G／pa (42) 
3．1．3 M：一0(1)， lmh2I》1， Ml《1 

在这种情况下，n为(33)式的头二项，且以第一项为主，展开色散关系(25)可得 

= ghothhoh2 (43) 

(44) 

当v<<a／O 时，只须把(44)式最后一个因子换为(口·学)-112，并且乘以(41b)式的第一个因 
子就可以了。 

3．1．4 hoh2《l， lmh2l：0(1)， hobl一0(1) 

这时，n仍为(33)式的头二项，但这二项具有同一量级，于是 

一 ghothhoh1 (45) 

D： y ̂／了 ．．．．．．．．．．．．．．．。．．．． ．．．．．．．．一  
。̂̂ 1+ ,hzk。̂l 

tn ：一扣  ： 

≥ G／m (46) 

若 ： ，则(46)式最后一个因子必须用(416)式的第一个因子来代替。 

3．1．5 ：̂一∞ ，即hoh2》1 

n：l～4氅 
． 

m ‘ 

此时 ho满足下列方程 

(1一 y)量 thh。h1一 gh。 + y一点。h1= (1+ )( oa~thh。h1 ) 

此方程有解 
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= gk。， = 础   ̂ (47a) 

对于表面波，我们取 =gk。，于是 

若hob 《1，即长波情况． 

D：娃 ／√ 
此时的衰减系数与G无关。(48)式与文献[妇的结果一致。 

3．2 — + 一o。，即 d／(k。I I)《1 

按照(9)式 

m= [̂1一ia／(2k。 )] 

经过一些仔细的运算，去掉高阶小量．得到 

D= 詈(号sh2hh。一hh：)(c hh + hi) 
由色散关系(25)得到 

一 gk。thkh】 

。=詈 磊 

(47b) 

(48) 

( ) ● 

(50) 

(51) 

(52) 

由上式可见， 》G／ 时．衰减系数与 成反比，若 ：G／ 时，D与 成正比。 

在淤泥层很厚，波浪为长波的情况下，̂西：》1，̂ 《1，(52)式化简为 
，—一  

D= ￡ 干 =詈 磊 干 (s3) 
这与文献[4]的结果一致。文献[4]的结果只是(52)式的一种特殊情况。 

如果两层都很浅，即 hob 《1，koh：《1，则(52)式化简为 

D一号(̂。 ) {击丢 干 号 (54) 
这意味着；在 I I很大时．与 一oo的情况相比， 一0时的衰减系数几乎可以忽略不计，这 ． 

与物理直观相符。 

从上述各种显式表示式可以看出； - 

(1) 对于上层水很深或波长很短的情况，kh 》 ，这种机制不引起波浪衰减 D=O，这 ’ 

与物理直观符合。 

(2)在下层流体粘性很大-波长很长使得爵 ‘击 0(1)即磊《 =0(磊。丧) 
时，D一0(1)，这种情况下波浪衰减最大。其余情况均有D《1。 

在 一0时，各种情况的分类有赖于 的数值，而在各种情况中h。的计算公式又各不 

相同，这会给分类带来困难。这里我们指出 。̂均可用下式计算 
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= gk。thko(̂ l+ ) (55) 

(35)、(39)、(43)、(45)、(47a)5~都是(55)式在各种情况下的首项近似。当I I很小时，下一 

节的的近似计算中所用的 。都由(55)式计算。 

上面各式只是渐近分析的结果 ，各个公式的适用范匿是不连续的。对于那些处于中间状 

态的情况，只能用(25)式的数值结果。 

4 与数值计算结果的比较 

在这一节，我们把近似公式的结果(图 2～6中的虚线)与精确的数值结果(实线)作一比 

较。 

第一个模型是 Gade的实验模型。上层是密度为 0．8593g／cm 、3．81cm深的煤油，下层 

是密度为 1．504g／cm 的糖水，粘性系数为 26cm ／s。波浪的圆频率a=4．4857／s，在图2中 

我们用两段近似曲线(44)式和(46)式来逼近整条曲线。除了在最高点附近偏太之外，其余绝 

太部份范围内的近似程度都相当好。无量纲深度̂／ 较小的那一段，我们的近似与Gade 
的长波近似几乎一样，在无量纲深度较大的那一段 ，我们的近似曲线和文献[6]的边界层近 

似差不多，但我们的近似曲线适用范围更太。在这个例子中，(44)式的小量kohl≤O．2，而作 

为 0(1)量级的k oh2也只有 0．2～O．6。(46)式的小量koh2≤0．18，而作为 0(1)量级的 。̂̂ 

只不过0．2～O．25，略大于koh 而已。如果r44)式和(46)式的小参数koh 和koh2更小些的 

话，近似程度会更好 。 

凸 

【25)式数值结果 

(44)式和 (46)式的近似结果 

Gade的实验结果 

Gade的长波理论(无量纲深度小於 2) 

文献[6]的边界层理论(无量纲深度大於 3) 

， 

图 2 Gade实验模型的各种方法的结果比较 

图 3、4是衰减系数与淤泥厚度的关系。图3的参数为：P 一1．028g／cms,h 一400cm， 

Pz=1．800g／cm~,G=0， =1O。am ／s，a=O．52／s。图中用(41a)和(46)式分二段逼近 曲线 a在 
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无量纲深度小于 2．6时，近似程度很好 ，就整条 曲线看，近似程度都还可以。近似公式显示的 

衰减系数的最大值也符合得很好。在本例中，作为小量的koh，、koh。都已在0．25左右。图4 

是 I I较大的时的近似 其参数为 n=lg／em ，̂ =1000cm，P2=2g／em3，G=2×10 N／era。， 

3‘ 

。． 

9 1 
一

0． 
0．00 2．oo 4．oo 6．00 B．00 

． 瓦 f 

o． 

。． 

。． 

。． 

． 7 

圈3 衰减系数随无量纲深度的变化 圈4 衰减系数随无量纲深度的变化 

=10 cm ／s，a=0．52／s。在这种情况下，近似曲线不需要分段，只要(52)式或(54)式即 

可 衰减系数很小，几乎不衰减。近似曲线与精确解重合。 
_ _ _ 一  

图5、6画出了衰减系数和无量纲粘性 ／、， }的关系。因为误差很小，又因为都是对散 

坐标，所以图中的两条线都重合了。图5的参数为： =lg／em ，h =10 cln， =2g／cm ， 

h =5×10。crll，G=0， =O．52／s。这是淤泥层无穷厚的情况。图6则是淤泥层有一定厚度的 

情况，具体参数除了h。 5×10 tin之外，其余与图 5相同。两个图都显示有一个最优粘性 

值，对应的衰减系数最大，近似公式很好地反映了这个最优值。图5中衰减系数的最大值为 

(47b)和(52)式的交点，图 6中则是(46)式和(52)式的交点。 

尽管各个近似公式是在各种特殊情况下导出来的，但从上面的比较可看出，它们在很大 

范围内都有较好的近似，一般只须要 1到2个公式即可逼近整条曲线。这确实为讨论各个物 

理参量的影响提供了方便，而且可以省略数值计算之劳苦。 
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图 5 衰减系散髓无量纲粘性的变化。 
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THE W AVE ATTENUAT10N 0N M UD BED 

Zhou Xianchu Wang Jianfeng 

(Imbrue D，Mecham'cs，Chinese Academy of Sde~es，Beijing 100080) 

Abstract In this paper，the wave attenuation in a two—lair fluid s~tem is studied．The fluid in up 

layer is ideal and the lower layer is the Voigt model of the  viscoelastic medium．A dispersion relation is 

derived and the  rate of the wave decay is computed．An a~ymptotic and explicit expression。f the decay rate 

for different water depth is given，when the viscoelasticity is very large or very smal1．Comparing with the 

accurate numerical results．the accuracy is very satisfactory．It csn be used as a reference for engineers． 

Key W ords wave seahed iaieractlon， decay， muddy seabed 
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