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提要 本文通过对幂硬化材料中平面应变 I 型裂纹的扩展过程进行精细的弹塑性有

限元计算
,

给 出扩展裂纹尖端附近环形区域内弹塑性场的分布
.

首次提出适用于扩展裂

纹尖端环形区域的三项解
.

其中首项为 H R R 奇异解 ; 第二项反映三轴应 力的强弱 ; 第三

项与 H R R 奇异性项相比还含有线性项
.

并指出 : 扩展裂纹尖端环形区域弹塑性应力应

变场 的分布和强弱可由 J
一

Q
一

杨 三参量刻划
.

此结论适用于不同试样几何
.

不同材料硬化

指数 以及由小范围屈服至全面屈服的不同屈服程度
.

关镇词 扩展裂纹
,

弹塑性场
,

三参量表征

一
、

引 言

在弹塑性断裂力学发展 的过 程中
,

裂纹尖端场的研究一直 是众人所 关心 的焦

点
·

因为它是建立裂纹起裂与扩展准则的理论根据
.

对于静止裂纹
,

H ut hc i sn on ll]
、

iR
c e 和 R os en gr en z[] 首先对于幂硬化材料基于小变形 几 形变理论

,

导 出了裂纹 尖端

应力应变奇异解
,

即 H R R 解
.

几十年来
,

理论研究
、

实验研究以及有 限元数值计算表

明 : H R R 奇异场
,

在裂纹 尖端一环形区域内
,

对不 同裂纹几何和不同受力方式
,

在一

定程度上 能够刻划真实的应力应变特征
;
奇 异场的强度系数一 J 积分同样 在一定程

度上可作为控制裂纹起裂的单参数 [3 }
.

M e M e e k i n g 和 P a r k s [4 ]
、

s h i h 和 G e r m a n {S J
、

Ne de le m a 。 和 T ve gr aa dr 0[] 等的有限元计算结果表明
: H R R 奇异场的控制区域大小

因试样几何 的不同而不 同
.

对弯曲裂纹试样和紧凑拉伸试样来说
,

其有效区远 大于

中心裂纹试样
.

0
’
D o w d 和 s h i h[ 9 }更精细 的研究结果表明

,

H R R 奇异场宜适用 于

表征裂纹尖端的高三轴应力场
.

三 轴应力也直接影 响着裂纹尖端塑性区的大小和形

状 [7 ]
.

为 了考虑不 同程度大小的三轴应 力影响
,

同时为了得到 更有效 的控制裂纹 起裂

的准则
,

iL 和 w
a n g s[] 首次推导 出小变形平面应变裂纹尖端二阶渐近解

,

第一项为

H R R 奇异解
,

第二项的系数 无: 通过将渐近解与有限元解匹配定出
,

引入 J
一

儿: 双参

数刻划裂纹尖端弹塑性场
;
受 iL 和 w

a n g 思路 的启发
,

o’ D 0 w d 和 s hi h 陈 1 0] 构造 厂

一种两项解
,

其中第一项也为 H R R 解
,

第二项的形式为 Q尸么 , 2
( 0)

,

通 过将两项解与

有限元全场解进行匹配定出 q 、 0 以及 Q 和角分布函数
.

在此基础上
,

o’ D o w d 和

511 111 提出了控 制裂纹起裂的 J
一

Q 双参数准则
.

l) 国家自然科学基金资助项 目
.

本文于 19 9 3 年 4 月 14 日收到
.
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对于扩展裂纹问题
,

在定常扩展条件下
,

有不少学者针对理想塑性材料和幂硬

化材料先 后推导出扩展裂纹渐近场
,

详见 H w an g
、

uY 和 aY gn ll l ] 的综述文章
.

在定

常扩展条件下
,

裂纹尖端场的分布规律以及裂纹尖端主塑性区 的大小和形状在裂纹

扩展过程中始终保持不变
.

正如 H w an g 等人 11 ’ } 所指出 的那样
,

关于幂硬化材料定

常扩展裂纹 的渐近场
,

还存在着一些技术疑点需要澄清
.

对于扩展裂纹顶端的弹塑性应力应变场
,

也可通过精细 的有限元数值计算进行

分析
.

本项工作旨在利用精细的有限元方法对扩展裂纹尖端场进行系统的研究
.

对于

不同的幂硬化材料 (n = 3
,

5
,

10)
、

不同的试样几何 (紧凑拉伸试样 ( C T )
、

中心裂纹试
. 、 ,

_ _ _
、

_
_ _

_
, ,

一二
、 _ _ . 、 ,

_ _ _
、 、

_ _ 二 _
_ _

.

_
_

_ _
,

_ 二
、 . 、

_ ~ △ a

样 (c C ” )和弯 曲裂纹试样 (B C P ))
、

不同的屈服水平和不同的裂纹扩展量 (于
一 ”

·

0 5 -

.0 3 ) 进行系统的计算
.

在计算时对裂纹扩展方式不附加任何条件
,

但设想扩展量比

较小
,

在裂纹稳态扩展过程中
,

外载增量比较小
,

它可能 影响应力水平
,

但不改变

扩展裂纹顶端弹塑性场的数学结构
.

关 于裂纹扩展 的有限元模拟
,

A n
de sr s

on 【1 2 } 首先提出以释放裂尖前方约束的方

式模拟裂纹扩展
,

裂纹随约束的逐一释放而逐步扩展
.

A n d er s s
on 方法的缺点是将

裂纹的连续扩展模拟为跳跃式扩展
.

为避 A dn er s s
on 方法之短处

,

在本文的计算中
,

取裂纹扩展一步 (扩展量很小 )
,

连续释放 28 个约束
,

其中每一约束反力按 10 步释放

到零
.

在每一步释放过程中
,

反复调整和 计算未释放约束的约束反力
.

由于裂纹扩

展量较小
,

在约束释放过程中
,

外载可认为保持不变
.

为 了对比
,

本文还给出了在

约束释放的同时外载增加的算例
.

二
、

基 本 关 系

考虑材料在单向拉伸时 的应力应变关系为

口
.

/ J \ n

二 一 十 Q 飞竺一 ,
J O \ 口 0 ,

(2
.

1)

其中 n 为应变硬化指数
, : 。 = a 。

/ E 为参考应变
,

E 为杨氏模量
,

。 。
为屈服应力

.

由 几 流动理论
,

多轴应力应变的增量关系为

E f
_ _ F

d口 ` , 一 I不石 i
“ `二 “ ,。 + 不不 “ ` , “ 二 n -

9拼几

(6拼十 Z H )。苦
、 ,

、
n

}
d :

一 ( ,
·

2 )

其中 又 j 为偏应力张量
,

比
,

H 为塑性切线模量
,

。
。
二 了j瓦了瓦丁万 为等效应力

,

; 为剪切模量
, 。

为泊松

按 (2
.

1) 式

口0

几 Q 6 0
( 2

.

3 )
几一几一a0

一一

b一一已d一d

一一H

{
在加载面上且又 , d句 > 0

其它

( 2
.

4 )
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对于静止裂纹
,

0
’

D ow d 和 s hi h lo] 通 过有限元分析构造的二项解的形式为

口 ` j _

口 0

J

a ` o 口。人 :

” + ’
于̀ , 1

(o ) + Q占̀ ,
( 2

.

5 )

其中
, ,

a 为极坐标 (原点位于裂纹尖端 )
,

式 (.2 5 ) 右边第一项为应力的 H R R 奇异场
,

式 (.2 5 ) 适用于裂纹尖端附近一环形区域
·

在 ( .2 5 ) 的基础上
,

O’ D o w d 和 S h iil 提出

裂纹起裂的 J
一

Q 准则
.

三
、

有限元网格设计及裂纹扩展过程模拟

本文采用 自编的二 维小变形弹塑性

有限元程序
,

该程序以 几 流动理论为基

础
,

采用 8 节点四边形等参元和切线刚度

法
.

该程序通过对一些典型实例的计算已

经过严格考核
.

为了精确计算扩展裂纹尖

端弹塑性场
,

本文对有限元网格进行了新

的设计
,

打破了以往只注意加密扩展前裂

纹尖端区域的网格
,

而忽视加密扩展后裂

纹尖端区域网格的倾向
.

专门设计 了含有

两个精细 区的新网格
,

如图 1 (a)
、

(b ) 所

示
.

图中 O 和 O’ 分别对应扩展前
、

后裂纹

尖端的位置
.

图 l( c) 中给出了扩展前
、

后

裂纹尖端连线上各单元节点的位置
,

通过

逐个释放这些节点约束模拟裂纹的连续

扩展
.

释放约束的步骤可简述为
:
先释

放约束 1
,

除去约束 1
,

用约束反力代替
,

然后按 10 步卸去该约束反力
.

在释放约

束 1 的每一步当中
,

重新计算其它约束的

反力
.

释放掉一个约束后
,

按相 同步骤释

放下一个约束
,

共释放 28 个约束对应裂

纹扩展一步
,

使裂纹尖端到达 。 ,

处
.

对于紧凑拉伸试样
,

裂纹原长度 ( a)

与试样宽度 ( W ) 的 比值为 .0 4
,

裂纹扩展

量 (△ a) 与裂纹原长度 (a) 相 比为 .0 05 ;

对于 中心裂纹试样
,

a/ w = .0 5
,

分别取

n = .3 5 和 10 以及对应的 △ a/
a
为 .0 2

、

0
.

1和 .0 3 ; 对于弯曲裂纹试样
,

当 n = 5 及

a
/ w 二 .0 5 时

,

分别对 △ a/
a = 0

.

1 和 .0 05

进行计算
,

其中后一情况对应在释放约

……………
’’’

!!!!!!!!!!!!!

{{{{{{{{{{{{{{

一一一一一一一一
.....

!
一一

汀汀
「一一一一一

{{{{{{{{{{{{{{{{{

}}}}}}}}}}}}}}}}}

许许邀邀

巍巍巍

。 r 艺一飞,

1 2 3

了犷一一玄一飞飞
2 8

《 c )

图 1 有限单元 网格

(a) 总体网格
,

(b ) 裂纹尖端局部网格
,

( c) 裂纹前方单元节点约束
.

F ig
.

l F i n i t e e le m e n t

me
s h u s e d

.

(
a

)G ol b a l n i e s h
,

( b ) L o c aj m
e s h n e a r e r a e k t i p ,

(
e

) C o n s t r a i nt s o f if n i t e e le

me
n t

n o d e s a h e a d o f e r a
ck t ip

.
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束 的同时
,

外载按直线规律增加
,

当 △ a/
a = .0 05 时

,

外载比扩展前增加 20 %
.

其它情

况均为在释放约束过程中外载保持不变
.

在各算例中
,

取 E / 。
。 = 3 00

,
a = .0 3

, 。 二 .0 3
.

四
、

结果与分析

图 2 给出 了中心裂纹试样 (n = 5 ) 裂纹扩展过程中塑性区 (实线包围区域 ) 的形

状和卸载 区 (虚 线包围区域 ) 的形状
.

图 2 ( a)
、

( b )
、

(c) 分别为扩展前
、

裂纹扩展

△a/ 2 及扩展 △ a
三个阶段的情形

.

由图 2 (b ) 和 c() 的右图可看出
,

加载区和卸载区

的交界线近似垂直于裂纹面且经过瞬时裂纹尖端 ; 对比 (a)
、

( b )
、

(c) 的右 图可知
,

扩展前裂纹后方塑性区 的边界
,

在裂纹扩展过程中为卸载区 的尾边界
.

随着裂纹扩

展
,

塑性区 向前方推进
,

卸载 区的波前尾随其后
;
塑性区逐渐增大

,

其最大 延伸方

向也随之改变
,

由扩展前沿大约 5 50 方向延伸
,

到扩展量为 么 a
时沿大约 4护 方向延

伸
.

门门门门门门一丁
一

~~~

.....

一一 }}} / 洲
...

l 一一`~~~~~

,,,,

厂厂厂厂厂厂厂厂厂厂

~~~~~~~~~~~~~ 、、、

巍巍巍

\ \ \ 丫

全灸二 粼粼
…减减

J 一一卜一上

后多
一
.

一号
{ ~ 、 二纽

图 2 中心裂纹试样 (。 二 5 ) 裂纹尖端塑性区形状 (实线包围区 ) 及卸

载区 (虚线包 围区 )
.

(a) 扩展前
,

(b ) 扩展量为 △ a/ 2
,

(c) 扩展量为 △ a

F i g
.

2 P las t i e r e g i o n s

(
s u r r o u n d e d b y s o lid li n e

)
a n d u n lo a d i n g r e g io n s

(
s u r r o u n d e d

b y d a s h e d lin e
)

n e a r t h e g r

ow in g e r a e k t i p fo r C C p s p e c i m e n (。 = 5 )
.

(
a

) oF
r

c r a e k e x t e n s io n o
,

( b ) oF
r e r a e k e x t e n s i o n △ a

/ 2
,

(
e

) OF
r e r a e k e x t e n s io n △ a

正如 H ut hc ins on ls] 所提出的那样
,

在扩展裂纹的尾翼存在着卸载弹性区
,

而在

扩展裂纹尖端附近
,

存在着强 烈的塑性非比例加 载区
.

在这两个 区域 内
,

塑性形变
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理论已经失效
,

因此相应的 H R R 奇异场也不再成立
.

我们 的有限元解证实
,

在裂纹

尖端区随着
:
逼近裂纹尖端

,

H R R 解越来越偏离有限元解
.

关于这方面的情况将

在作者的另一篇文章中作详细介绍
.

但是
,

当我们考虑 1 三叮 ( J /。
。

) 三 3 的环形区域

时
,

H R R 解在一定条件下
,

仍能近似描述扩展裂纹尖端弹塑性场
.

应该强调指出
,

对于扩展裂纹
,

J 积分 的守恒性 已不再成立
,

我们这里取的是远离裂纹顶端的 围路

计算的 J 积分值
,

围路所经过 的区域是弹性区或塑性加载区
,

不含有卸载区
.

6
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图 7 紧凑拉伸试样裂纹尖端 4 50 方向的应力分布
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图 3 和图 7 分别给出 了紧凑拉伸试样当 。 = 3
、

5
、

10 时沿裂纹前方 调 = 0) 和

沿 45
“

方 向的应力分布
,

其中 a/ w 二 .0 4
,

△a/
a = .0 05

,

图中同时也给出了 H R R 解
·

由图 3 和 图 7 可看出
,

大约在 .0 5 < r/ ( J / a0 ) < 3 的环形区域内
,

H R R 解与扩展裂

纹的有限元解符合较好
,

但 n 二 3 时两种结果差别较大
.
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.

分别给出了中心裂纹试样当 。 = 3
、

5
、

10 时沿 e = 0 和 0

其中 a/ w = 住 5
,

当 。 二 3 时
,

△a/
a = .0 ;2 当 。 二 5 时 △ a/

a

= 4 5 0

二 0
.

;1
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。 = 10 时
,

△ a/
a = .0 3

.

由图 4 和 图 8 可知
,

正应力的 H R R 解明显高于有限元解
,

这是由于中心裂纹试样拉伸时三轴应力较低的缘故
.
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图 10 和 图 12 为弯 曲裂纹试样 n = 5 时应力的分布情况
.

其中图 10 对应 △ a
/

a =

0
.

1
,

图 12 对应 △ a/
a = .0 05

,

两种情况 a/ w = .0 5
.

图 12 对应释放约束时外载增加
.

在图中也给出了 H R R 解的分布
.

由该两 图可看出
,

大约在 .0 5 < 叮 (J /。
。

) < 3 的环

形 区域 内
,

H R R 解与有限元解符合较好
.

通过上述分析可知
,

扩展裂纹的情况在某种程度上类似于静止裂纹
.

对于 C T

试样和 B C P 试样
,

在一定条件下可 以找到单参数 J 作为控制参数的近似有效区
;

但对于 C C P 试样
,

这种有效区不存在
.

以上分析表明
,

在环形区域 1 三叮 (刀
a 。

) 三 6 内
,

扩展裂纹尖端的弹塑性应力应

变场一般说来不能用 H R R 场来表征
.

由常微分方程理论可知
,

变系数常微分方程的本征 函数一般说来或者是 正则

函数
,

或者是奇性项与正则 函数 的乘积
,

鉴于此原因
,

我们设想在环形 区域 1 三

:
/ ( J/ a o

) 三 6 内扩展裂纹顶端 的应力应变场可由三项解表示为

氏 、 〔: ,

山 / J 、
击

r
_ _ 、 . _ _ 、 _ _ 、

、 _ `

—
= t es es es es es es 下 , se 】 嘴 J 艺下1气口 ) 十 凡 2 ` r 『 0 / J 一 1 ) J 云j Z L口 ) 之十 呵口“ I t口 ) t任

.

1 )
口 0 \ Q巴 0口 0 1 几 r / ` - 一

,

在上式中我们 已取了正则项与乘积项的首要项
.

在 ( 4
.

1) 中
,

k :
和 Q 为待定参数

,

云̀ , 1
( 9 ) 为 H R R 解的角分布函数

,

于` j Z
(0 ) 与 厅` j l

(0 ) 为待定角分布函数
.

为 了检验 (.4 1) 的有效性
,

分别在图 5
、

图 6
、

图 9
、

图 n 和 图 13 中给出了各

种情况下 。乙随 叮 ( J /。
。

) 的变化规律
,

其中

。
毛一 [。

` , /a 。 一 Q“ , 1
(“ ) ](

J

a ` 0口。几 : (4
.

2 )

按 口乙的定义
,

由 口每所表示 的三项解为
r
的线性函数 (见 (’. l) 式 ) 由已知有限元解

可 以完全定出三项解的后两项
·

由图 5
、

图 6
、

图 9
、

图 n 和 图 13 可看出
,

, 易随
r
的变化规律可以很好地由斜直线规律拟合

,

误差在 2% 以 内
·

可见
,

(.4 1) 形式的

三项解是对有限元解的很好近似
.



第 1 期 魏悦广等
:

扩展裂纹尖端弹塑性场

B C P B C P

竹二 5

移 = 尤 / 4

0 习

, 戈悦想 , 咭
电悦悦悦 ,

喻电二户悦 : 兜,
瑞

3 4 5 6 7

片丫刀ao 夕 叮 f J/
a o

少

图 13 弯曲裂纹试样裂纹扩展件随加载时裂纹尖端 “
几的变化及三项解

F i g
·

1 3 口
乙一 F i n i` e e l e m e n t s o l u t io n a n d ’ h r e e t e r

m
s o l u t io ll

(d as h de l in e
)

a h e a d o f e r a e k t ip fo r B C p s p e c im e n

w h e n e x t e r n a l lo

ad
s a r e i n e r e as e d as e r a e k P r o P ag at e s

如果取类似于 O
,

D o w d 和 hs iil 形式的二项解 (见 .(z 5 ) 式 ) 拟合有限元解
,

则 。易

与
r
间的关系为水平直线 a( 乙与

r
无关 )

本文的大 部分计算是在假定裂纹扩展过程中外载不变情况下进行的
,

此时扩展

裂纹顶端的 J 积分值仍明显大于扩展前的 J 积分值 ; 裂纹顶端的塑性区也明显大于

扩展前的塑性区
.

这表明
,

扩展裂纹顶端区域绝大部分处于塑性加载状态
.

因此与

定常扩展裂纹相 比
,

稳态扩展裂纹顶端塑性区尺寸较大
,

而弹性卸载区较小
.

又通

过 比较裂纹扩展过程中载荷增加与不增加两种情况 的结果可知
,

外载增加与否
,

只

影响三项解中系数 k : 、

Q 的大小
,

而不改变扩展裂纹尖端弹塑性场的数学结构
.

五
、

结 论

本文详细计算了扩展裂纹尖端的弹塑性应力应变场
.

对于硬化指数 二 = 3
、

5
、

10 给出了紧凑拉伸试样
、

中心裂纹试样和弯曲裂纹试样的详细有限元结果
.

通 过分

析所得结果
,

得出如下结论
:

扩展裂纹尖端的弹塑性应力应变场
,

在裂纹尖端附近一环形 区域内
,

可以 由三

部 分表示
.

其中第 一部 分为 H R R 奇异场
;
第二 部分为与径向坐标无关的三轴应力

项 ; 第三部分 为与 H R R 奇异性项相比还含有线性项
.

此结论适用于各种材料试样的

各种几何形状
.

依此为基础可建立裂纹扩展准则
.
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