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三维 E ul er 方程的两种高效高分辨率算法

及其在高速进气道中的应用
`

王保国 刘秋生
清华大学力学系

,

北京 1 0 0 0 5 4

卞荫贵
中国科学院力学研究所

摘要 提出了两种计算三维 E ul er 流场的有效算法
:

一种是作者提出并发展的三维 L U
一
T V D 杂交

新格式
;

另一种是 E ul er 方程空间七点三维强隐式新算法 ;两种算法都与有限体积离散相结合
,

而

且都引进了高分辨率的机制
,

它们分别用于高速进气道三种工况的数值模拟
,

得到了满意的计算

结果
。

关键词 aJ m es on
一
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,
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,

L U
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T V D 杂交格式
,

三维强隐式算

法
,

计算与实验的比较

1 引 言

大型三维流场的数值模拟是当前国际上热门课题之一
,

尤其是航天飞机
、

飞船和高速

飞行器研制的兴起
,

更促进了三维流场数值模拟的大力发展
。

高速飞行器
,

尤其是高速进

气道和航天飞机的绕流流场是非常复杂的
。

通常流场中存在着复杂的激波系
,

存在着波系

间的相互作用
,

存在着强的粘性流动与无粘流的干扰
,

并且在一定条件下还会有流动分离

的问题
。

所有这些复杂的流动特性给数值模拟带来了很大困难
,

然而这些恰恰是当代计算

流体力学急待需要发展的前缘问题
。

复杂流场数值模拟的关键问题之一是捕捉激波和提高激波数值解的分辨率
;
对于三

维流动
,

还有一个如何提高计算效率
、

发展快速解法的问题
。

围绕这两大方面的关键问题
,

近十几年来国内外学者们做了大量的工作
,

尤其是 eB
a m & W ar m ign 和 S t eg er 乙 P ul ila m

的隐式近似因子分解格式
、

M a e C o rm a e k 的二步显格式
、

J a rn e s o n
的多步 R u n g e 一 K u t t a 有

限体积法
、

以及 va n L ee
r 、

H ar t en
、

O hs er
、

张涵信等人的矢通量分裂格式
、

T V D 格式和其它

耗散型格式更为突出
。

T V D 格式具有激波分辨率高与非物理振荡小的特点
,

但显式的

T V D 格式耗计算机机时过多
,

因此要向隐式发展
; aJ m es o n 一 T ur ke l 的 L U 格式

〔`〕和 S t o
en

的 SI P 强隐式格式
〔 2〕
都是快速求解 E ul er 方程组的有效方法

,

但它们并不能保证捕捉激波

的质量 问题 ;将 L U 与 T V D 相结合
,

因此文献 〔3〕针对定常流问题提出一种新的 L U
-

T V D 杂交方法使得捕捉的激波分辨率较高
,

而且流场迭代求解的收敛速度又快
。

采取这

种格式
,

文献 〔3一 8〕分别完成了一系列的内流及叶栅绕流的二维与三维计算
,

捕捉到了高

质量的激波
,

并用较小的计算机机时得到了满意的流场收敛解
;
所有这些都表明了该格式

,

国家自然科学基金及国家博士后重点资助项目
,

本文部分内容曾在 19 9 3 年全国博士后大会上宣读
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的可行性和生命力
。

最近
,

文献 〔9〕又将这种格式作了发展
,

在处理数值通量计算时采用了

张涵信教授 N N D 的思想
〔` 。〕 ,

对通量差分作 m in m od
;
数值实践表明

:

这种处理要 比 H ar t en

数值通量的计算节省许多计算量
。

对于 S t on
e
的强隐式格式

,

文献〔n 一 1 3〕分别用它求解

过跨音速流函数方程组并获得成功
;
文献 〔14 一 1 6〕又分别对 S t on

e
的强 隐式作了重要改

进
,

引进了对称型的辅助矩阵
,

并从数学上分析了改进的 SI P 过程及收敛条件
;
从完成的

大量二维算例表明
:

改进的 sI P 格式是成功的
。

本文在有限体积离散的基础上
,

分别将 L U
一

T V D 杂交格式和 sI P 强隐式格式推广到

三维
,

并用于三维高速进气道 E ul e r
方程的数值模拟

。

本文完成了零攻角的三种工况 (马

、 赫数 M 二 ~ 0
.

8 5
,

2
.

65 和 3
.

0) 和 o5 攻角一种工况 (马赫数 M 。 一 3
.

0) 下的流场计算
,

给出

了它们的结果
。

最近
,

我们又分别将这两种算法推广用于三维湍流 R cy n ol d s
平均 N va ier

-

tS ok es 方程组
,

获得了成功
〔` ’

, `幻 ,

与美国 N A s A A m e s
风洞实验比较

,

结果令人满意
。

’

2 用张且表达的墓本方程组和墓本算子

为便于下文叙述
,

首先给出高阶张量的梯
、

旋
、

散度表达式
。

采取 iE sn et in 求和规约

后
,

主要的梯度公式为
〔`的 :

、 J产、 .2
,上9é了、了、

、

甲
a = e `

e ’

甲
` a s

守且 一 e ` e ’ e `

甲
、 t ,。

主要的旋度公式为
:

甲 又 n 一 任
` ,̀ e * e ’甲 “ , ,

( 3 )

主要的散度公式为
〔 4

, `的 :

~
~ 「〕「 1

V 二
里 一

- - 二二二

“ 了 g

旦 (

既
` 、
了了t ` , e , ) ( 4 )

式中蕊表示任一矢量
, 。 *

和 矿分别为石的协变和逆变分量
;

且表示任一个二阶对称张量
,

常表为且一奋奋tj 、 ;
甲

`

表示协变导数
; 任沙为 Edd ign ot 。

张量 ; (x
` , 二 2 ,二 3

) 构成任意曲线

坐标系
, ` ;

和 “ 分别为这个坐标系的协变和逆变基矢量
,

而 g 的定义为
:

9 2 2
9

2 : 9 23

9 2 1 9 2 2 9 2 3

9 3 1 9 5 2 g 3a

( 5 )

式中

这里

g ` ,

定义为
_ _ 即

`

即
,

g 万 一 互丁 又了亏
口沉 口沉了

户

( 6 )

(少
,

犷
,

犷 ) 构成直角坐标系
;
显然

丫百

在任意曲线坐标系下
,

微分形式的

JW

决

a (夕
` ,少2 , 少 3

)

a ( x
l , x Z , x 3

)
( 7 )

N a v ie r 一 S t o k e s
方程的通用形式为

〔` 〕 :

+ 甲
。

E 一 O ( 8 )
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这里 t 为时间 ,W 和 E 的定义为
〔的 :

刁!I
l

lTJ
é

且印V

! f’ } } 性 一
~

W 一 1矛 } E = 】VP V一 j !
{尸 ! } 二 _

-

哆 J
沙V 一 11

·

( 9 )

V 一 久甲

这里 p
, 。 ,

V
,

T 和 又分别为密度
,

总内能
,

速度
,

温度和热传导系数
;

为应力张量
,

常表为

e ’ e 了t
, , 而粘性应力张量

r
常表为

。 `。 ’ 毛 , ,

两者间的关系为
:

气 = irj 一 尸g 。 ( 1 0 )

变形率张量 . 常表为
。 “ ’ ` ,

并且还有

一合
〔行十 `行 ,

了

〕

。。 一

告
(甲

,V , + 7 , V ` ,

( 1 1 )

( 1 2 )

在实际计算中
,
石常被分成无粘部分 F , 与粘性部分 F、 的和

〔。 ,

即

E = F , 十 F、 ( 1 3 )

这里后两项的定义为

吧
F` 一

)VP
L( e

一卜 ~ 」卜 一门卜 叫 叫卜
目
州户 ~ 闷知

V+ P ( 1 1+ j j + k k )

+ 尸 ) V一 几甲 T

( 14 )

( 1 5 )

ō
l
we
.l

lwe
.

J

一V

m尸斤|巨

一一一凡

注意上式中
:
为粘性应力张量

,

它是个二阶的对称张量
,

通常表为
:

r 一 e ` e ’ 〔产 ( 7
` v ,

+ 守 ,。 、
) + 矛 g ` ,

(甲
·

v )〕

式中
,

r 为膨胀粘性系数
,

只有在引入 tS ok se 假设时即选取 r 等于 一

简化为
:

( 1 6 )

号
, 时

,

( , 6 ,式才能

。

一
.

一 2
,

一 二
、 ,

r,j 一 产 LV
, v ,

十 V vj
`
一 育 g 心 L V

. v 少J
0

( 1 7 )

另外
,

N
一

S 方程的积分形式为
:

wd 。 十

挤
·

dE一 ( 1 8 )
盯川
。乡一甜

3 有限体积离散及 L U
一

T V D 杂交格式

对于任一个有限体单元
,

则 ( 1 8 )式变为
:

△叽 + (△ : )习 ( F ) r
+ `
一

( 1 9 )

式中
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F =F (W) 5 =
.

E

△ W
”

二 w(, + ` , 一 W (二 )

S一 5
1 1+ S Zj + S

3
k

注意式 ( 1 9 )中 (△ r
) 并不代表粘性应力张量的增量

,
而具有如下定义 (下文同 )

:

( 2 0a )

( 2 0 b )

( ZOc )

(△ r
) 一

挚̀
勺

( 2 0 d )

当 , 一合时
,

格式在时间上具有二阶精度
。

对于无粘流
,

则 : 退化为 ` +G 丁
+ 戚

;

这里 F
,

G
,

H 的定义可参见文献〔2。〕或文献 〔1 9〕里的式 (4 )
,

并且 W 定义为仁p ,

稗
,

vP
,

卿
, 。 〕

T ,

而 i, j
,

k 为直角坐标系的单位矢量
。

于是
,

对于无粘流动 (F 衅
` ’
可线化为

〔幻 :

F {城刀寿 F {姚
/:
+ A九

1 / 2△卿 + A几
1 / 2△W斗

1

( 2 1 )

在本文中 A十
, A 一 ,

和 A 的定义不同于文献〔9〕 ,

而为
:

A一会
(` 一 凡I ,

,

A

一会
(` 一 “ 7

1 ,
,

( 2 2a
)

几。 ~ 久
,
一 又。 ,

八 = d i a g {又: ,

凡
,

凡
,

人
,

凡 }
,

几6 一 m i n {m in (又
1 ,又: ,

久
: ,

人
,

几5
)

,

0 }
,

又
7
= m a x {m a x

(几
1 ,

几
: ,
几

: ,
又
` ,

凡。 )
, 0 }

,

A 一 S
:
A + S

Z
B + S

3
C 一 A +

+ A -

这里 A
,
B 和 C 分别为 F

,

G 和 H 的 Jac ob ia n
阵

。

( 2 2b )

( 2 2 e )

( 2 2 d )

( 2 2
e )

( 2 2f )

按照 L U
一

T V D 杂交格式的求解办法
,

三维 E lu er 方程的求解可由下面两步完成
:

第一步— 解 L 算子
:

口 十 △ (r A九
l / : 十

一 △认衷
1 / :△补跳

第二步— 解 U 算子
:

口 十 △城 A二
工/2

一 △说砰
, /: △W择、

式中却 项为

, 、
, /: 十 , 、

: / 2
):△卿一

(

誓
,`粉

一 △认弃
1 2/△和尸

、
一 △妞仁

1 /2△稀上么 ( 2 3 )

十 A升
, 2/ 十 A不

, / : )〕△ w渭 二 △卿
一 △说升

, / 2

△侧护
,
一 △动舜

: / 2△喇叭 ( 2 4 )

柳 ~ (熟
+ : / 2

,

+ 矛
`一 ; / 2

+ 熟
+ 1 / :

+ 瓦
一 1 / 2

+ 卡
* + 1 / 2

+ 矛卜
1 / 2

) `
· , ( 2 5 )

这里 矛的定义同文献 〔9〕
,

即采用了张涵信教授的 N N D 格式
〔̀ 。〕
计算出的数值通量

。

应该说明的是
:

在式 ( 2 1 )
、

( 23 )
、

( 2 4 )
、

( 25 ) 中
,

省略了一些下标的标记 ;例如 △W斗
1

与 △碑
一 ,

则分别省略了下标 j
, k 与 i ,

j ;
这一做法在国际上也是流行的

〔2 1〕 。

于是式 ( 23 )
、

( 2 4 )
、

(2 2 )
、

( 2 5 )便组成了本文构造的 L U
一
T V D 杂交新格式

,

显然 L 算

子与 U 算子方程的求解均可逐点扫描推进
,

计算起来十分方便
。

本文采用这种格式计算

了攻角为 0o
,

而进口马赫数分别为 3
.

00
,

2
.

“ 和 0
.

85 三种工况下的高速进气道三维流

场 ;另外还计算了攻角为 5o
,

进口马赫数为 3
.

00 时进气道三维流场 ,详细结果在本文第 5
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2

节讨论
。

4uEl r e方程组的三维七点强隐式格式

本节不同于文献 〔 1 3〕 ,

是讨论 E ul er 方程组在三维情况下的强隐式算法
。

下
,

借助于有限体积离散技术
,

则 E ul e r
方程被离散为

:

A
,△W吕十 A Z△W ; 十 A 3

△W番十 A
`△W声

十 A
S△W差+ A

6△W几十 A
7△W舀一 一 R

”

式中

在三维情况

( 2 6 )

A
4
一 。A

;

+

黔
A S
一 A E

A 6
~ A N

A
:
一 人

少

R 一 6 F p 十 凡 + 凡 十 F w + 凡 十 凡 + 凡
△W

”

= W
” + ’

一 W
”

( 2 7 )

这里下标 D
,

S
,

W
,

p
,

E
,

N
,

U 分别表示 ( i
,

j
,

k 一 z )
,

( i
,

j 一 1
,

k )
,

( i 一 1
,

j
,

k )
,

( i
,

j
,
k )

,

( i + 1
,

j
,

k )
,

( i
,

j + 1
,

k )
,

( i
,

j
,

k + 1 ) ; 显然这里 A
I ,

A
Z ,

A
3 ,

A
` ,

A
S ,

A
。 ,

A
7

都是 5又 5 的

矩阵
。

将式 ( 26 )分解为如下形式
:

巨
户E少 十 凡E夕 +

` p
E少 + 心 ]口 + `助

`
十 九必

`
+ g 户影

`

]△ w 夕~ 一 R
”

( 2 8)

式中
,

E乒
’ ,

必
` ,

… 均是移位算子
,

例如
:

E乒
`△W

、 ,
,

,
;
= △W

`一 ,
,

,
,
;

( 2 9
a )

E少
`△W

`
,
,

,
*
一 △W

`+ 1
,

j , ,

( 2 9占)

在式 ( 28 )里 I 为 5火 5 的单位阵
。

显然式 (2 8) 中包含这样的两个算子
:

一个是下块四对角

的 L 算子
,

一个是上块四对角的 U 算子
;
它们的求解也是逐点扫描推进

,

十分方便
。

系数
a ,

b , 。 ,

d
, 。 ,

f
, g 都是 5 X S 的矩阵

,

经推导其值由下式决定
:

a , 一 A
l

〔I +
a ( e 。

+ 九 )〕一
`

b户 = A Z

〔I +
a ( e : + 勘 )〕

一 `

c , 一 A
3

〔I + 。 (介 + gw )〕一
`

d , 一 A
、
十 a , ( ae

。
+ 口人

〕
一 g

。
) 十 b

,
( ae

: 十 ag
: 一 fs ) 十 ` , (代厂谕

e , 一 右
`
( A

。
一 aa 户e 。 一 ab, es )

几 一 右
`

(A
` 一 ac, 介 一 aa

p

九 )

g , 一 d万
`
( A

7
一 ab pg s 一 ac 户

如 )

这里
a
为循环变数

,

其取值范围在 o一 1 之间
。

如果将式 ( 2 8 )简记为

L U△碑一
R

”

或者 UL △碑一 益
·

( 3 0 a )

( 3 0b )

( 3 0 e )

+ ag w 一 e w )

( 3 0 d )

( 3 0
e
)

( 3 0 f )

( 30 9 )

( 3 1 )
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这里的 L和 U分别代表 ( 2 8 )式左端两个中括号里的算子
。

于是由

L△嵘 一 一 R
几

或者 L△ W一 一 扮 ( 3 2 )

这里益将由下文式 ( 34 )决定
。

于是由式 ( 3 2 )中解出△玲 值
,

再由

U△毗 ~ △ V声 ( 3 3 )

便得到了 △w 君值
。

显然式 ( 3 2 )与式 ( 3 3) 的求解具有显式的特征
,

它们的求解与 eB
a m

-

W ar m in g 的近似因式分解格式
〔韶〕
相比其计算量要少得多

。

因此
,

式 ( 32 )
、

式 ( 3 3 )连同式

( 30 )及下文中的式 ( 34 )便构成了求解三维 E ul e r
方程组的新的强隐式格式

,

本文用它成

功地计算了高速进气道在进 口马赫数为 3
.

00
,

攻角为 0o 时的三维无粘流场
,

得到了收敛

的三维 E u le r
解

。

5 典型高速进气道算例

因篇幅所限
,

本节扼要介绍高速进气道三种工况下的计算结果
:

( l) 用杂交格式计算零攻角
、

马赫数 M
二 一 0

.

85 的进气道三维 E ul e r
流场一进气道的

形状如图 1所示
,

计算网格采用 T T M 法
〔
23) 生成

,

这是一套贴体曲线网格
,

由它们构成一

组有限体积法中的单元
。

在计算网格形成的过程中采用了沿周向作一系列子午截面
,

在每

个截面上再用 T T M 法解 P o

iss on 方程
,

生成贴体网格 ;图 2 与图 3 分别给出了子午面上

和周向截面的网格图
;
图 4 给出了收敛曲线

;
在本算例计算中

,

取 C ou ar nt 数为 6
,

经 历

32 0个时间步
,

残差下降三个数量级
。
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J
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.
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0 3 0

图 1 进气道形状 图 2 子午面内计算网格
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e
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( 2) 用杂交格式计算零攻角
、

进 口马赫数为 3
.

00 的高速进气道三维 E ul er 流场一图 5

给出了子午面上全场等马赫线的分布
。

从这张图上可以清楚地看到
:

该工况下复杂的激波

系以及激波反射的情况
。

本算例算出的内通道出口截面的马赫数为 2
.

2 左右
;
另外

,

从这

张图也相当满意的反映出零攻角下的三维流场的特点即在子午截面上当进气道的几何形

状为轴对称时
,

其无粘的三维流场在零攻角进气下也具有轴对称的特征
。

此外
,

本算例也
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图 3 周向某截面网格 图 4 残差收敛史
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F ig
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id u a

l

表明了采用张涵信教授的 N N D 格式
〔 , 。〕
计算数值通量要 比采用 H er t en 的 T V D 格式

〔绷简 _

单
、

省时且计算机编程易行
。

图 6给出了子午面上全场速度矢量的分布图
。

图 5 子午面内全场等马赫线分布 图 6 子午面内全场速度矢分布
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.
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F ig
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6 V
e lo e

it y
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(3 )用杂交格式计算进 口马赫数为 3
.

00
,

进气攻角为 5
。

时的高速进气道三维 E ul er 流

场一图 7 给出了子午面上全场等马赫线的分布
。

由于进气攻角的存在
,

子午面上流场的

上
、

下两个部分已有明显的差别
,

仅就内通道出口截面的马赫数而言
:

上半部分为 2
.

15 左

右
,

而下半部分为 2
.

42 左右
,

两者相差 0
.

27
。

(4 )用强隐式格式计算进 口马赫数为 3
.

00
,

零攻角进气的高速进气道三维 E ul e r
流场

一图 8给出了收敛史曲线
;
可以看出

:

经过 28 0 个时间步
,

残差下降了三个数量级
;
这个迭

代次数要 比三维势函数方程 SI P 解法的迭代次数略多些
。

计算出的全场等马赫数线分布

与图 5 较相近
。

计算中发现激波附近有数值振荡
,

为此我们采取了两种措施去计算式

( 2 8 )中的右端项
:

一种是在式 ( 2 8 )右端显式的加入二阶和四阶的人工粘性项
〔251 ;另一种

是将式 ( 28 )右端项的数值通量项采用张涵信的 N N D 格式
〔̀ 。〕 ,

即将式 ( 28 )右端项的 R
”

换
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这里矛表示通量 F 采用 N N D 格式后得到的数值通量
。

计算表明
:

采用后种措施更为有效

些
,

它减轻了激波附近的数值振荡
,

改善和提高了捕捉激波的质量
。

残差
U t
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图 7 子午面内全场等马转线分布 图 8 残理收数史
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`
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( 5) 用杂交格式计算进 口马赫数为 2
.

“ ,

零攻角进气时的高速进气道设计工况
。

这里

仅计算该工况下的三维 E ul er 方程解
,

文献 〔1 7
,

1 8〕分别给出了该工况下采用 L U
一
T V D

杂交格式和采用 SI P 强隐式格式求解三维
、

湍流 R cy on lds 平均 N
一
S 方程组的结果

。

图 9

给出了本文无粘计算得出的子午面上全场等马赫线分布的局部放大图
,

图 10 给出了周向

某截面等马赫线的分布
,

图 n 和图 12 分别给出了沿中心体表面和唇罩内侧面压强的分

布曲线
。

显然
,

本文计算出的结果与实验数据哪
,
在变化趋势上大体还是一致的

,

文献〔1 7
,

1 8〕提供了更满意的结果
。
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图 9 全场等马赫线分布 (局部放大 )
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图 10 周向某截面等马特线分布
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6 两点结论

( 1) 本文提出的两种新算法均为高效率的数值格式
。

对于三维间题
,

它们都可化成一

个 L 算子和一个 U 算子
,

而且都可以逐点扫描求解
,

都避免了其它隐式算法中常出现的

各点联立求解带状方程组的现象
,

因此它们计算起来都十分简便
。

但应该指出的是
:

两种

算法中的 L 与 U 算子的元素是不同的
。

(2 )从激波分辨率的角度上说
,

L U
一

T V D 杂交新格式要 比三维新的强隐式格式好 ;但

是从计算量的角度上讲
,

后者要比前者计算量小
。

从工程应用的经济角度考虑
,

用三维强

隐式格式求解出的无粘流场可以相当经济的为 N va ier
一

S t ok es 方程提供很好的初值近似
。

总之
,

两种新的格式各有各的特点
,

但它们都 有快速求解
、

具备高效率
、

高分辨率的共同

特征
。
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s for sc h e m e s 1 a n d 2

.

T h e
cS h e m e s a r e u s e d t o e

om p u t e t h e 3
一

D e x t e r n a l a n d i n t e r n a l f lo w f i e ld for
a n m i x e d

-

e

om p r e

sslo
n in le t

.

N u
m

e r ie al e x p e r
im

e n t s hs o w t h a t t h e sc h e m e s g e n e r a t e g 以记 s h o e k r e s 。

l u t in n a n d m a n y o f f e r g r e a t e r p ot e n t ia l e f f ie ie n e y fo r u s e i n 3
一

D p r a e t i e a l p r o b l e m s
.

K e y w o
rd s : Ja m e s o n 一

T u r k e l
` 5 L U sc h e m e

,

S t o
ne

` 5 S I P s e h e m e
,

L U
一

T V D h y b r id

s e h e m e
,

im p r o v e d S IP s e h e m e
,

E u le r e q u a t i o n s
,

一
i n l e t f lo w s


