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摘 要

本文研究 S o h r 6 d i n g e r

算子的极大耗散扩张
.

引入广义不定度规空间
,

得到在自然边界空间

中
,

S o h r 6 d i n g e r

算子极大耗散扩张表示形式
,

为进一步研究非线性 S c h r 6 d i n g e r 方程无穷维动

力系统的长期混沌行为作准备
.

关钻闻 无穷维动力系统 非线性 S c h r 6 id n g er 方程 不定度规空间 耗散算子

一
、

引 言

非线性 S c h r 6 d in g er 方程的长期动力学行为的研究使得孤立波理论研究更为 丰 富
.

由

于非线性 s c h r 6 id n g er 方程的复杂性
,

使得这类问题的研究非常困难
,

这方面的工 作 见

【l] 、 〔4〕,

特别是 〔l] 研究该类方程的吸引子及分形维数
.

我们的工作将利用近年来飞 速 发

展的无穷维动力系研究时间混沌的办法来研究非线性 s c h r 6 d in g e r 方程
.

本文首先解决这

项研究的第一步工作
,

给出这类方程中 S c h r 6 d in g er 算子的极大耗散扩张表示形式
,

接下

来将利用这一表示形式研究该类方程吸引子的几何结构
、

时间混沌
、

惯性流形及惯性形式等

动力系统长期行为
.

在本文第二节给出一类新空间
:

广义不定度规空间
,

它在一般 B a n
ac h

空间意义下成立有普遍意义
.

同时
,

给出 s c h 6r d in g er 算子的自然边界空间
,

它是一类广

义不定度规空间
,

将利用该空间中不确定的度规
,

给出 s c h r 6 id n g e r 算子的极大耗散扩张

与广义不定度规空间中的极大负子空 间一一对应
,

同时给出表示式
.

由 [ l ] [ 4 ]
,

S e h r 6 d i n g e r 算子指 一 h八+ 犷 (
x

)
,

定义在 C 刀 ( M )
,

M是 C ` 紧 R i e m a n n

流形
,

在域 S o b ol e v 空间H
“

(M )中有唯一的自共辘扩张
.

但在非紧 R ie m a n n 流形
,

这类算

子挑相当复杂
,

自然也就引起 S c h r 6 id n g e r 方程研究 的困难
.

为此
,

本文先解决一类这样

的算子的扩张表示
.

设

L oj = ij
” 一 f

D ( L
。

) = { f
:

f
,

f
` ,

f
护〔 L

, ` 〔0 , 2 二 ]
,

f ( o ) = f ( 2 二 )
,

f
尹

( o ) = f
产

( 2二 )
, 一< P 产

< oo }

0L 将是本文研究的一类 S c h r 6 id n g er 算子
.

.
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令X =L
,

’

[ O
,

2二」
,

P
’

> l
,

在 X 中作广义半内积 [
·

,
·

]
,

(见 [ 5 ] )

[f
, g 〕, =

P与 P
尸

可以不同
.

显然 X 中范数 } fll -

f ( D (五
。

) }
.

在 X 只 X
,

r Z汀

J
。

fgl 引
” 一

滋
,

` < , < co

[f
,

月
` /尹 ,

作且
:

D 欠几
〕

) 、 X
,

使 A f 一汀
“ .

设 G ( 0L ) ~ 义{ f
,

oL f}
,

构造口 (
· , ·

)
,

使

Q ( f
,

g ) = ( f g )
`

( : 二 ) 一 (f g )
’ 戈o )

一 f
`

( : 二 ) g ( : 二 ) 一 f
`

(。 ) g ( O ) 十 f ( 2 二 ) g
`

( 2二 ) 一 f ( O ) g
’

( O )

没刃 ~ 刀
+

① H
_ , “

①
”

指直和
,

这儿

万
+

= s p a n 笼f 〔 X
,

口 (f
,

f )尹。全
,

H
_

= 。 p a n 笼f ( 尤
,

Q ( f
,

f ) ( 。 }

记 H = 厅 / G ( L
。

)
.

构造 O ~ 奋
十 十 O

_ ,

使

O
+

( f
+ ,

夕
+

) = Q ( f
十 ,

夕
+

) 5 i g n Q (夕
+ ,

夕
+

)
,

f
+ ,

夕
十 〔刀 +

O
_

( f
_ ,

夕
_

) = Q ( f
_ ,

夕
_

) ( 一 5 i g n Q (夕
_ ,

夕
_

) )
,

f
一 ,

夕
_ 〔刀

-

设片二汀
:

f
,

f
`〔 x }

,

万二 泞①育
,

任意了〔 笼了
,

了}
,

定义 O如下

O (了
,

夕) 一 O ( f
,

夕) + [了
,

寿〕
,

定理 I A是 B a n a c h 空间 X 中的对称算子
.

(定义见【5〕)

定理 2 (刀
+

/ G ( 0L )
,

心
+

)
,

(尸 / G ( L
。

)
, 一 O

_

)是广 义半内积空 间
.

定理 3 (泞
,

O )是广义不定度规空间
.

定理 4 若 L
。

的极大耗散扩张是 L
,

则 L 与万中极大 负子空 间夕一一对应
,

并且

L u ~ `“ “ 一 u + 切 (公 )

D ( L ) = { u : u , u ` , 。 “ 〔 X
, 公〔夕 }

夕是夕的 H 到泞的投影子空间
.

一 宁 理 献 l
一

l
、「 日日

一
、 /吸一

护 - J ~ 月」
J 山比 1一 / J

本文研究 的算子 L
。
是 B a n a c h空间中算子

,

自然就比 H il b e r t 空 间中的算子研究难得

多
.

也正是如此
,

建立 厂 B a n a c h 空间中的广义半内积以及广义 P自共扼算子
、

p耗散算子

(见 〔5〕)
.

不定度规空 间的研究见 〔6 〕 [ 7 〕
.

这里我们构造广义不定度规空间
,

该空间进一步

且 比较深入的研究将另文给出
.

定义 I R是复 (或实 ) 线性空间
, x ,

,
, z ( R

,

几e C
.

定义勿
,

>z 是满足下述关系的复

(或实 ) 数
.

( 1 ) <x + 夕
, z >一 <

x , z > + < ,
, z > ; <几

、 ,

, 》 ~ 几<x ,

夕>
.

( 2 ) 任意 , 〔 R
,

若 <x
,

, > = 0
,

则 x = 0
.

则称 ( R
,

<
·

,
·

> )是广义 K er in 空间
.

定义 2 空间 ( R
,

<
·

,
·

> )称为广义不定度规空间
,

若它含有二个子空间H
十 ,

H
_

且

( l) 尺一 H
十

① H
一 ,

这里①是直和且相对于 <
·

,
·

>正交
,

即 <x ,

功一 o , x 〔 H
+ , 夕〔 H

_ .

( 2 ) ( H
十 ,

<
· , ·

> )
,

( H
一 ,

一 <
· , ·

> )是广义半内积空
一

间
.

这里H
, 一 林〔 RJ <x

,

劝 ) o }
,

H
_

一 {、 〔 lR <x ,

劝《 0 }
.

H
+ ,

H
_

分别称为正子空间与

负子空间
.

引理 1 若 R是广义不定度规空间
,

如果 x , , 〔 R
, x 一 x 十 十友

,

夕一夕
+ + , 一 , X 十 ,

从 〔 11
十 ,

况 _ , g _ 〔 H
_ ,
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设 [x , 夕] = <x + , g +

) + <x _ , 夕_

)

则 ( R
,

【
·

,

门 )是广义半内积空 间
.

证明 关键是证明下述不等式

J [x , 夕 ] .《 [x
,

y ] ”
,

[y , 夕〕` , 一 ` , l , ,

p > -

因 a b《 夕 / P + b叼 q , a > 0
,

b > 0
,

这儿 1 /力十 l / q 一 1
.

由验算可知仅需证明

( 1 + 寿m , 一 ’

)
’

《 ( l + 掩,
) ( 1 + 。 ,

)
, 一 `

_

L述不等式利用 Y o u n g 不等式及级数得到
,

略去证明
.

定义投影算子尸
土 :

H = ( R
,

<
· , ·

> )。 H
士 ,

使 x 一 x , + x 一 〔刀~
x 土 〔 H

士 .

引理 Z L 是极大非负子空间的充要条件是 尸
+

L = H
十 .

每个非负子空间含在一个极大非

负子空间中
.

证明略去
.

定理 1 的证明

设 j
, g 〔 D ( L

。
)

,

则

〔, ,
, 。 〕

,
一

f
“ ` ,

·
, .。 !

, 一、一 f
“ ` ,

·
,

(
( , 一 2 )

买
“ `

一
、 ·

)
、 ·

一

犷
“ ` ,

·
, ( , 一 2 )

『
X 〔。

,

… 」(· )一
、 ·

)
、 ·

一 ( , 一 2 )

厂一仃:
“ * , 、 〔: : > 。 〕 (· )、 ,

,

)
、 ·

一 ( , 一 2 )

f 一 (
一

f
“ ` ,

,

x 〔 }。 } > 。 〕(· ) 、 ,
)
、 ·

一 (, 一 2 )
I了

a ,
一

f
“

, (二`。 x 。 ,。 , , 。 〕 (
·

) 、 X 、 ·

一
( , 一 2 )

:aJ
,
一

价丽
x 。. 。

”

. , 。 〕 x() dx da

一 f
“

, (。 {{
“

”

’、 、。 ,一 ,、 二

一 f
“

, (̀ 、
·

) .。

一
d二

二 一 〔f
,

A g 〕,

因此 A是对称算子
.

定理 2 的证明

若了〔 G ( L
。

)
,

则奋
*

(子
,

力 = o且 G ( L
。

)是核空间
.

现证明奋
,

.(
,

·

)是广义半内积空 间
,

仅要证

l奋
+

(子
,

口) l《 l口
+

(了
,

了) I
` l , }口

一

(夕
,

夕) l
( , 一 ` ) , , ,

了
,

夕〔万
*

事实上
,

l奋
+

(了
,

口) l二 旧 (了
,
口) I= f R e 〔A ,

f
, g ] }

~ 0
.

5 f R e [ A .
j

, g 〕+ R e 〔f
,

A 爷 . 夕〕 }

国为A . 。 一 A
, 一尹

. c A气 则
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I口
+

(了
,

夕) ! = 0
.

5 }R e [ A ,
f

,

g 〕+ R e [ f
, 一 A , g ] I

建立 H x H 中新的广义半内积如下

〔诬
,
云 ] 、

: = R e [“
, , v ,

] + R e 〔u Z , v Z

]

石= { u ` , “ 2

}
, 刃 = { v ` , v Z

}〔 H 又 H

仿照引理 l
,

卜
, ·

〕 ,:

是 H x H 中的广义半内积
.

设

附 习= 万 {“
` , “ 2

} = { “
2 , u `

}
,
诬〔 H x H

则附是 ( H x H
,

卜
,

门 1 2

)中的广义 P自共辘算子
.

置

附
: 云 == 平忍 , . 〔 H

, , 才
1忍 = 一万 汀 , . 任万

+

\ H
.

则甲
,
是广义正定算子

,

则易得万
,
的下述不等式成立

:

I [附
1 .

,
公 ] l :

I《 I [不
; 公 , 云〕1 :

l
`” l [万

l” , ” 〕 , 2

1`
, 一 ` l ,

易证

j o
+

(了
,

口) j《 0
.

5 1[不
。 ` , 。 `

] , :

l
’ ` ,

}〔牙 。 ` , 。 `
j ; 2

} ( , 一 ` , ` ,

= 0
.

5 { 1R e [ A粉 f
,

f ] , + R e [ f
,

A 爷 赞
f 〕

,

} }
` / ,

{ 1R e [ A 价 g , g 〕,

+ R e [g ,
A 长朴 g ] , 】}`

’ 一 ” ` ,

二 }口
十

(子
,

了) }
` , ,

}O
一

(夕
,

夕) l ( , 一 , , ` ,

其中
“ /

= { f
,

A 肠
f }

, v `
= { g ,

A 扮 g }

完成证明
.

引理 3 0 ( f
,

夕) = 口(了
,

痊)
,

f
,

夕是了
,

歹的陪集
,

这儿了
,

夕任泞
,

子
,

互〔万
.

证明 显然 O (j
,

)j 一 。
,

尹任G ( L
。

)
.

若了任泞
,

几〔 G ( 0L )
,

首先我们证明

O ( f + 了
。 ,

f ) = 奋(了
,

f )

事实上 O ( f + 了
。 ,

尹) = 奋
十

(了
十 + ,` 。 ,

了
+

) + 奋
一

(了
_ ,

了
一

) ( 2
.

1 )

口
+

(了
, + 了

。 ,

I
,

) = Q (了
, + 了

。 ,

了
*

) 5 i g n Q (了
, ,

了
十

)

= [ A 爷
( f

, + f
。

)
,

f
+ 〕5 i g n Q (了

+ ,

子
,

)

= [ A ,
f

+ ,

f
+

] s i g n Q ( i
+ ,

了
十

) + [A f
。 ,

f
+

] 。 i g n Q (了
, 。

了
+

)

= 口
十

(了
+ ,

了
+

) + [ A f
。 ,

了
十

]。 i g n Q
一

(了
, ,

了
+

)

其中 孔 ~ { f
+ ,

L 】
f

+

}〔万
+ ,

L I = A 肠 一 I
,

了
。

= { f
。 ,

L
o

f
o

}〔 G ( L
O

)

现证明 〔A f
。 ,

f
+ 〕~ 0

.

由定理 2 ,

类似有

l [A j
。 ,

f川 = 旧 (了
。 ,

了
+

) l = 0
.

5 1[牙 f 石
,

f 二〕1 2

1

《 0
.

5 1[牙 f 石
,

f 舀〕: : 1`
l ,

l [不 f 车
,

f 二〕
1:

1
’ 一 ` 、 ` ,

= 0
.

5 1[ A f
。 ,

f
。
j , }

’ / ,

i [不 f二
,

f 车] , 2

1 , 一 ` , l , = o

这儿 f
`

= { f
,

A ,
f }

,

了
。
二 { f

。 ,

L
o

f
。

}
,

了
十

= { f
+ ,

乙 ,
f

+

}

所以 〔A f
。 ,

了
十〕= 0

.

O (尹+ 子
。 ,

尹) = 口(了+ 了
。 ,

了) 一口
十

(了
十 ,

了
+

) + 奋
_

(子
_ ,

了
_

)

= 口(了
,

孔

接下去证明

O ( f
,

f + 了
。

) = 0 (厂
,

子+ 了
。

) = 乙(子
,

了)
,

了〔 H
, ① H

_ ,

了
。〔 G ( L 。

)

这儿了= 了
+

+ 了
_ ,

注意到了
+ 十虱〔万

+ ,

了
_

+ 虱〔万
_ .

O (子
,

了+ 了
。

) = 口
十

(子
, ,

了
, + 了

。

) + 口
_

(了
_ ,

了
_

)

二奋
,

(了
+ ,

了
+

) + 口
_

(了
_ ,

了
_

+ 了
。

)
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因为

乙= (了
+ ,

了
+ + 了

。

) = 心
+

(子
+ ,

了
+

) + 口
_

( o
,

了
。

) = 奋
十

(了
千 ,

了
+

)

= 奋
,

(了
, ,

了
, + 了

。

) = 口(子
+ ,

了
, + 了

。

)

则 奋
+

(了
+ ,

了
+ + 了

。

) = 口
+

(了
+ ,

了
+

)

相同的理由得到

奋
_

(孔
,

了
_ 十了

。

) = 奋
_

(了
_ .

了
_

)

则

O (了
,

了+ 了
。

) = 口
+

(了
+ ,

了
+

) + 口
_

(了
_ ,

了
_

) = 百(了
,

了)

O (。
, 。 ) == O (。

, 。 )
, 。〔万

+

/ ` (乙
。

) ④刀
_

/` (乙
。

)
, 。〔刀

十①刀 _

。是氮的陪集
.

定理 3 的证明

因为O是不定度规且口半线性
,

则有 (泞
,

O )是广义不定度规空间
,

本定理得证
.

设夕是 (万
,

O )的负子空间
,

夕是夕到泞投影
,

这儿 万 = 户①片
,

易证夕是 (片
,

Q )中负

子空间且

l。 } , 《 一 O (。
, 。 ) = 一口(。

, 。 )《 c ]Jo ll
, ,

任意 {。
, 。 }任夕

引理 4 若万是极大负子空 间
,

则夕是 (泞
,

O )中的极大负子空间
.

引理 5 若可是极大负子空间
,

则

}一了一
,

《 一 O ( f
,

了)
,

卜 { f
,

了}〔夕

定义甲
:

f~ 尹
,

则甲是夕到片的压缩映射
.

又
,

若 , 是压缩映射
,

则 * 的图象是万中极大负子空

间
.

定理 4 的证明

设 L是极大耗散扩张
,

则

R e [ L j
,

f 〕《 0 ,

f 〔 D ( L )

若 f 〔 D ( L
。

)
, g 〔 D ( L )

,

则

R e [ L
o

f
, g 〕= R e 〔A f

, g 〕一 [f
, g 〕

! R e [刃 f
, g ] }《 IR e [乙

。

f
, g ] } + { Lf

, g 〕J( ( 11五
。

f {} + I f {}) 119 ! }
, 一 ’

{ [ A f
, g ] l ( 2 (】IL

o

f ,i+ }If }}) ]19 }{,一 `

所以 g 〔 D ( A荟 )
,

D ( L
I
) 。 D ( L )

.

对任意 g 〔 D ( L
。

)
,

f 〔 D ( L )
,

成立

}【g ,

L f 一 L l
了」}《 }}9 1 }L f 一 L l

f l
, 一 `

由 6[ 〕广义半内积空间的 R i e s z表示定理
,

存在唯一了〔户
,

使对任意 g 〔 D ( L
。

)
,

成立

[g ,
L f 一 L l

f 〕= [g ,

f 〕
,

L f 一 L ,
f = f

因此 L “ = lL 。 + 了
.

这时

O ( f
,

夕) = 乙(了
,

互) = 口
十

(了
+ ,
口

+

) + 奋
_

(了
_ ,

口
_

)
,

f
,

夕〔泞

尹
,

夕是了
,

睿的陪集元
,

且

矛= 了
,

+ 了
_ ,

互二口
十

+ 口
_ ,

了
+ ,

夕
+

〔刀
+ ,

了
_ ,

歹
_

〔刀
_

下述不等式将成立

O (少
,

f ) 一 。 }} , 一了}l, + 一了r},
( o

其中m是任意常数
,

了= f{
,

lL j} 〔 G ( L
。

)
,

了是了的陪集元
.

为此
,

先 证明

( 2
.

2 )

Q ( I
,

了) 一 tn l{f 一 f l
, + 11f !J ,《 o ,

Q (了
,

了) == [ L :
f

,
f 〕一 [f

,

f ]

了〔 G ( L I
) ( 2

.

3 )

因为
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R e 〔L I
f

,

f 〕= Q (了
,

了) 一 [ f
,

f 〕

由于

R e [ L f
,

f 〕《 o ,

R e 〔L ;
f + f

,

Q (子
,

i ) 一 R e 〔f
,

f ] + R e [ f
,

则要证 ( 2
.

3 )式
,

只需证明

月《 o

f] 《 0

一 m llf 一 f l}
, + ]]f }J

,

《 一 [f
,

f ] + R e [ f
,

f 〕 ( 2
.

4 )

事实上
,

R e [ 一 j + f
,

f 〕

《 }卜 f + f
,

月 ! ( llj 一 f l }}f ll
, 一 `

, v.

才

沟
>

j[( ljI 一 了}
,

/ p 十 } f l ,

上述不等式左边 = 〔f
,

f] + R e
月

[ j
,

f ] 一 R e 〔f
,

f ] > 一 }! j 一

用上述不等式于 ( 2
.

4 )式
,

则需证明

l / P + 1 / q = 1

则

}
’

/ P 一 }了11
’

/ q

一 m Ilf 一 f }I, + 11f 11’ 一 11f 一 f l}’ / p一 ,f l}, / q 《 o

(一 m一 l / p ) 1if 一 f Il
p + l}f l{, 《 ]1f JJp / q ( 2

.

5 )

注意到

R e[ 一 f 十 f
,

力

《 }〔一 f + 了
,

q R e 〔一 f + f
,

了] l《 l了一 f } l了lI p 一 `《 I f 一 j l p / p + }了}。 /。

f 」簇 (q / p ) 1If 一 f .1, + l}f }},

一 g R e [f
,

f ] + ( q 一 l ) l} f }}p 《 q }}f 一 f ]I
, / p

一 ( q / ( q 一 1 ) ) R e [f
,

f ] + 11f 11, 《 (口 / ( P ( g 一 1 ) ) ) }If 一 f 11’

一 (q / ( q 一 l ) ) R e [f
,

f ] 《 ( g / (力 ( q 一 1 ) ) ) 1If 一 f l}’ 一 11f llp

因此成立

Ilf 一l
’ 一 1}f 一 f Ilp 《 P R e [ f

,

f 〕《 P }}f 1111f llp 一 `

《 P 〔 ( l / P ) }}f }}, + (一/ q l ) }】f 】}
` p 一” q 〕

= 1 llf }l
’ + ( P / 9 1) 11f 11

’

上 式中 l> o且使 1一 ( P / q l) > o ,

取

o < I < (以百亏
十 l ) / q

则 1
2 一 l / q 一 P / 9 2

< 0 ,
1一 (P / 9 1) > 0

上式也用到如下不等式
:

a b《 l a ” / P + b
q

/ 9 1
,

1 /夕+ l / g = l
, a ) o ,

b > o ,
l ) o

类似我们可以得到

( 1一 夕/ 9 1) 11f 11’ 一 llf 一 f 11’ 《 1 J4f }I,

或

1If }Ip 一 llf 一 f 11’ / [ l 一 P ( 9 1)
一 `
〕《 l {if }]’ / [ l 一 P (9 1)

一 ’
〕

用上不等式于 (2
.

5 )
,

我们仅需证明

( 一 。 一 1 / p + 1 / [ l 一 p ( q l )
一 ’

] ) ,if 一 f 1.
,

《 ( 一 I / ( 1一 p ( q l )
一 `

) + l / g ) Ilf 朋
’

取 。 = 一 1 / P + l / [ l 一 P ( 9 1)
一 `

] < o ,

则 (2
.

6 )式成立
,

事实上 ( 2
.

6 )式左边为 0 ,

右边系数 = 一 l / [ 1一 P ( 9 1)
一 `
〕+ l / g > o

( 2
.

6 )式自然就成立
.

因此 ( 2
.

3 )式成立
,

故

( 2 6 )
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Q (子
,

了) 一 。 }}f 一了11
, + 11了11

,

《 o ,

了一 { f
,

L I
f }

, 。 < 0

因而 Q仔
,

了) 《 o ,

了〔 H
_ ,

刃仔
,

了) = 奋
_

(了
,

了)

则 心( f
,

了) = 刃(子
,

了) 一口
_

(了
,

了)

从而 ( 2
.

2 )式成立
.

因为 L 。 一 L , 。 一 L vo
, 。 〔 D (五

。

)
.

f 一 切汀)及 f 依赖于了在户中的陪集
,

一 m < O ,

则 一 m !}f

一了}
,

> 0
.

因此
,

( 2
.

2 )式的中间一项可以省去且

奋( j
,

j ) + }i切 ( f ) ]I
,

( o ,

f 〔 D (乙
。

)

因此笼f
, 切 (j ) }

,

f 〔 D ( L
。

)形成一个 H 中对应于 O的负子空间
.

此外
,

若 L u 一 L l “ 只
一

切 (幻且 L是 L
。

的扩张
,

畏{公
,

切 (幻 } }。 〔 D ( )L }是万的极大负子空间
,

则能证明 ( 2
.

2 )成立
,

所以 L是 p耗散算子
.

因此
,

存在万 的相应的负子空间
,

且得到负子空

间下的表示
,

定理 证毕
.
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